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matemati�eskoj teorii plasti�nosti
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rASSMATRIWA�TSQ TREHMERNYE URAWNENIQ MATEMATI�ESKOJ TEORII PLASTI��
NOSTI S USLOWIEM PLASTI�NOSTI tRESKA I ASSOCIIROWANNYM S NIM ZAKONOM TE�
�ENIQ DLQ NAPRQVENNYH SOSTOQNIJ� SOOTWETSTWU��IH REBRU POWERHNOSTI TEKU�
�ESTI� pOKAZANO� �TO POLQ SOBSTWENNYH WEKTOROW TENZORA NAPRQVENIJ� OTWE�A�
��IH NAIBOLX�EMU �ILI NAIMENX�EMU� GLAWNOMU NAPRQVENI�� NEOBHODIMO BU�
DUT RASSLOENNYMI� wWODQTSQ TAKIE KRIWOLINEJNYE KOORDINATY� �TO URAWNENIQ
RAWNOWESIQ� PREOBRAZOWANNYE K NOWYM PEREMENNYM� SWODQTSQ K TREM INTEGRI�
RUEMYM URAWNENIQM� nAJDENY INWARIANTY� SOHRANQ��IE SWOI ZNA�ENIQ WDOLX
LINIJ GLAWNYH NAPRQVENIJ� wYDELENY KLASSY PROSTRANSTWENNYH ZADA� TEO�
RII PLASTI�NOSTI� DLQ KOTORYH POLQ NAPRQVENIJ SOOTWETSTWU�T REBRU PRIZMY
tRESKA I NEOBHODIMO QWLQ�TSQ RASSLOENNYMI� dOKAZANO� �TO INTEGRIROWANIE
URAWNENIJ PLASTI�NOSTI DLQ ZADA� �TIH KLASSOW SWODITSQ K OTYSKANI� KA�
NONI�ESKIH OTOBRAVENIJ PROSTRANSTWENNYH OBLASTEJ� wWODQTSQ KANONI�ESKIE
KOORDINATY PROSTRANSTWENNOJ� PLOSKOJ I OSESIMMETRI�NOJ ZADA�I� w PLOSKOM

I OSESIMMETRI�NOM SLU�AE OTNOSITELXNO PROIZWODQ�IH FUNKCIJ SOOTWETSTWU�
��IH KANONI�ESKIH OTOBRAVENIJ POLU�ENY NELINEJNYE URAWNENIQ W �ASTNYH

PROIZWODNYH WTOROGO PORQDKA I USTANOWLENA INWARIANTNOSTX �TIH URAWNENIJ

PRI PREOBRAZOWANIQH lEVANDRA I aMPERA� uKAZANNYE URAWNENIQ ZATEM PRIWO�
DQTSQ K TELEGRAFNOMU URAWNENI� I� SOOTWETSTWENNO� K KWAZILINEJNOMU URAWNE�
NI� WTOROGO PORQDKA TIPA mONVA�aMPERA� dAN ANALIZ TREHMERNYH URAWNENIJ
MATEMATI�ESKOJ TEORII PLASTI�NOSTI DLQ PRIRA�ENIJ NAPRQVENIJ I DEFOR�
MACIJ W ORTOGONALXNYH IZOSTATI�ESKIH KOORDINATAH�

��uRAWNENIQ MATEMATI�ESKOJ TEORII PLASTI�NOSTI

DLQ REBRA PRIZMY tRESKA

uRAWNENIQ PROSTRANSTWENNOJ ZADA�I TEORII IDEALXNOJ PLASTI�NOSTI WPERWYE

BYLI POLU�ENY lEWI 	M�Levy
 ���� G�� 
��
 KOTORYJ PRINQL W KA�ESTWE USLOWIQ TEKU�
�ESTI URAWNENIE GRANI PRIZMY tRESKA 	H�Tresca� I PRISOEDINIL W KA�ESTWE OPREDE�
LQ��EGO URAWNENIE
 WYRAVA��EE PROPORCIONALXNOSTX DEWIATORA TENZORA NAPRQVE�
NIJ I TENZORA SKOROSTI DEFORMACII�

�rADAEW �RIJ nIKOLAEWI�� KAFEDRA MEHANIKI SPLO�NYH SRED sAMARSKOGO GOSUDARSTWENNOGO

UNIWERSITETA� ������� G�sAMARA� UL� aKAD� pAWLOWA� �� radayev�ssu�samara�ru
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pROSTRANSTWENNAQ ZADA�A W OB�EM SLU�AE PRI USLOWII PLASTI�NOSTI mIZESA

	R�Mises� I ASSOCIIROWANNYM S NIM ZAKONOM TE�ENIQ QWLQETSQ STATI�ESKI NEOPREDE�
LIMOJ
 I
 KROME TOGO
 URAWNENIQ PROSTRANSTWENNOJ ZADA�I NE GIPERBOLI�NY� wSE �TO
NE OSTAWLQET �ANSOW OBOB�ITX METODY INTEGRIROWANIQ 	SM� 
���
���
 RAZWITYE RANEE
DLQ PLOSKOJ ZADA�I
 SOOTNO�ENIQ KOTOROJ FORMALXNO STATI�ESKI OPREDELIMY I GI�
PERBOLI�NY
 �TO W KONCE KONCOW I POZWOLQET POSTROITX TEORI� POLEJ SKOLXVENIQ

ADEKWATNO PREDSTAWLQ��U� SDWIGOWOJ MEHANIZM PLASTI�ESKOGO TE�ENIQ� pRINCIPI�
ALXNO INAQ SITUACIQ NABL�DAETSQ W PROSTRANSTWENNOJ ZADA�E PRI ISPOLXZOWANII

KRITERIQ TEKU�ESTI tRESKA� zDESX URAWNENIQ PLASTI�ESKOGO RAWNOWESIQ W RQDE WAV�
NYH SLU�AEW STANOWQTSQ GIPERBOLI�ESKIMI�

rASPROSTRANENIE MATEMATI�ESKOGO APPARATA GIPERBOLI�ESKIH URAWNENIJ
 OPISY�
WA��EGO PLOSKOE TE�ENIE IDEALXNO PLASTI�ESKOGO MATERIALA NA OB�IJ TREHMERNYJ

SLU�AJ
 QWILOSX PREDMETOM CELOGO RQDA ISSLEDOWANIJ�
w ���� G� hAAR I kARMAN 	A�Haar
 Th� von Karman� WYDWINULI USLOWIE POLNOJ

PLASTI�NOSTI 
��
 KOTOROE PO SU�ESTWU USTANAWLIWAET SOOTWETSTWIE NAPRQVENNOGO
SOSTOQNIQ REBRU PRIZMY tRESKA
 I OKAZALOSX
 �TO SOOTNO�ENIQ PROSTRANSTWENNOJ
ZADA�I TEORII IDEALXNOJ PLASTI�NOSTI PRI USLOWII POLNOJ PLASTI�NOSTI QWLQ�TSQ

STATI�ESKI OPREDELIMYMI�
w ���� G� a���i�LINSKIJ 
�� ISSLEDOWAL OSESIMMETRI�NU� ZADA�U TEORII PLAS�

TI�NOSTI
 PREDPOLAGAQ WYPOLNENIE USLOWIQ POLNOJ PLASTI�NOSTI
 DOKAZAW STATI�ES�
KU� OPREDELIMOSTX I GIPERBOLI�NOSTX OSNOWNYH URAWNENIJ� s POMO�X� �ISLENNOGO

METODA W �TOJ VE RABOTE BYLO POLU�ENO RE�ENIE ZADA�I O WDAWLIWANII TWERDOGO

�ARIKA W IDEALXNO PLASTI�ESKU� SREDU�
sOOTNO�ENIQ PROSTRANSTWENNOJ ZADA�I TEORII PLASTI�NOSTI
 KOGDA
 ANALOGI��

NO USLOWI� POLNOJ PLASTI�NOSTI hAARA�kARMANA
 IMEETSQ DWA SOOTNO�ENIQ MEVDU
GLAWNYMI NAPRQVENIQMI
 BYLI PREDLOVENY I PROANALIZIROWANY a���i�LINSKIM

��
 KOTORYJ TAKVE ISPOLXZOWAL OBOB�ENNYJ ZAKON PLASTI�ESKOGO TE�ENIQ
 NE PRED�
POLAGA��IJ STOLX VESTKIE OGRANI�ENIQ NA SKOROSTI PLASTI�ESKIH DEFORMACIJ

USTANAWLIWAEMYE TRADICIONNYM TREBOWANIEM PROPORCIONALXNOSTI TENZORA SKOROS�
TI PLASTI�ESKIH DEFORMACIJ I DEWIATORA TENZORA NAPRQVENIJ�

rEZULXTATYa���i�LINSKOGO PREDWOSHITILI BOLEE POZDNIE ISSLEDOWANIQd�d�iW�
LEWA 
��
 
���
 W KOTORYH BYLO POKAZANO FUNDAMENTALXNOE ZNA�ENIE USLOWIQ POLNOJ
PLASTI�NOSTI hAARA�kARMANA DLQ WSEJ TEORII PLASTI�NOSTI I RAZWIT SOOTWETSTWU�
��IJ WARIANT TEORII PLASTI�NOSTI� SINGULQRNOE USLOWIE TEKU�ESTI 	W �ASTNOSTI

REBRO PRIZMY tRESKA� I OBOB�ENNYJ ASSOCIIROWANNYJ ZAKON PLASTI�ESKOGO TE�E�
NIQ� bYLO USTANOWLENO
 �TO PRI USLOWII POLNOJ PLASTI�NOSTI URAWNENIQ PROSTRAN�
STWENNOJ ZADA�I TEORII IDEALXNOJ PLASTI�NOSTI QWLQ�TSQ STATI�ESKI OPREDELIMY�
MI I PRINADLEVAT K GIPERBOLI�ESKOMU TIPU� bYLO DOKAZANO
 �TO IMENNO SOSTOQNIE
POLNOJ PLASTI�NOSTI I TOLXKO ONO POZWOLQET SFORMULIROWATX OB�U� TEORI� IDE�
ALXNOJ PLASTI�NOSTI S EDINYM MATEMATI�ESKIM APPARATOM STATI�ESKI OPREDELI�
MYH URAWNENIJ GIPERBOLI�ESKOGO TIPA
 SOOTWETSTWU��IM SDWIGOWOJ PRIRODE IDE�
ALXNO PLASTI�ESKOGO DEFORMIROWANIQ�

rASSMOTRIM URAWNENIQ RAWNOWESIQ DLQ NAPRQVENNYH SOSTOQNIJ
 SOOTWETSTWU��
�IH REBRU PRIZMY tRESKA� oBOZNA�IM �EREZ � TENZOR NAPRQVENIJ� l� m� n � OR�
TONORMIROWANNYJ BAZIS IZ SOBSTWENNYH WEKTOROW TENZORA NAPRQVENIJ� ��� ��� �� �
SOOTWETSTWU��IE SOBSTWENNYE ZNA�ENIQ 	GLAWNYE NAPRQVENIQ�� k � PREDEL TEKU�
�ESTI PRI �ISTOM SDWIGE�

sPEKTRALXNOE RAZLOVENIE TENZORA NAPRQVENIJ IMEET WID�

� � ��l� l� ��m�m� ��n� n� 	����



k TEORII TREHMERNYH URAWNENIJ MATEMATI�ESKOJ TEORII PLASTI�NOSTI ��

w PROSTRANSTWE GLAWNYH NAPRQVENIJ USLOWIE TEKU�ESTI tRESKA IZOBRAVAETSQ

POWERHNOSTX� �ESTIGRANNOJ PRIZMY S REBRAMI�

�� � �k � �� � ��� �� � �� � �k � ��� �� � �� � �� � �k�

dLQ DANNOGO NAPRQVENNOGO SOSTOQNIQ
 SOOTWETSTWU��EGO REBRU PRIZMY tRESKA

WSEGDA MOVNO PERENUMEROWATX GLAWNYE OSI TENZORA NAPRQVENIJ TAK
 �TOBY WYPOL�
NQLOSX RAWENSTWO

�� � �� � �� � �k�

pOSLEDNEE USLOWIE OZNA�AET
 �TO GLAWNOE NAPRQVENIE �� QWLQETSQ LIBO NAIMENX�
�IM
 LIBO NAIBOLX�IM GLAWNYM NORMALXNYM NAPRQVENIEM�

tAK KAK l� m� n � ORTONORMIROWANNYJ BAZIS
 TO

l� l�m�m� n� n � I� 	����

GDE I � EDINI�NYJ TENZOR�
u�ITYWAQ 	����
 	���� I URAWNENIE REBRA PRIZMY �� � �� � �� � �k
 POLU�IM�

� � 	�� � �k�I� �kn� n� 	����

tAKIM OBRAZOM
 TENZOR NAPRQVENIJ OPREDELQETSQ SKALQRNYM POLEM �� I EDINI��
NYM WEKTORNYM POLEM n�

uRAWNENIE RAWNOWESIQ div� � � POSLE PODSTANOWKI W NEGO RAZLOVENIQ 	���� MOVNO
PREDSTAWITX W SLEDU��EM WIDE�

grad�� � �kdiv	n� n� � � 	n � n � ��� 	����

sLEDOWATELXNO
 ZADA�A O RAWNOWESII TELA
 NAPRQVENNOE SOSTOQNIE KOTOROGO SOOT�
WETSTWUET REBRU PRIZMY tRESKA
 STATI�ESKI OPREDELIMA 	POSKOLXKU IMEETSQ ROWNO
TRI URAWNENIQ DLQ OPREDELENIQ TREH NEIZWESTNYH� SOBSTWENNOGO ZNA�ENIQ �� I
 NA�
PRIMER
 DWUH UGLOW
 ZADA��IH ORIENTACI� EDINI�NOGO WEKTORA n�
 ESLI GRANI�NYE
USLOWIQ ZADANY W NAPRQVENIQH� uRAWNENIQ RAWNOWESIQ MOGUT BYTX RASSMOTRENY NE�
ZAWISIMO OT KINEMATI�ESKIH URAWNENIJ�

oBOZNA�IM �EREZ � OTNO�ENIE �� K ��k I PRIWEDEM URAWNENIE 	���� K WIDU�

grad� � div	n� n� � � 	n � n � ��� 	����

w DEKARTOWYH KOORDINATAH URAWNENIE 	���� �KWIWALENTNO SISTEME URAWNENIJ 	i� k �
�� �� ���

��

�xi
� nk

�ni
�xk

� ni
�nk
�xk

� � 	nknk � ���

uRAWNENIE 	���� PRINADLEVIT K GIPERBOLI�ESKOMU TIPU� w KAVDOJ TO�KE M SU�
�ESTWUET TRI HARAKTERISTI�ESKIH NAPRAWLENIQ�eSLI OBOZNA�ITX �EREZ n���� n���� n���

EDINI�NYE NORMALI K HARAKTERISTI�ESKIM POWERHNOSTQM W TO�KE M 
 TO n��� � n �
������ n��� � n � ������� n��� � n � �� hARAKTERISTI�ESKIMI QWLQ�TSQ NE TOLXKO PO�
WERHNOSTI SKOLXVENIQ
 NO I INTEGRALXNYE POWERHNOSTI POLQ n 	T�E� POWERHNOSTI

SOSTAWLENNYE IZ INTEGRALXNYH KRIWYH POLQ n��

oTMETIM TAKVE E�E ODNU INWARIANTNU� FORMU URAWNENIQ 	�����

r� � 	n �r�n� n	r � n� � �� 	����
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dLQ EDINI�NOGO WEKTORNOGO POLQ SPRAWEDLIWA FORMULA

	n �r�n � �n� rotn� 	����

S POMO�X� KOTOROJ WEKTORNOE URAWNENIE 	���� MOVET BYTX TAKVE PREDSTAWLENO W
WIDE

r� � n� rotn� ndivn � �� 	����

w DALXNEJ�EM MY BUDEM ISPOLXZOWATX TAKVE SLEDU��IE RAWENSTWA�

		n �r�n� � rotn � �� 		n �r�n� � n � ��

WYTEKA��IE IZ 	�����
iSSLEDUEM URAWNENIE 	���� SNA�ALA W PREDPOLOVENII
 �TO n � rotn � � WS�DU W

OBLASTI PLASTI�ESKOGO TE�ENIQ� wYPOLNENIE PRIWEDENNOGO USLOWIQ WOZMOVNO TOLXKO
PRI USLOWII
 �TO n � BEZWIHREWOE WEKTORNOE POLE� n � gradf � tAK KAK n � EDINI��
NOE WEKTORNOE POLE
 TO EGO POTENCIAL DOLVEN UDOWLETWORQTX URAWNENI� jrf j � ��
IZWESTNOMU KAK URAWNENIE �JKONALA�� pOLNYJ INTEGRAL �TOGO URAWNENIQ IZWESTEN

PO�TOMU NAHOVDENIE RE�ENIJ �TOGO URAWNENIQ NE PREDSTAWLQET ZATRUDNENIJ�

uRAWNENIE 	���� PRI USLOWII rotn � � SU�ESTWENNO UPRO�AETSQ

r�� � �k�frf � �

I MOVET BYTX PROINTEGRIROWANO
 ESLI r� 	�frf� � 	r�f��rf � ��

�� � ��k
xsZ
�xs

�fdf�

�TO SOOTNO�ENIE
 WMESTE S n � gradf 
 GDE f � SOWMESTNYJ INTEGRAL URAWNE�
NIQ �JKONALA jrf j � � I URAWNENIQ 	r�f� �rf � �
 PREDSTAWLQET WSE RE�ENIQ
URAWNENIQ 	���� PRI PREDPOLOVENII
 �TO n� rotn � ��

iSSLEDUEM URAWNENIE 	���� W PREDPOLOVENII
 �TO n � rotn �� � WS�DU W PLASTI�
�ESKOJ ZONE�

uMNOVAQ OBE �ASTI URAWNENIQ 	���� SKALQRNO NA n
 rotn I n� rotn
 POLU�IM

n � grad� � divn � �� 	����

rotn � grad� � 	n � rotn�divn � �� 	�����

	n� rotn� � grad� � jn� rotnj� � �� 	�����

uRAWNENIQ 	�����	����� POZWOLQ�T NAJTI TRAEKTORII
 WDOLX KOTORYH GLAWNOE NA�
PRQVENIE �� NE IZMENQETSQ�

pUSTX s� ORT
 NAPRAWLENNYJ WDOLX WEKTORA n�rotn� w PLOSKOSTI
 OBRAZOWANNOJ
WEKTORAMI s I n
 RASSMOTRIM ORT t
 NAKLONENNYJ K s POD NEKOTORYM UGLOM ��

t � cos�s� sin�n�

uMNOVIW URAWNENIE 	���� NA sin�
 A URAWNENIE 	����� � NA cos� I SLOVIW
 PRI�
HODIM K

t �r� � sin�divn� cos� jn� rotnj � ��

�dWUMERNOE URAWNENIE �JKONALA W MATEMATI�ESKOJ TEORII PLASTI�NOSTI OBY�NO NAZYWAETSQ

URAWNENIEM PES�ANOJ NASYPI�



k TEORII TREHMERNYH URAWNENIJ MATEMATI�ESKOJ TEORII PLASTI�NOSTI ��

sLEDOWATELXNO
 ESLI TRAEKTORIQ KASAETSQ NAPRAWLENIJ t
 SOSTAWLQ��IH UGOL �

tg� �
jn� rotnj

divn

S NAPRAWLENIEM s
 TO WDOLX �TOJ TRAEKTORII

t �r�� � �� 	�����

�TO OZNA�AET
 �TO GLAWNOE NAPRQVENIE �� NE IZMENQETSQ WDOLX RASSMATRIWAEMOJ

TRAEKTORII�
w PLOSKOSTI
 OBRAZOWANNOJ WEKTORAMI s I rotn
 RASSMOTRIM ORT h
 NAKLONENNYJ

K s POD NEKOTORYM UGLOM ��

h � cos�s� sin�
rotn

jrotnj �

uMNOVIW URAWNENIE 	����� NA sin�
 A URAWNENIE 	����� � NA cos� I SLOVIW
 PRI�
HODIM K

h �r� � sin�
n � rotn
jrotnj � cos� jn� rotnj � ��

sLEDOWATELXNO
 ESLI TRAEKTORIQ KASAETSQ NAPRAWLENIJ h
 SOSTAWLQ��IH UGOL �

tg� � tg� jrotnj �

GDE � � UGOL MEVDU WEKTORAMI rotn I n
 S NAPRAWLENIEM s
 TO WDOLX �TOJ TRAEKTORII

h �r�� � �� 	�����

�TO OZNA�AET
 �TO GLAWNOE NAPRQVENIE �� NE IZMENQETSQ WDOLX RASSMATRIWAEMOJ

TRAEKTORII�
mOVNO UKAZATX E�E ODNO NAPRAWLENIE p
 PROIZWODNAQ OT �� WDOLX KOTOROGO RAWNA

NUL�� ESLI ORIENTIROWATX WEKTOR p ORTOGONALXNO WEKTORAM s I n TAK
 �TO

p � s� n �
n� rotn

jn� rotnj � n�

TO S POMO�X� URAWNENIJ 	����
 	����� MOVNO NAJTI
 �TO

p �r�� � �� 	�����

tAKIM OBRAZOM
 ESLI n � rotn �� � I n � rotn �� �
 TO �EREZ KAVDU� TO�KU ZONY

PLASTI�ESKOGO TE�ENIQ MOVNO PROWESTI TRI RAZLI�NYH TRAEKTORII 	KASA��IESQ
TREH NEKOMPLANARNYH NAPRAWLENIJ t
 h
 p�
 WDOLX KOTORYH NAIBOLX�EE GLAWNOE NA�
PRQVENIE �� NE IZMENQETSQ� nO �TO OZNA�AET
 �TO r�� � � WS�DU W PLASTI�ESKOJ

ZONE I
 SLEDOWATELXNO
 WSE GLAWNYE NAPRQVENIQ POSTOQNNY� nO TOGDA URAWNENIE 	����
PRIOBRETAET WID

n� rotn � n	divn�� 	�����

OTKUDA SRAZU VE SLEDUET
 �TOr�n � � I rotn � �
 �TO PROTIWORE�IT PREDPOLOVENI�
n � rotn �� �
 SLEDOWATELXNO
 NIKAKIH RE�ENIJ URAWNENIQ 	���� PRI ODNOWREMENNOM
WYPOLNENII USLOWIJ n� rotn �� � I n � rotn �� � POLU�ITX NELXZQ�

pO�TOMU NAIBOLX�IJ INTERES PREDSTAWLQET TOT SLU�AJ
 KOGDA n � rotn � � I

rotn �� �� w �TOM SLU�AE
 KOTORYJ BUDET W DETALQH RASSMOTREN NIVE
 IMEETSQ LI�X
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DWA NAPRAWLENIQ 	POSKOLXKU ORIENTACII h I p SOWPADA�T�
 WDOLX KOTORYH GLAWNOE
NAPRQVENIE �� NE IZMENQETSQ�

oBRATIMSQ K OPREDELQ��IM SOOTNO�ENIQM TEORII PLASTI�ESKOGO TE�ENIQ
 PRED�
POLAGAQ
 �TO NAPRQVENNOE SOSTOQNIE SOOTWETSTWUET REBRU PRIZMY tRESKA TAK
 �TO
TRETXE GLAWNOE NAPRQVENIE QWLQETSQ MAKSIMALXNYM� �� � �� � �k� �� � �� � �k�
oBOZNA�AQ �EREZ d�Pj SOBSTWENNYE ZNA�ENIQ TENZORA PRIRA�ENIQ PLASTI�ESKOJ DE�
FORMACII
 SOOTNO�ENIQ OBOB�ENNOGO ASSOCIIROWANNOGO ZAKONA TE�ENIQ PREDSTAWIM
W WIDE

d�P� � d��� d�P� � d��� d�P� � �d�� � d��� 	�����

GDE d�� � NEOPREDELENNYE MNOVITELI TEORII IDEALXNOJ PLASTI�NOSTI�
eSLI �EREZ d�Ej OBOZNA�ITX PRIRA�ENIE GLAWNOGO UPRUGOGO UDLINENIQ �Ej 
 TO NA

OSNOWANII OPREDELQ��EGO ZAKONA UPRUGOSTI NAHODIM

d�Ej �
d�

�
�
dsj
�G

� 	�����

GDE d� � d�� � d��� d��
 dsj � PRIRA�ENIE GLAWNOGO ZNA�ENIQ sj DEWIATORA TENZORA
NAPRQVENIJ
 G � UPRUGIJ MODULX SDWIGA�

tAK KAK PRI NAGRUVENII WDOLX REBRA PRIZMY tRESKA

ds� � ds� � ds� � ��

TO SOOTNO�ENIQ 	����� PRIWODQT K

d�Ej �
d�

�
� �� 	�����

dALEE
 ZAME�AQ
 �TO

d� �
d	�� � �� � ���

�K
�

d��
K

�

GDE d�j � PRIRA�ENIQ GLAWNYH NAPRQVENIJ �j 
 K � OB�EMNYJ MODULX UPRUGOSTI

I WWODQ OBOZNA�ENIE

d�j � d�Ej � d�Pj � 	�����

POLU�AEM POLNYE SOOTNO�ENIQ W PRIRA�ENIQH

d�� � d��
�K

� d���

d�� � d��
�K

� d���

d�� � d��
�K

� �d�� � d���

	�����

USTANAWLIWA��IE EDINSTWENNOE SOOTNO�ENIE
 SWQZYWA��EE PRIRA�ENIQ d�j I d�j �

d�� � d�� � d�� �
d��
K

� 	�����

pRI ISPOLXZOWANII �TIH SOOTNO�ENIJ NE SLEDUET ZABYWATX O TO�NOM OPREDELENII

WELI�IN d�j 
 d�
E
j 
 d�

P
j I d�j I O TOM
 �TO d�j 
 WOOB�E GOWORQ
 NE QWLQ�TSQ PRIRA�E�

NIQMI GLAWNYH POLNYH DEFORMACIJ
 A ISPOLXZU�TSQ LI�X DLQ OBOZNA�ENIQ SUMMY
	������� iMENNO W �TOM SMYSLE WELI�INY d�j WHODQT W ZAPISX URAWNENIJ SOWMESTNOSTI
POLNYH DEFORMACIJ
 RASSMOTRENNYH W P���

�tEM NE MENEE MY BUDEM INOGDA GOWORITX O WELI�INAH d�j KAK O PRIRA�ENIQH�



k TEORII TREHMERNYH URAWNENIJ MATEMATI�ESKOJ TEORII PLASTI�NOSTI ��

uRAWNENIE 	����� MOVET BYTX PROINTEGRIROWANO WDOLX TRAEKTORII NAGRUVENIQ�
pREDPOLAGAQ
 �TO NAPRQVENIQ I UPRUGIE DEFORMACII IZMENQ�TSQ NEPRERYWNO PRI
PEREHODE �LEMENTA TELA W SOSTOQNIE TEKU�ESTI
 I AKTUALXNOE NAPRQVENNOE SOSTOQNIE
SOOTWETSTWUET REBRU PRIZMY tRESKA
 NAHODIM

�� �
�

�
k �K	�E� � �E� � �E� �� 	�����

I
 POSKOLXKU IZMENENIE OB�EMA � IDEALXNO OBRATIMAQ �ASTX DEFORMACII
 �

�� �
�

�
k �K	�� � �� � ���� 	�����

eSLI PRENEBREGATX UPRUGOJ SOSTAWLQ��EJ DEFORMACII
 TO SOGLASNO 	����� RAZ�

NOSTX �� � �

�
k STANOWITSQ NEOPREDELENNYM WYRAVENIEM TIPA � � ��

��rASSLOENNYE PLASTI�ESKIE POLQ NAPRQVENIJ

w DALXNEJ�EM ISSLEDOWANII OSOBU� ROLX BUDUT IGRATX RASSLOENNYE WEKTORNYE

POLQ n�
pOLE NAPRQVENIJ W OBLASTI G NAZOWEM RASSLOENNYM 	ILI SLOISTYM�
 ESLI SU�

�ESTWUET SEMEJSTWO POWERHNOSTEJ �
 ZAPOLNQ��EE OBLASTX G
 TAKOE
 �TO WEKTORNOE
POLE EDINI�NYH NORMALEJ K POWERHNOSTQM SEMEJSTWA � SOWPADAET S POLEM n SOBST�
WENNYH WEKTOROW TENZORA NAPRQVENIJ�

dLQ TOGO �TOBY WEKTORNOE POLE n BYLO RASSLOENNYM W OBLASTI G
 NEOBHODIMO I
DOSTATO�NO
 �TOBY WS�DU W �TOJ OBLASTI WYPOLNQLOSX SLEDU��EE SOOTNO�ENIE�

n � rotn � �� 	����

zDESX MY OPUSKAEM DETALI WYWODA �TOGO USLOWIQ
 NO ZAMETIM
 �TO ONO WYRAVAET
TAKVE TOT FAKT
 �TO DIFFERENCIALXNAQ FORMA n�dx��n�dx��n�dx� POSLE UMNOVE�
NIQ NA INTEGRIRU��IJ MNOVITELX 	 PREWRA�AETSQ W POLNYJ DIFFERENCIAL 	SM�

NAPRIMER
 
�����

		n�dx� � n�dx� � n�dx�� � d��

kROME TOGO
 MOVNO UTWERVDATX
 �TO ESLI WEKTORNOE POLE n NE QWLQETSQ RASSLO�
ENNYM
 TO EGO MOVNO �PODPRAWITX� BEZWIHREWYM WEKTORNYM POLEM r� TAK
 �TO
USLOWIE 	���� BUDET WYPOLNQTXSQ DLQ POLQ n� � n�r� I
 SLEDOWATELXNO
 WEKTORNOE
POLE n WSEGDA MOVNO PREDSTAWITX W WIDE SUMMY BEZWIHREWOGOr� I RASSLOENNOGO 	I
PRITOM WIHREWOGO
 T�E� S NENULEWYM WIHREM� WEKTORNOGO POLQ n��

n � n� �r�� 	����

pOSKOLXKU BEZWIHREWOE WEKTORNOE POLE ZAWEDOMO QWLQETSQ RASSLOENNYM
 TO IZ PRI�
WEDENNOGO RASSUVDENIQ SLEDUET
 �TO PROIZWOLXNOE EDINI�NOE WEKTORNOE POLE WSEGDA
MOVNO PREDSTAWITX W WIDE SUMMY DWUH RASSLOENNYH POLEJ
 PERWOE IZ KOTORYH WIH�
REWOE
 A WTOROE � BEZWIHREWOE�

kAK SLEDUET IZ REZULXTATOW P��
 EDINI�NOE WEKTORNOE POLE n
 UDOWLETWORQ��EE
URAWNENI� 	����
 MOVET BYTX LIBO BEZWIHREWYM RASSLOENNYM
 LIBO WIHREWYM RAS�
SLOENNYM
 T�E� WEKTORNOE POLE n PREDSTAWLQETSQ LIBO TOLXKO PERWYM
 LIBO TOLXKO
WTORYM SLAGAEMYMI W 	�����
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rASSLOENNOSTX WEKTORNOGO POLQ n I EGO NENULEWAQ ZAWIHRENNOSTX GARANTIRU�T

ISKL��ENIE WSEH WYROVDENNYH SLU�AEW
 RASSMOTRENNYH W P���
pRI WYPOLNENII USLOWIQ 	���� SLOI POLQ n
 TO ESTX POWERHNOSTI SEMEJSTWA �
 OB�

RAZU�TSQ WEKTORNYMI LINIQMI POLQ rotn SLEDU��IM OBRAZOM� SNA�ALA WYBIRAETSQ
NEKOTORAQ POWERHNOSTX S TAK
 �TOBY POLE n KASALOSX EE W KAVDOJ TO�KE
 I NA POWERH�
NOSTI S STROITSQ ODNOPARAMETRI�ESKOE SEMEJSTWO ORTOGONALXNYH K n TRAEKTORIJ

ZATEM IZ KAVDOJ TO�KI ORTOGONALXNOJ TRAEKTORII WYPUSKA�TSQ WEKTORNYE LINII

POLQ rotn I SOSTAWLQETSQ SLOJ POLQ n�
dLQ EDINI�NOGO WEKTORNOGO POLQ n WWEDEM UGLY 
 I �
 OPREDELQ��IE EGO ORIEN�

TACI� W PROSTRANSTWE�

n � sin� sin
i� cos� sin
j� cos
k�

tOGDA USLOWIE RASSLOENNOSTI POLQ NAPRQVENIJ MOVNO POLU�ITX IZ 	���� W SLEDU�
��EM WIDE�

cos�
�


�x�
� cos�

�


�x�
� �

�
sin �
 sin�

��

�x�
�

�

�
sin �
 cos�

��

�x�
� sin� 


��

�x�
� ��

tAKIM OBRAZOM
 DLQ NAPRQVENNOGO SOSTOQNIQ
 SOOTWETSTWU��EGO REBRU PRIZMY
tRESKA
 POLE SOBSTWENNYH WEKTOROW TENZORA NAPRQVENIJ S NAIBOLX�IM 	ILI NAI�
MENX�IM� SOBSTWENNYM ZNA�ENIEM DOLVNO UDOWLETWORQTX URAWNENIQM�

rotdiv	n� n� � �� n � rotn � �� n � n � �� 	����

w SILU USLOWIQ 	���� WEKTORY n
 rotn
 n�rotn WZAIMNO ORTOGONALXNY
 I URAWNENIQ
	�����	����� PRIOBRETA�T SLEDU��IJ WID�

n �r� �r � n � �� 	����

	r� n� �r� � �� 	����

s �r� � jr� nj � �� 	����

GDE s � ORT
 NAPRAWLENNYJ WDOLX WEKTORA n�rotn� nAPOMNIM
 �TO DLQ RASSLOENNOGO
POLQ NAPRQVENIJ NAPRAWLENIQ rotn I s� HARAKTERISTI�ESKIE
 ORIENTACII WEKTOROW
rotn I h SOWPADA�T�

nA OSNOWANII 	���� ZAKL��AEM
 �TO DLQ WIHREWOGO RASSLOENNOGO POLQ NAPRQVENIJ

SOOTWETSTWU��EGO REBRU PRIZMY tRESKA
 WELI�INA �� NE IZMENQETSQ WDOLX WEKTOR�
NOJ LINII WIHRQ WEKTORA n�

u�ITYWAQ 	�����
 MOVNO SDELATX TAKVE WYWOD O TOM
 �TO OTNOSITELXNOE IZMENE�
NIE OB�EMA �LEMENTOW
 SOSTAWLQ��IH WEKTORNU� LINI� rotn
 ODNO I TO VE�

sU�ESTWUET E�E TOLXKO ODNA TRAEKTORIQ
 KASA��AQSQ WEKTORA t
 WDOLX KOTOROJ
WELI�INA �� NE IZMENQETSQ 	SM� 	������� wEKTOR t ORTOGONALEN rotn I SOSTAWLQET S

WEKTOROM s UGOL �

tg� �
jrotnj
divn

�

tAKIM OBRAZOM
 W SLU�AE RASSLOENNOGO POLQ NAPRQVENIJ �EREZ KAVDU� TO�KU

ZONY PLASTI�ESKOGO TE�ENIQ PROHODQT ROWNO DWE ORTOGONALXNYE DRUG DRUGU TRAEK�
TORII
 WDOLX KOTORYH WELI�INA GLAWNOGO NAPRQVENIQ �� NE IZMENQETSQ� qSNO
 �TO
r�� � 	h� t� � �
 PO�TOMU WMESTO SISTEMY 	�����	���� UDOBNEE RASSMATRIWATX SOOT�
WETSTWU��U� SISTEMU W PROEKCIQH NA OSI ORTOGONALXNOGO TRI�DRA h� t� h� t�

t �r�� � �� h �r�� � �� jr��j � �k
r � n
cos�

� �� 	����
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aNALIZIRUQ �TU SISTEMU
 ZAKL��AEM
 �TO WEKTOR r� RASPOLAGAETSQ W PLOSKOS�
TI
 ORTOGONALXNOJ WEKTORU rotn� I SOSTAWLQET S GLAWNYM NAPRAWLENIEM n UGOL ��
nESLOVNYE WY�ISLENIQ POKAZYWA�T TAKVE
 �TO

jr��j � �k
p
	divn�� � jrotnj�� 	����

T�E� RASPREDELENIE ��
 ESLI POLE n IZWESTNO
 MOVET BYTX NAJDENO INTEGRIROWANIEM
URAWNENIQ �JKONALA�

zAME�ANIE� uRAWNENIQ RAWNOWESIQ VESTKOPLASTI�ESKOGO TELA W SLU�AE PLOSKOJ

DEFORMACII IME�T WID 
���

�p

�x�
� �k	sin ��

��

�x�
� cos ��

��

�x�
� � ��

�p

�x�
� �k	cos ��

��

�x�
� sin ��

��

�x�
� � ��

	����

GDE p � �
�	�� � ���
 � � UGOL NAKLONA GLAWNOGO NAPRAWLENIQ
 SOOTWETSTWU��EGO
NAIBOLX�EMU SOBSTWENNOMU ZNA�ENI� ��
 K OSI x�� kAK IZWESTNO
 ESLI TELO PODWER�
GAETSQ PLOSKOMU DEFORMIROWANI�
 TO NAPRQVENNOE SOSTOQNIE SOOTWETSTWUET GRANI
PRIZMY tRESKA
 A NE REBRU� tEM NE MENEE
 ESLI WWESTI OBOZNA�ENIE � � p
	�k� I
PLOSKOE WEKTORNOE POLE n S KOMPONENTAMI n� � cos �� n� � sin �
 TO URAWNENIQ 	����
PRIWODQTSQ K DWUMERNOMU URAWNENI� 	����� sLEDUET OTMETITX
 �TO L�BOE PLOSKOE
WEKTORNOE POLE W TREHMERNOM PROSTRANSTWE BUDET RASSLOENNYM� pO�TOMU POLE NA�
PRQVENIJ
 WOZNIKA��EE PRI PLOSKOJ DEFORMACII TELA
 KAK �ASTNYJ SLU�AJ WHODIT
W RASSMATRIWAEMYJ KLASS POLEJ NAPRQVENIJ�

��iNTEGRALY URAWNENIQ RAWNOWESIQ DLQ

RASSLOENNOGO POLQ NAPRQVENIJ

wEKTORNOE URAWNENIE 	���� IMEET INWARIANTNU� FORMU� pREOBRAZUEM EGO K KRI�
WOLINEJNYM KOORDINATAM ��� ��� �� 	SM�
 NAPRIMER
 
����� kOWARIANTNYE KOMPONENTY
POLQ div	n� n� RAWNY�

	div	n� n��l � g����gkl
�	g���nknm�

��m
� nrns
rs� l� 	l � �� �� ��� 	����

GDE gij � KOMPONENTY METRI�ESKOGO TENZORA
 g � detjjgij jj
 
rs� l� � SIMWOLY kRIS�
TOFFELQ PERWOGO RODA� �EREZ nm OBOZNA�ENY KONTRAWARIANTNYE KOMPONENTY WEKTOR�
NOGO POLQ n�

iSPOLXZUQ FORMULU 	����
 PREDSTAWIM URAWNENIE 	���� W KOWARIANTNOJ FORME�

��

��l
� g����gkl

�

��m
	g���nknm� � nrns
rs� l� � �� 	����

wOSPOLXZUEMSQ RASSLOENNOSTX� WEKTORNOGO POLQ n I WYBEREM KRIWOLINEJNYE KO�
ORDINATY �m SPECIALXNYM OBRAZOM� KOORDINATNYE POWERHNOSTI �� � const ESTX SLOI
POLQ n
 A POWERHNOSTI �� � const I �� � const � INTEGRALXNYE POWERHNOSTI POLQ n

	T�E� POWERHNOSTI
 SOSTAWLENNYE IZ INTEGRALXNYH KRIWYH WEKTORNOGO POLQ n�� sTRO�
GO REGLAMENTIROWANNYM
 TAKIM OBRAZOM
 QWLQETSQ LI�X WYBOR KOORDINATNYH PO�
WERHNOSTEJ �� � const� oSTALXNYE KOORDINATNYE POWERHNOSTI MOGUT BYTX WYBRANY
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S IZWESTNOJ DOLEJ PROIZWOLA�� dOPOLNITELXNO ZAMETIM
 �TO POWERHNOSTI �� � const
I �� � const � HARAKTERISTI�ESKIE DLQ URAWNENIQ 	�����

pRI TAKOM WYBORE KRIWOLINEJNYH KOORDINAT IMEEM� g�� � �� g�� � �� n� �
�� n� � �
 �TO POZWOLQET SU�ESTWENNO UPROSTITX URAWNENIQ 	�����

��

���
� �

�
	n���

�g��
���

� ��

��

���
� �

�
	n���

�g��
���

� ��

��

���
� g��

�	n���

���
�

�

�
g��	n

���
�

���
ln 	g��g� � ��

tAK KAK 	n��� � �
g��
 TO POSLEDNIE URAWNENIQ �KWIWALENTNY SLEDU��IM�

�

���

�
� � �

�
ln g��

�
� ��

�

���

�
� � �

�
ln g��

�
� ��

�

���

�
� � �

�
ln g�� �

�

�
ln g

�
� ��

	����

uRAWNENIQ 	���� INTEGRIRU�TSQ WDOLX LINIJ GLAWNYH NAPRQVENIJ� iNWARIANT
I� � ���
� ln g�� SOHRANQET SWOE ZNA�ENIE NA KAVDOM IZ SLOEW POLQ n� iNWARIANT I� �
���
� lng����
� lng NE IZMENQETSQ WDOLX WEKTORNOJ LINII POLQ n� tAKIM OBRAZOM

ESLI NAPRQVENNOE SOSTOQNIE SOOTWETSTWUET REBRU PRIZMY tRESKA
 TO POLE GLAWNYH
NAPRAWLENIJ
 OPREDELQ��IH ORIENTACI� n
 NEOBHODIMO QWLQETSQ RASSLOENNYM I

SLEDOWATELXNO
 W NOWYH SPECIALXNYM OBRAZOM PODOBRANNYH KOORDINATAH URAWNENIQ

RAWNOWESIQ PRIWODQTSQ K TREM INTEGRIRUEMYM SOOTNO�ENIQM 	�����
oTMETIM
 �TO PROSTRANSTWENNAQ ZADA�A DLQ VESTKOPLASTI�ESKOJ SREDY S KRI�

TERIEM TEKU�ESTI mIZESA ISSLEDOWALASX 
��� W KOORDINATNOJ SETKE LINIJ GLAWNYH
NAPRQVENIJ� oSESIMMETRI�NAQ VESTKOPLASTI�ESKAQ ZADA�A TAKVE ANALIZIROWALASX
PRI POMO�I KRIWOLINEJNOJ SETKI LINIJ GLAWNYH NAPRQVENIJ W 
����
����

iNWARIANTY PROSTRANSTWENNYH URAWNENIJ TEORII PLASTI�NOSTI BYLI POLU�E�
NY W RABOTE 
���� w �TOJ VE RABOTE BYLA USTANOWLENA SWQZX MEVDU PREOBRAZOWANIEM

OBLASTI PLASTI�ESKOGO TE�ENIQ S POMO�X� KOORDINAT ��� ��� �� I KANONI�ESKIMI

PREOBRAZOWANIQMI
 IZU�AW�IMISQ W SWOE WREMQ pUANKARE 	H�Poincare� 
���
 
��� 	SM�

�nEOBHODIMO OTMETITX� �TO WOZMOVNOSTX DO IZWESTNOJ STEPENI PROIZWOLXNO WYBIRATX KOORDI�
NATNYE POWERHNOSTI �� 	 const I �� 	 const POZWOLQET KONSTATIROWATX� �TO KRIWOLINEJNAQ SETKA
��� ��� ��� WOOB�E GOWORQ� OTLI�AETSQ OT ORTOGONALXNOJ IZOSTATI�ESKOJ SETKI� oDNAKO WSE TRI KOOR�
DINATNYE LINII SISTEMY KOORDINAT ��� ��� �� QWLQ�TSQ IZOSTATAMI� PRAWDA KOORDINATNYE LINII�
SOOTWETSTWU��IE KOORDINATAM ��� ��� MOGUT NE BYTX ORTOGONALXNYMI DRUG DRUGU� �TO OBUSLOWLENO
TEM� �TO W SILU �� 	 �� L�BOE NAPRAWLENIE NA SLOE �� 	 const QWLQETSQ GLAWNYM I� SLEDOWATELX�
NO� L�BAQ TRAEKTORIQ NA �TOM SLOE BUDET IZOSTATOJ� pO�TOMU WYBOR TEH ILI INYH NAPRAWLENIJ

NA SLOE �� 	 const W KA�ESTWE KOORDINATNYH DIKTUETSQ PREVDE WSEGO TEM� �TOBY W REZULXTATE PO�
LU�ALASX BY TAKAQ LOKALXNAQ SISTEMA TREH ORIENTACIJ� DLQ KOTOROJ BYL BY OSU�ESTWIM PODBOR

KRIWOLINEJNYH KOORDINAT S LOKALXNYM BAZISOM� ORIENTIROWANNYM TO�NO TAK VE�
oRTOGONALXNAQ IZOSTATI�ESKAQ KRIWOLINEJNAQ KOORDINATNAQ SETKA 
T�E� SETKA� KOORDINATNYE LI�

NII KOTOROJ KASA�TSQ TREH WZAIMNO ORTOGONALXNYH GLAWNYH OSEJ TENZORA NAPRQVENIJ� DAVE DLQ
RASSLOENNOGO POLQ NAPRQVENIJ SU�ESTWUET DALEKO NE WSEGDA� nIVE� W P��� BUDUT PRIWEDENY USLOWIQ�
OBESPE�IWA��IE WOZMOVNOSTX WWEDENIQ ORTOGONALXNOJ IZOSTATI�ESKOJ SISTEMY KOORDINAT� eSLI
ORTOGONALXNYE IZOSTATI�ESKIE KOORDINATY WSE VE MOVNO WWESTI� TO POLE NAPRQVENIJ NEOBHODIMO
QWLQETSQ RASSLOENNYM� oBRATNOE UTWERVDENIE� KONE�NO VE� NE QWLQETSQ SPRAWEDLIWYM�
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TAKVE 
���
 
����� kANONI�ESKIE PREOBRAZOWANIQ MOVNO �FFEKTIWNO ANALIZIROWATX
S POMO�X� PROIZWODQ�IH FUNKCIJ� kAK BYLO POKAZANO W 
���
 
���
 URAWNENIQ DLQ
PROIZWODQ�IH FUNKCIJ
 KOTORYE PODLEVAT OPREDELENI� W PLOSKIH I OSESIMMETRI��
NYH ZADA�AH TEORII PLASTI�NOSTI
 OBLADA�T WAVNYMI SWOJSTWAMI INWARIANTNOSTI
OTNOSITELXNO PREOBRAZOWANIJ lEVANDRA I aMPERA�

nEOBHODIMOE I DOSTATO�NOE USLOWIE INTEGRIRUEMOSTI SISTEMY 	���� SOSTOIT
 KAK
NETRUDNO ZAMETITX
 W WOZMOVNOSTI RAZLOVENIQ DETERMINANTA g NA PROIZWEDENIE

DWUH POLOVITELXNYH FUNKCIJ�

g � G�	�
��G�	�

�� ���� 	����

uRAWNENIE 	���� QWLQETSQ ODNOWREMENNO I OB�IM INTEGRALOM URAWNENIJ 	����� ES�
LI ZADATXSQ KRIWOLINEJNYMI KOORDINATAMI ��� ��� �� TAK
 �TOBY g�� � � I g�� � �
I WYPOLNQLOSX 	����
 TO WEKTORNOE POLE grad ��
j grad ��j BUDET TOVDESTWENNO UDOWLE�
TWORQTX URAWNENIQM 	�����

w KA�ESTWE PRIMEROW RASSLOENNOGO POLQ NAPRQVENIJ MOVNO PRIWESTI OSESIMMET�
RI�NU� ZADA�U I ZADA�U O PLOSKOJ DEFORMACII� dEJSTWITELXNO
 L�BOE OSESIMMET�
RI�NOE
 ILI PLOSKOE
 WEKTORNOE POLE QWLQETSQ RASSLOENNYM� eSLI WWESTI CILINDRI�
�ESKIE KOORDINATY r� �� z
 TO SLOQMI OSESIMMETRI�NOGO POLQ n BUDUT POWERHNOSTI

OBRAZOWANNYE WRA�ENIEM WOKRUG OSI SIMMETRII ORTOGONALXNYH POL� n TRAEKTO�
RIJ
 RASPOLOVENNYH W PLOSKOSTI � � �� sLOQMI PLOSKOGO WEKTORNOGO POLQ QWLQ�TSQ
CILINDRI�ESKIE POWERHNOSTI NAD ORTOGONALXNYMI LINIQMI POLQ n�

qSNO TAKVE
 �TO ESLI POLE NAPRQVENIJ DOPUSKAET ORTOGONALXNU� IZOSTATI�ES�
KU� KOORDINATNU� SETKU ��� ��� ��
 TO ONO QWLQETSQ RASSLOENNYM I SOOTNO�ENIQ 	����
SLEDUET RASSMATRIWATX KAK INTEGRIRUEMYE SOOTNO�ENIQ WDOLX WZAIMNO ORTOGONALX�
NYH LINIJ GLAWNYH NAPRQVENIJ�

��kLASSY PROSTRANSTWENNYH ZADA� S RASSLOENNYMI

POLQMI NAPRQVENIJ

wY�E BYLO POKAZANO
 �TO NAPRQVENNYE SOSTOQNIQ
 SOOTWETSTWU��IE REBRU PRIZ�
MY tRESKA
 NEOBHODIMO IME�T RASSLOENNYE POLQ GLAWNYH NAPRAWLENIJ NAPRQVENIJ

KOTORYE OTWE�A�T NAIBOLX�IM 	ILI NAIMENX�IM� GLAWNYM NAPRQVENIQM� nIVE
UKAZYWA�TSQ DOSTATO�NYE PRIZNAKI TOGO
 �TO RASSLOENNOE POLE NAPRQVENIJ
 SOOT�
WETSTWU��EE REBRU PRIZMY tRESKA
 DEJSTWITELXNO MOVET REALIZOWATXSQ W TOM ILI
INOM SOSTOQNII RAWNOWESIQ TWERDOGO TELA�

rASSMOTRIM TELO �
 �ASTX GRANICY A KOTOROGO SWOBODNA
 ILI NA NEE DEJSTWUET
NORMALXNAQ POWERHNOSTNAQ NAGRUZKA p	x��

w �TOM SLU�AE
 KAK IZWESTNO
 �FIZI�ESKAQ ZADA�A kO�I�
 ESLI OGRANI�ITXSQ TOLX�
KO NAPRQVENNYMI SOSTOQNIQMI
 SOOTWETSTWU��IMI REBRU PRIZMY tRESKA
� PRIWO�
DITSQ K DWUM MATEMATI�ESKIM ZADA�AM kO�I S NA�ALXNYMI DANNYMI NA POWERHNOS�
TI A 	� � EDINI�NYJ WEKTOR NORMALI K POWERHNOSTI A�� �� n � �� � � p
	��k� NA
POWERHNOSTI A� �� n � � � �� � � � � p
	��k� NA POWERHNOSTI A� zDESX p � MODULX

WEKTORA p
 T�E� p	x� � �p	x���
rASSMOTRIM PERWU� IZ UKAZANNYH ZADA�� I POKAVEM
 �TO ONA RAZRE�IMA
 �TO I

BUDET OZNA�ATX
 �TO POLE NAPRQVENIJ
 PRIMYKA��EE K POWERHNOSTI A
 SOOTWETSTWU�

��TO PREDSTAWLQETSQ ESTESTWENNYM� TAK KAK W �TOM SLU�AE IMEETSQ MENX�E WSEGO KINEMATI�ESKIH
OGRANI�ENIJ�

�wTORAQ IZ MATEMATI�ESKIH ZADA� kO�I 
ESLI BY WEKTOR n ODNOZNA�NO OPREDELQLSQ NA GRA�
NI�NOJ POWERHNOSTI� STAWILASX BY� KAK �TO SLEDUET IZ USLOWIQ n � � 	 �� NA HARAKTERISTI�ESKOJ
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ET REBRU PRIZMY tRESKA I QWLQETSQ RASSLOENNYM
 NEZAWISIMO OT HARAKTERA RASPRE�
DELENIQ NORMALXNOJ POWERHNOSTNOJ NAGRUZKI p � p	x�� oDNAKO PREVDE WYDELIM E�E
ODIN KLASS ZADA� PROSTRANSTWENNOGO RAWNOWESIQ S SOOTWETSTWU��IMI REBRU PRIZMY

tRESKA RASSLOENNYMI POLQMI NAPRQVENIJ�
pUSTX TELO � SIMMETRI�NO OTNOSITELXNO NEKOTOROJ PLOSKOSTI � I PODWERGAETSQ

DEJSTWI� SIMMETRI�NOJ POWERHNOSTNOJ NAGRUZKI TAK
 �TO MATERIAL
 RASPOLOVEN�
NYJ W PLOSKOSTI SIMMETRII
 PEREHODIT W SOSTOQNIE PLASTI�ESKOGO TE�ENIQ� pLOS�
KU� OBLASTX
 QWLQ��U�SQ SE�ENIEM TELA � PLOSKOSTX� �
 OBOZNA�IM �EREZ A� w
SILU SIMMETRII PLOSKAQ OBLASTX A BUDET SLOEM WEKTORNOGO POLQ n
 IME��EGO ORI�
ENTACI� GLAWNOGO NAPRAWLENIQ� pREDPOLOVIM
 �TO W SE�ENII TELA RASSMATRIWAEMOJ
PLOSKOSTX� KASATELXNYE NAPRQVENIQ OTSUTSTWU�T� eSLI �EREZ � OBOZNA�ITX EDI�
NI�NU� NORMALX K A
 IME��U� NAPRAWLENIE POLQ n
 A �EREZ p	x� � ABSOL�TNU�

WELI�INU WEKTORA NAPRQVENIJ NA PLO�ADKE S NORMALX� �
 TO NA POWERHNOSTI A

ESLI S�ITATX NAPRQVENNOE SOSTOQNIE SOOTWETSTWU��IM REBRU PRIZMY tRESKA
 IME�
EM SLEDU��EE USLOWIE� n � �� � � p
	��k�� �TO USLOWIE FORMALXNO 	FAKTI�ESKI

NE ZNAQ HARAKTERA RASPREDELENIQ p � p	x�� MOVNO PRINQTX W KA�ESTWE KRAEWOGO I
ISSLEDOWATX POLE NAPRQVENIJ W PROSTRANSTWENNYH OBLASTQH
 PRIMYKA��IH K A�

tAKIM OBRAZOM DLQ n I � W KAVDOM IZ RASSMATRIWAEMYH SLU�AEW IMEEM FOR�
MALXNO �KWIWALENTNYE MATEMATI�ESKIE ZADA�I kO�I� W OBLASTI
 PRIMYKA��EJ K
POWERHNOSTI A
 TREBUETSQ OPREDELITX EDINI�NOE WEKTORNOE POLE n I SKALQRNOE POLE
�
 UDOWLETWORQ��IE URAWNENI� 	���� I NA�ALXNYM USLOWIQM n � �� � � �A	x� NA
POWERHNOSTI A�

oKAZYWAETSQ
 �TO WSEGDA SU�ESTWU�T WEKTORNOE POLE n I SKALQRNOE POLE �
 QWLQ�
��IESQ RE�ENIEM SFORMULIROWANNOJ ZADA�I kO�I
 NEZAWISIMO OT HARAKTERA RAS�
PREDELENIQ �A	x�
 PRI�EM POLE n BUDET RASSLOENNYM W NEKOTOROJ OBLASTI
 PRIMY�
KA��EJ K POWERHNOSTI A� iMENNO SPRAWEDLIWO SLEDU��EE UTWERVDENIE�

uTWERVDENIE� w NEKOTOROJ OBLASTI D
 PRIMYKA��EJ K ANALITI�ESKOJ POWERH�
NOSTI A
 SU�ESTWUET EDINSTWENNOE ANALITI�ESKOE RE�ENIE ZADA�I kO�I DLQ URAW�
NENIQ

grad� � div	n� n� � �� n � n � �

S ANALITI�ESKIMI NA�ALXNYMI DANNYMI n � �� � � �A	x� NA POWERHNOSTI A 	�
� WEKTOR EDINI�NOJ NORMALI K POWERHNOSTI A�
 PRI�EM WEKTORNOE POLE n BUDET

RASSLOENNYM W OBLASTI D�
dOKAVEM SFORMULIROWANNOE UTWERVDENIE�pARAMETRIZUEM POWERHNOSTXA PRI PO�

MO�I ANALITI�ESKIH FUNKCIJ xi � �i	�
�� ��� 	i � �� �� ��� zDESX ��� �� � gAUSSOWY

PARAMETRY� pO KRAJNEJ MERE ODIN IZ MINOROW WTOROGO PORQDKA MATRICY jj��i
��jj
	i � �� �� �� � � �� �� DOLVEN BYTX OTLI�EN OT NULQ
 INA�E PARAMETRIZUEMYJ OB�EKT
NE BUDET DWUMERNOJ POWERHNOSTX�� pREDPOLOVIM
 �TO

W � detjj���
���jj �� � 	�� � � �� ��� 	����

POWERHNOSTI I� SLEDOWATELXNO� EE FORMULIROWKA BYLA BY NEKORREKTNOJ
 RE�ENIQ TAKOJ ZADA�I LIBO
WOOB�E BY NE SU�ESTWOWALO� LIBO ESLI BY RE�ENIE SU�ESTWOWALO� TO ONO BYLO BY ZAWEDOMO NE EDIN�
STWENNYM� oDNAKO FIZI�ESKOE KRAEWOE USLOWIE NE OPREDELQET ODNOZNA�NO WEKTOR n� USTANAWLIWAQ
LI�X TOLXKO TO� �TO WEKTOR n ORIENTIROWAN PROIZWOLXNO W KASATELXNOJ K GRANI�NOJ POWERHNOS�
TI PLOSKOSTI� pODOBNAQ NEOPREDELENNOSTX ORIENTACII WEKTORA n NA GRANI�NOJ POWERHNOSTI �ASTO

POZWOLQET ISPOLXZOWATX NA�ALXNOE USLOWIE IMENNO WTOROGO TIPA PRI RE�ENII KRAEWYH ZADA� MA�
TEMATI�ESKOJ TEORII PLASTI�NOSTI� pODROBNOE ISSLEDOWANIE �TOJ SITUACII IMEETSQ W ���� S� ����
���� oDNAKO DAVE W �TOM SLU�AE� ESLI UDAETSQ POSTROITX POLE NAPRQVENIJ� SOOTWETSTWU��EE REB�
RU PRIZMY tRESKA� TO� KAK SLEDUET IZ REZULXTATOW PP� �� �� POLE NAPRQVENIJ NEOBHODIMO BUDET

RASSLOENNYM� PRAWDA SAMA GRANI�NAQ POWERHNOSTX UVE NE BUDET SLOEM POLQ n�



k TEORII TREHMERNYH URAWNENIJ MATEMATI�ESKOJ TEORII PLASTI�NOSTI ��

nA MNOVESTWE RASSLOENNYH POLEJ n URAWNENIE 	���� W SPECIALXNYH KRIWOLINEJ�
NYH KOORDINATAH ��� ��� �� �KWIWALENTNO URAWNENIQM 	����� pERWYE DWA URAWNENIQ
SISTEMY 	���� I NA�ALXNYE USLOWIQ DLQ FUNKCII � DA�T WOZMOVNOSTI NAJTI KOMPO�
NENTU g�� NA POWERHNOSTI A 	C � NEKOTORAQ POSTOQNNAQ�

g��jA � Ce��A��
������ 	����

pUSTX NA�ALXNOMU SLO� A WEKTORNOGO POLQ n SOOTWETSTWUET ZNA�ENIE �� � ��
�TOGO WSEGDA MOVNO DOBITXSQ PREOBRAZOWANIEM TRANSLQCII KOORDINATY ��
 OTNOSI�
TELXNO KOTOROGO SISTEMA URAWNENIJ 	���� INWARIANTNA� tAK KAK gjA � a	��� ��� g��jA

GDE a	��� ��� � DETERMINANT PERWOJ KWADRATI�NOJ FORMY POWERHNOSTI A
 TO
 U�I�
TYWAQ RAWENSTWO 	����
 POLU�IM�

gjA � Ca	��� ���e��A��
������ 	����

kOORDINATNAQ SISTEMA �k TAKOWA
 �TO g RAZLAGAETSQ W WIDE PROIZWEDENIQ 	�����
sRAWNIWAQ 	���� I 	���� PRI �� � �
 POLU�IM
 �TO

G�	�
�� ��� � CG��

� 	��a	��� ���e��A��
������

nE OGRANI�IWAQ OB�NOSTI
 MOVNO S�ITATX
 �TO G�	�
�� � C��

� e��
�


 TAK KAK L�BAQ

ZAMENA WIDA �� � ��	��
�
� NE IZMENQET SLOEW POLQ n�

tAKIM OBRAZOM
 POLOVIW CG��
� 	�� � C�
 IMEEM SLEDU��EE RAWENSTWO�

g � a	��� ���e���A��
�����	����� 	����

uTWERVDENIE BUDET DOKAZANO
 ESLI DOKAZATX RAZRE�IMOSTX SLEDU��EJ ZADA�I
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S ANALITI�ESKIMI NA�ALXNYMI DANNYMI NA PLOSKOSTI �� � ��

fi	�
�� ��� ���

��
��
�

� �i	�
�� ��� 	i � �� �� ��� 	����

tOGDA POWERHNOSTI �� � const KRIWOLINEJNOJ SISTEMY KOORDINAT xi � fi	�
�� ��� ���

	i � �� �� �� MOVNO BUDET PRINQTX W KA�ESTWE SLOEW WEKTORNOGO POLQ n
 PRI�EM NA�
�ALXNYE USLOWIQ NA POWERHNOSTI A TAKVE BUDUT UDOWLETWORENY KAK DLQ n
 TAK I DLQ
��

tEOREMA kO�I�kOWALEWSKOJ� PRIWODIT K ZAKL��ENI� O RAZRE�IMOSTI ZADA�I

kO�I 	����
 	����
 ESLI DOKAZATX
 �TO SISTEMA URAWNENIJ 	���� MOVET BYTX PRIWEDENA

��TA KLASSI�ESKAQ TEOREMA USTANAWLIWAET RAZRE�IMOSTX W KLASSE ANALITI�ESKIH FUNKCIJ SIS�
TEMY URAWNENIJ W �ASTNYH PROIZWODNYH� IME��EJ NORMALXNU� FORMU PO TOJ IZ PEREMENNYH� PRI
ZADANNOM ZNA�ENII KOTOROJ FORMULIRU�TSQ NA�ALXNYE DANNYE� PRI USLOWII� �TO PRAWYE �ASTI
NORMALXNOJ SISTEMY QWLQ�TSQ ANALITI�ESKIMI FUNKCIQMI WSEH SWOIH ARGUMENTOW I NA�ALXNYE

DANNYE TAKVE ANALITI�NY� pO POWODU DOKAZATELXSTWA SM�� NAPRIMER� ����� �����
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K NORMALXNOMU PO PEREMENNOJ �� WIDU� dLQ �TOGO RAZRE�IM SISTEMU OTNOSITELXNO

�ASTNYH PROIZWODNYH �fi
��
� 	i � �� �� ��� wWEDEM SLEDU��IE OBOZNA�ENIQ�
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������� �
kROME TOGO
 OBOZNA�IM �EREZ Z WYRAVENIE
 RASPOLOVENNOE W KWADRATNYH SKOB�

KAH 	����� pOSLE RQDA ALGEBRAI�ESKIH PREOBRAZOWANIJ POLU�IM SISTEMU URAWNENIJ W
�ASTNYH PROIZWODNYH 	���� W NORMALXNOJ PO PEREMENNOJ �� FORME

�fi
���

� �a���Z����e��A	�
���i	�k�k�

���� 	i � �� �� ��� 	����

zNAK W URAWNENIQH 	���� WYBEREM TAK
 �TOBY PRI WOZRASTANII PEREMENNOJ ��

OT NULQ W STORONU POLOVITELXNYH ZNA�ENIJ TO�KA xi � fi	�
�� ��� ��� FIZI�ESKOGO

PROSTRANSTWA DWIGALASX OT POWERHNOSTIA WNUTRX TELA �
 ESLI A� �ASTX GRANI�NOJ

POWERHNOSTI TELA�
oSTALOSX E�E POKAZATX
 �TO PRAWYE �ASTI W 	���� ANALITI�NY PRI �� � � DLQ

WSEH DOPUSTIMYH ZNA�ENIJ OSTALXNYH ARGUMENTOW

��� ���
�fk
���

�

nA NA�ALXNOJ PLOSKOSTI �� � � IMEEM SLEDU��IE RAWENSTWA 	SM� 	����
 	������
��j��
� � W 	��� ���� Zj��
� � a	��� ���� tAK KAK DLQ L�BOJ TO�KI 	��� ��� SPRAWED�
LIWO aW �� �
 TO PRAWYE �ASTI SISTEMY 	���� BUDUT ANALITI�ESKIMI FUNKCIQMI

ARGUMENTOW ��� ��� ��
 �fk
��
� 	k � �� �� �� � � �� �� W OKRESTNOSTI L�BOJ TO�KI
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	k � �� �� �� � � �� ���

nA OSNOWANII TEOREMY kO�I�kOWALEWSKOJ MOVNO SDELATX ZAKL��ENIE O RAZRE�
�IMOSTI ZADA�I kO�I 	����
 	���� I SPRAWEDLIWOSTI DOKAZYWAEMOGO UTWERVDENIQ�

tAKIM OBRAZOM
 DLQ TELA �
 IME��EGO PLOSKOSTX SIMMETRII �
 PODWERVENNOGO
DEJSTWI� SIMMETRI�NOJ POWERHNOSTNOJ NAGRUZKI
 TAKOJ
 �TO MATERIAL
 RASPOLOVEN�
NYJ W PLOSKOSTI � PEREHODIT W SOSTOQNIE PLASTI�ESKOGO TE�ENIQ
 NE PODWERGAQSX
DEJSTWI� KASATELXNYH NAPRQVENIJ
 SOOTWETSTWU��EE REBRU PRIZMY tRESKA RAS�
SLOENNOE POLE NAPRQVENIJ QWLQETSQ STATI�ESKI DOPUSTIMYM W PLASTI�ESKOJ ZONE

PRIMYKA��EJ K SE�ENI� TELA PLOSKOSTX� ��

wNIMATELXNYJ ANALIZ PRIWEDENNOGO WY�E DOKAZATELXSTWA POZWOLQET
 PRAKTI�ES�
KI NE IZMENQQ EGO
 NESKOLXKO OBOB�ITX FORMULIROWKU UTWERVDENIQ O SU�ESTWOWANII
SOOTWETSTWU��EGO REBRU PRIZMY tRESKA RASSLOENNOGO POLQ NAPRQVENIJ� zAKL��E�
NIE O SU�ESTWOWANII SOOTWETSTWU��EGO REBRU PRIZMY tRESKA RASSLOENNOGO POLQ

NAPRQVENIJ OKAZYWAETSQ SPRAWEDLIWYM PRI SLEDU��IH USLOWIQH� SU�ESTWUET HOTQ
BY ODNA ANALITI�ESKAQ POWERHNOSTX
 W KAVDOJ TO�KE KOTOROJ NORMALX IMEET NAPRAW�
LENIE GLAWNOJ OSI TENZORA NAPRQVENIJ
 SOOTWETSTWU��EJ GLAWNOMU NAPRQVENI�

RASPREDELENIE KOTOROGO NA UKAZANNOJ POWERHNOSTI ANALITI�NO� pRI �TIH USLOWIQH
W NEKOTOROJ OBLASTI
 PRIMYKA��EJ K POWERHNOSTI
 POLE NAPRQVENIJ BUDET SOOTWET�
STWOWATX REBRU PRIZMY tRESKA I NEOBHODIMO BUDET RASSLOENNYM�

zAMETIM
 �TO SFORMULIROWANNYE USLOWIQ DOLVNY IMETX I WAVNOE PRAKTI�ESKOE

ZNA�ENIE
 POSKOLXKU ONI QWNO UKAZYWA�T NA SITUACII
 KOGDA NAPRQVENNOE SOSTOQNIE
BUDET SOOTWETSTWOWATX REBRU PRIZMY tRESKA�



k TEORII TREHMERNYH URAWNENIJ MATEMATI�ESKOJ TEORII PLASTI�NOSTI ��

��kANONI�ESKIE KOORDINATY PROSTRANSTWENNOJ�

PLOSKOJ I OSESIMMETRI�NOJ ZADA�I

sU�ESTWUET SWQZX MEVDU INTEGRALAMI URAWNENIJ PLASTI�ESKOGO RAWNOWESIQ 	����
I OTOBRAVENIQMI PROSTRANSTWENNYH OBLASTEJ
 SOHRANQ��IMI OB�EM� tAKIE OTOBRA�
VENIQ BUDEM NAZYWATX KANONI�ESKIMI� bOLEE TO�NO� OTOBRAVENIE yi � yi	x�� x�� x��
NAZYWAETSQ KANONI�ESKIM W OBLASTI G
 ESLI ONO WZAIMNOODNOZNA�NO
 NEPRERYWNO
DIFFERENCIRUEMO
 I OB�EM L�BOJ PODOBLASTI B OBLASTI G PRI OTOBRAVENII SOHRA�
NQETSQ�


rASSLOENNOE STATI�ESKI DOPUSTIMOE POLE NAPRQVENIJ W OBLASTI G POROVDAET

KANONI�ESKOE OTOBRAVENIE

xi � fi	�
�� ��� ��� 	i � �� �� �� 	����

NEKOTOROJ OBLASTI PROSTRANSTWA
 ARIFMETIZIROWANNOGO PEREMENNYMI �s
 NA OBLASTX
PLASTI�ESKOGO TE�ENIQ G� zAMETIM
 �TO �s � SPECIALXNYE KRIWOLINEJNYE KOORDI�
NATY
 OPREDELQEMYE NIVE PO WEKTORNOMU POL� n�

dEJSTWITELXNO
 WYDELIM SLOJ A WEKTORNOGO POLQ n� pOSKOLXKU gAUSSOWU PARA�
METRIZACI� POWERHNOSTI A MOVNO WYBIRATX W DOSTATO�NOJ MERE PROIZWOLXNO
 TO
WYBEREM EE TAKIM OBRAZOM
 �TOBY DETERMINANT a PERWOJ KWADRATI�NOJ FORMY PO�
WERHNOSTI A PRINIMAL W TO�KAH POWERHNOSTI ZADANNYE ZNA�ENIQ
 RAWNYE e���A 
 GDE
�A � �A	x�� x�� x�� � ZNA�ENIQ � NA SLOE A�� pUSTX ��� �� � gAUSSOWY PARAMET�
RY POWERHNOSTI A
 UDOWLETWORQ��IE UKAZANNOMU USLOWI� NA DETERMINANT a� pOS�
LE ZAMENY PEREMENNOJ �� � e�

�

URAWNENIQ 	���� PRIWODQTSQ K SLEDU��EMU WIDU

�aNALOGI�NO OPREDELQETSQ KANONI�ESKOE OTOBRAVENIE W n�MERNOM PROSTRANSTWE� sLEDUET OTME�
TITX� �TO TERMIN �KANONI�ESKOE OTOBRAVENIE� OBY�NO UPOTREBLQETSQ DLQ HARAKTERISTIKI OTOBRA�
VENIJ OBLASTEJ �ETNOMERNYH PROSTRANSTW

yi 	 yi
x�� x�� ���� xs� x
�

�� x
�

�� ���� x
�

s�� y�

i 	 y�

i
x�� x�� ���� xs� x
�

�� x
�

�� ���� x
�

s� 
i 	 �� �� ���� s��

DLQ KOTORYH INTEGRAL I
�

sX
i��

xidx
�

i�

GDE � � PROIZWOLXNYJ ZAMKNUTYJ KONTUR W �s�MERNOM PROSTRANSTWE� ARIFMETIZIROWANNOM PEREMEN�
NYMI x�� x�� ���� xs� x

�

�
� x�

�
� ���� x�

s� QWLQETSQ INWARIANTOM� pOSLEDNEE OZNA�AET� �TO DLQ PROIZWOLXNOGO
ZAMKNUTOGO KONTURA � I

�

�
sX

i��

xidx
�

i �

sX
i��

yidy
�

i

�
	 �

I� SLEDOWATELXNO� SU�ESTWUET FUNKCIQ �
x�� x�� ���� xs� x�

�
� x�

�
� ���� x�

s� TAKAQ� �TO

sX
i��

xidx
�

i �

sX
i��

yidy
�

i 	 d�
xk� x
�

k��

mOVNO POKAZATX� �TO INWARIANTNOSTX UKAZANNOGO INTEGRALA ESTX DOSTATO�NOE USLOWIE TOGO� �TO
OB�EMY OBRAZA W PROSTRANSTWE y�� y�� ���� ys� y

�

�
� y�

�
� ���� y�

s I SOOTWETSTWU��EGO PROOBRAZA PRI OTOBRA�
VENII RAWNY�
dLQ OTOBRAVENIJ DWUMERNYH OBLASTEJ WSQKOE KANONI�ESKOE 
W SMYSLE INWARIANTNOSTI PRIWEDEN�

NOGO INTEGRALA� OTOBRAVENIE SOHRANQET PLO�ADX I OBRATNO� ESLI OTOBRAVENIE SOHRANQET PLO�ADX�
TO UKAZANNYJ INTEGRAL BUDET INWARIANTOM OTOBRAVENIQ�
kANONI�ESKIE OTOBRAVENIQ W �ETNOMERNYH PROSTRANSTWAH ISSLEDOWALISX pUANKARE W SWQZI S IN�

TEGRIROWANIEM URAWNENIJ gAMILXTONA I TEORIEJ INTEGRALXNYH INWARIANTOW ����� oSOBYE SWOJSTWA
PLOSKIH KANONI�ESKIH OTOBRAVENIJ BYLI OTME�ENY W ����� iZLOVENIE TEORII KANONI�ESKIH OTO�
BRAVENIJ �ITATELX MOVET NAJTI W KLASSI�ESKOJ MONOGRAFII �����

	mY OPUSKAEM FORMALXNOE OBOSNOWANIE �TOGO FAKTA�
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eSLI �EREZ J OBOZNA�ITX OPREDELITELX qKOBI OTOBRAVENIQ 	����
 TO POSLEDNEE
URAWNENIE SISTEMY 	���� �KWIWALENTNO URAWNENI� J� � �� tAKIM OBRAZOM
 PRIHODIM
K ZAKL��ENI�
 �TO OTOBRAVENIE 	���� QWLQETSQ KANONI�ESKIM�

oBRATNO
 ESLI OTOBRAVENIE 	���� UDOWLETWORQET SISTEME DIFFERENCIALXNYH URAW�
NENIJ 	����
 TO POWERHNOSTI �� � const MOVNO PRINQTX W KA�ESTWE SLOEW POLQ n I

ZATEM S POMO�X� INTEGRALOW 	���� WOSSTANOWITX POLE NAPRQVENIJ�
kRIWOLINEJNYE KOORDINATY ��� ��� �� BUDEM NAZYWATX KANONI�ESKIMI KOORDI�

NATAMI PROSTRANSTWENNOJ ZADA�I TEORII PLASTI�NOSTI� w KANONI�ESKIH KOORDINA�
TAH INWARIANTY I� I I� SOWPADA�T� iMEETSQ TRI INTEGRIRUEMYH SOOTNO�ENIQ
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sLEDOWATELXNO
 RAZNOSTX � � �
� ln g�� QWLQETSQ POSTOQNNOJ WELI�INOJ WS�DU W
OBLASTI PLASTI�ESKOGO TE�ENIQ�

w USLOWIQH PLOSKOGO DEFORMIROWANNOGO SOSTOQNIQ W PREDELAH PLASTI�ESKOJ ZONY

KOMPONENTY TENZORA NAPRQVENIJ OPREDELQ�TSQ SOOTNO�ENIQMI lEWI�

��� � p� k cos ��� ��� � p� k cos ��� ��� � k sin ��� 	����

GDE p � 	�� � ���
�� � � UGOL NAKLONA GLAWNOJ OSI TENZORA NAPRQVENIJ
 SOOTWET�
STWU��EJ NAIBOLX�EMU SOBSTWENNOMU ZNA�ENI� TENZORA NAPRQVENIJ
 K OSI x��

uRAWNENIQ RAWNOWESIQ IME�T WID 	����� kANONI�ESKOE OTOBRAVENIE 	���� SLEDUET
ISKATX W FORME�

x� � f�	�
�� ���� x� � f�	�

�� ���� x� � ���

eSTESTWENNO RASSMOTRETX DWUMERNOE KANONI�ESKOE OTOBRAVENIE
 OPREDELQEMOE
PERWYMI DWUMQ URAWNENIQMI�qSNO
 �TO KOORDINATNYE LINII
 SOOTWETSTWU��IE KRI�
WOLINEJNYM KOORDINATAM ��� ��
 ESTX WZAIMNO ORTOGONALXNYE IZOSTATY W PLOSKOSTI
TE�ENIQ

sISTEMA 	���� SWODITSQ K SLEDU��EJ SISTEME�

�f�
���

�f�
���

�
�f�
���

�f�
���

� ��
�f�
���

�f�
���

� �f�
���

�f�
���

� ��� 	����

wWEDEM PROIZWODQ�U� FUNKCI� �	x�� �
�� PLOSKOGO KANONI�ESKOGO OTOBRAVENIQ


����

x� �
��	x�� �

��

�x�
� �� � ���	x�� �

��

���
� 	����



k TEORII TREHMERNYH URAWNENIJ MATEMATI�ESKOJ TEORII PLASTI�NOSTI ��

tOGDA PERWOE URAWNENIE SISTEMY 	���� PRIWODITSQ K WIDU�

���

�	���
� �

��
���

�x����

��

� ���

�x��

���

�	���
�

�
���

�x��
� 	����

wTOROE URAWNENIE SISTEMY 	���� UDOWLETWORQETSQ TOVDESTWENNO W SILU 	�������

nELINEJNOE URAWNENIE 	���� INWARIANTNO OTNOSITELXNO PREOBRAZOWANIQ lEVAND�
RA� WWODQ TANGENCIALXNYE KOORDINATY

x�� �
��

�x�
� ��� �

��

���
� �� � x�

��

�x�
� �� ��

���
���

IMEEM�
����

�	����
� �

��
����

�x���
��

��

� ����

�x��
�

����

�	����
�

�
����

�x��
� � 	����

dEJSTWITELXNO
 W OBOZNA�ENIQH mONVA 	G�Monge�

P �
��

�x�
� Q �

��

���
�

R �
���

�x��
� S �

���

�x����
� T �

���

�	����

FORMULY
 SWQZYWA��IE WTORYE �ASTNYE PROIZWODNYE
 MOVNO PREDSTAWITX W WIDE

R� �
T

RT � S�
� S� �

�S
RT � S�

� T � �
R

RT � S�

I OBRATNO�

R �
T �

R�T � � S��
� S �

�S�

R�T � � S��
� T �

R�

R�T � � S��
�

pODSTANOWKA POSLEDNIH FORMUL W URAWNENIE 	���� PRIWODIT K URAWNENI� 	����
 FORMA
KOTOROGO NEOTLI�IMA OT 	�����

uRAWNENIE 	���� SU�ESTWENNO NELINEJNO I NELINEJNOSTX DAVE SILXNEE WYRAVENA

�EM W KLASSI�ESKOM URAWNENII mONVA�aMPERA�nESLOVNYE WY�ISLENIQ POKAZYWA�T

�TO DISKRIMINANT HARAKTERISTI�ESKOGO URAWNENIQ DLQ 	���� W TO�NOSTI RAWEN

�
	� �R��	S� �RT �� S���

pO�TOMU DLQ GIPERBOLI�NOSTI URAWNENIQ 	���� DOSTATO�NO WYPOLNENIQ NERAWENSTWA

RT � ��

�
pRI�EM WO WTOROM URAWNENII SISTEMY 
���� SLEDUET WYBRATX POLOVITELXNYJ ZNAK� eSLI POME�
NQTX ROLQMI PEREMENNYE �� I �� I WWESTI PROIZWODQ�U� FUNKCI� �
x�� ��� SOGLASNO

x� 	
��
x�� ���

�x�
� �� 	 �

��
x�� ���

���
�

TO WTOROE URAWNENIE SISTEMY 
���� BUDET TOVDESTWENNO UDOWLETWORQTXSQ PRI WYBORE OTRICATELX�
NOGO ZNAKA� uRAWNENIE DLQ PROIZWODQ�EJ FUNKCII PRI �TOM W TO�NOSTI SOWPADAET S 
����� ESLI W

NEM ZAMENITX �� NA ��


���

�
����
	

��
���

�x����

��
�

���

�x�
�

���

�
����

�
���

�x�
�

�
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�LLIPTI�NOSTX URAWNENIQ 	���� GARANTIROWANA PRI WYPOLNENII USLOWIQ

S� �RT � ��

wWODQ FUNKCI� U	x�� �
�� � ��
�x�� URAWNENIE 	���� MOVNO PREOBRAZOWATX K KWA�

ZILINEJNOMU URAWNENI�
 KOTOROE POSLE PREOBRAZOWANIQ lEVANDRA

X �
�U

�x�
� Y �

�U

���
� Z � x�

�U

�x�
� �� �U

���
� U

PRIWODITSQ K LINEJNOMU URAWNENI� WTOROGO PORQDKA W �ASTNYH PROIZWODNYH OTNO�
SITELXNO FUNKCII Z � Z	X�Y �

	� �X��
��Z

�X�
� �XY

��Z

�X�Y
� Y � ��X�

� �X�

��Z

�Y �
� �� 	����

�TO URAWNENIE
 KAK NETRUDNO PROWERITX
 PRINADLEVIT K GIPERBOLI�ESKOMU TIPU�
pREOBRAZUEM POLU�ENNOE URAWNENIE K HARAKTERISTI�ESKIM PEREMENNYM u� v I

NOWOJ NEIZWESTNOJ FUNKCII F 	u� v� PO FORMULAM�

u � arctgX� v � ln
p
	� �X��� lnY� F � Z cosu� 	�����

w REZULXTATE PRIHODIM K TELEGRAFNOMU URAWNENI�

��F

�u�
� ��F

�v�
� F � ��

tAK KAK PREOBRAZOWANIE lEVANDRA INWOL�TIWNO�� 	SM�
 NAPRIMER
 
����
 TO MOVNO
WYRAZITX PEREMENNYE x�� x�� �

� �EREZ PEREMENNYE X� Y� Z�

x� �
�Z

�X
� x� � X

�Z

�X
� Y

�Z

�Y
� Z� �� �

�Z

�Y
�

pREOBRAZUQ POSLEDNIE FORMULY K PEREMENNYM u� v I FUNKCII F 	u� v�� POLU�IM

x� � cosu
�F

�u
� sinu

�F

�v
� F sinu�

x� � sinu
�F

�u
� cosu

�F

�v
� F cosu�

	�����

�� � �ev �F
�v

� 	�����

nETRUDNO ZAMETITX
 �TO PEREMENNAQ u ESTX UGOL NAKLONA PERWOGO GLAWNOGO NA�
PRAWLENIQ TENZORA NAPRQVENIJ K OSI x�� lINII �

� � const ESTX TRAEKTORII PERWOGO
GLAWNOGO NAPRQVENIQ
 PO�TOMU

tg� �
���	x�� �

��

�x��

����
��
const

� 	�����

rASPREDELENIE p WY�ISLQETSQ PO FORMULAM 	OPUSKAQ DETALI
 SRAZU PRIWEDEM RE�
ZULXTAT 
�����

p � �k ln

s�
���

�x�

��

�

�
���

�x�

��

� C� 	�����

��pOWTORNOE PRIMENENIE PREOBRAZOWANIQ lEVANDRA DAET ISHODNU� FUNKCI��



k TEORII TREHMERNYH URAWNENIJ MATEMATI�ESKOJ TEORII PLASTI�NOSTI ��

GDE

���

�x�
�

����D	x�� x��

D	u� v�

����
���

���

�u

�x�
�v

� ���

�v

�x�
�u

�
�

���

�x�
�

����D	x�� x��

D	u� v�

����
���

���

�v

�x�
�u

� ���

�u

�x�
�v

�
�

	�����

jD	x�� x��
D	u� v�j � QKOBIAN OTOBRAVENIQ 	u� v� 	 	x�� x��
 C ESTX KONSTANTA IN�
TEGRIROWANIQ�

pOSKOLXKU g��g�� � �� TO p WY�ISLQETSQ TAKVE W FORME

p � ��k ln
s�

���

�x�

��

�

�
���

�x�

��

� C� 	�����

ILI W TERMINAH PROIZWODQ�EJ FUNKCII �	x�� �
�� �

p � �k ln T
�	� �R��

R�S�
� C � �k ln	cos� �S�� � C� 	�����

iNYE METODY LINEARIZACII URAWNENIJ PLOSKOJ DEFORMACII IZLOVENY
 NAPRIMER

W 
��
 
����

w SLU�AE OSESIMMETRI�NOJ ZADA�I KANONI�ESKOE OTOBRAVENIE 	���� MOVNO PRED�
STAWITX W FORME�

x� � f	��� ��� cos��� x� � f	��� ��� sin��� x� � h	��� ���� 	�����

pRI �TOM SISTEMA 	���� PREOBRAZUETSQ K WIDU���

�f

���

�f

���
�

�h

���

�h

���
� ���

�f

���

�h

���
� �f

���

�h

���

�
f � ���

	�����

sDELAEM ZAMENU f� � �H 
 TOGDA WTOROE URAWNENIE SISTEMY 	����� POZWOLQET
UTWERVDATX
 �TO TREHMERNOE KANONI�ESKOE OTOBRAVENIE 	����� POROVDAET PLOSKOE
KANONI�ESKOE OTOBRAVENIE

x�� � �H	��� ���� x� � h	��� ���� 	�����

wWEDEM PROIZWODQ�U� FUNKCI� �	x�� �
�� KANONI�ESKOGO OTOBRAVENIQ 	������

H �
��	x�� �

��

�x�
� �� �

��	x�� �
��

���
� 	�����

fORMULY 	����� SOOTWETSTWU�TPOLOVITELXNOMU ZNAKU WO WTOROM URAWNENII 	������
wTOROE URAWNENIE SISTEMY 	����� UDOWLETWORQETSQ TOVDESTWENNO W SILU 	������

pERWOE URAWNENIE SISTEMY 	����� POZWOLQET POLU�ITX SLEDU��EE NELINEJNOE URAW�
NENIE OTNOSITELXNO PROIZWODQ�EJ FUNKCII�

�
��

�x�

���

�	���
� �

��
���

�x����

��

� ���

�x��

���

�	���
�

�
���

�x��
� 	�����

��qSNO� �TO KOORDINATNYE LINII� SOOTWETSTWU��IE KRIWOLINEJNYM KOORDINATAM ��� ��� ESTX
WZAIMNO ORTOGONALXNYE IZOSTATY� RASPOLOVENNYE W PLOSKOSTI �� 	 const�
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uRAWNENIE 	����� INWARIANTNO OTNOSITELXNO PREOBRAZOWANIQ aMPERA��� wWODQ PE�
REMENNYE PO FORMULAM

x�� � x�� �
�� � � ��

���
� �� � �� �� ��

���
�

W OBOZNA�ENIQH mONVA

P �
��

�x�
� Q �

��

���
�

R �
���

�x��
� S �

���

�x����
� T �

���

�	����

IMEEM�

P � � P� Q� � ��� �� � �� ��Q� R� �
S� �RT

�T � S� �
�S
T

� T � �
��
T

I OBRATNO

P � P �� Q � ����� � � �� � ���Q�� R �
R�T � � S��

T �
� S �

S�

T �
� T �

��
T �

�

pODSTANOWKA �TIH FORMUL W URAWNENIE 	����� PRIWODIT K URAWNENI�

�
���

�x��

����

�	����
� �

��
����

�x����
��

��

� ����

�x��
�

����

�	����
�

�
����

�x��
� �

NEOTLI�IMOMU PO FORME OT 	������
dISKRIMINANT HARAKTERISTI�ESKOGO URAWNENIQ DLQ 	����� W TO�NOSTI RAWEN

�
	R� � �P �	S� �RT �� PS���

tAK KAK �P � x�� 
 �
 TO GIPERBOLI�NOSTX URAWNENIQ 	����� GARANTIROWANA PRI
WYPOLNENII USLOWIQ

RT � ��

A �LLIPTI�NOSTX �
S� �RT � ��

w PLOSKOSTI x�� x� INTEGRALXNYE KRIWYE POLQ n OPREDELQ�TSQ URAWNENIEM �
�x�� �
��	x�� �

��
�x� PRI FIKSIROWANNOM ZNA�ENII �
�� eSLI � � NAKLON TRAEKTORII POLQ

n K OSI x�
 TO

tg� �

s
�
��	x�� ���

�x�

����
��
const

���	x�� �
��

�x��

����
��
const

� 	�����

kROME TOGO
 DLQ KANONI�ESKIH KOORDINAT �s� g � �
 SLEDOWATELXNO
 SOGLASNO
FORMULAM 	����
 �� � ln g�� � C I
 WWODQ W �TO WYRAVENIE PROIZWODQ�U� FUNKCI�

POLU�IM�

�� � ln

��
� �

�

�

�
���

�x��

�� �
��

�x�

�
��
��

���

�x����

���
�

� C�

��dOPOLNITELXNO ZAMETIM� �TO URAWNENIE 
���� TAKVE INWARIANTNO OTNOSITELXNO PREOBRAZOWANIQ
aMPERA�



k TEORII TREHMERNYH URAWNENIJ MATEMATI�ESKOJ TEORII PLASTI�NOSTI ��

ILI 	SR� S FORMULOJ 	������

��
�k � ln

�
sin� �

�
���

�x����

��
�
� C � ln	sin� �S��� C�

pO�TOMU POLQ �� I n OPREDELQ�TSQ TOLXKO �EREZ POSREDSTWO PROIZWODNOJ ��
�x��
dLQ FUNKCII u � 	���
�x��

��� IMEEM KWAZILINEJNOE URAWNENIE WTOROGO PORQDKA

QWLQ��EESQ SLEDSTWIEM URAWNENIQ 	������

q�
p� � �

p� � �
r � �pqs� 	p� � ��t�

u

q�
� �� 	�����

GDE ISPOLXZOWANY OBOZNA�ENIQ mONVA�

p �
�u

�x�
� q �

�u

���
� r �

��u

�x��
� s �

��u

�x����
� t �

��u

�	���
� �

dISKRIMINANT URAWNENIQ 	����� RAWEN EDINICE
 PO�TOMU URAWNENIE PRINADLEVIT
K GIPERBOLI�ESKOMU TIPU�

uRAWNENIQ HARAKTERISTIK IME�T SLEDU��IJ WID 
����

q	p� ��d�� � 	p� � ��dx� � �� du� pdx� � qd�� � ��

q	p� � ��	p� � ����dp� 	p� ��dq � qu��dx� � ��
	�����

q	p� ��d�� � 	p� � ��dx� � �� du� pdx� � qd�� � ��

q	p� � ��	p� � ����dp� 	p� ��dq � qu��dx� � ��
	�����

eSLI WWESTI OBOZNA�ENIQ�

� �
�

�
ln	� � p��� ln jqj� arctg p�

� �
�

�
ln	� � p��� ln jqj � arctg p�

� � lnu�

TO SOOTNO�ENIQ WDOLX HARAKTERISTIK 	TRETXI URAWNENIQ SISTEM 	����� I 	������ MOV�
NO PREDSTAWITX W FORME�

d	���� � tg
���

�
d� � �� 	�����

d	����� tg
���

�
d� � �� 	�����

�TI URAWNENIQ SIMMETRI�NY OTNOSITELXNO PEREMENNYH �� �� URAWNENIE 	�����
POLU�AETSQ IZ URAWNENIQ 	����� ZAMENOJ � NA � I
 SOOTWETSTWENNO
 � NA ��

sLEDUET OTMETITX TAKVE
 �TO SIMMETRIQ SOOTNO�ENIJ WDOLX HARAKTERISTIK DO�
STIGAETSQ WSLEDSTWIE PEREHODA OT FIZI�ESKOJ PLOSKOSTI � � � K PLOSKOSTI PERE�
MENNYH x�� �

� 	SOOTNO�ENIQ 	�����
 	����� SPRAWEDLIWY WDOLX HARAKTERISTI�ESKIH

LINIJ
 RASPOLOVENNYH W PLOSKOSTI x�� �
���
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��uRAWNENIQ MATEMATI�ESKOJ TEORII PLASTI�NOSTI

W ORTOGONALXNYH IZOSTATI�ESKIH KOORDINATAH

pOLQ NAPRQVENIJ
 DOPUSKA��IE WWEDENIE ORTOGONALXNYH IZOSTATI�ESKIH KOOR�
DINAT
 ZAWEDOMO QWLQ�TSQ RASSLOENNYMI
 NO WOZMOVNOSTX WYBORA IZOSTAT W KA�EST�
WE WZAIMNO ORTOGONALXNYH KOORDINATNYH LINIJ POZWOLQET PRODWINUTXSQ NESKOLXKO

DALX�E W ANALIZE OB�IH TREHMERNYH URAWNENIJ MATEMATI�ESKOJ TEORII PLASTI��
NOSTI 	SM� 
�����

CISTEMA URAWNENIJ 	���� MOVET BYTX TAKVE WYWEDENA IZ IZWESTNYH URAWNENIJ
lAME 	G�Lame� � URAWNENIJ RAWNOWESIQ
 PREDSTAWLENNYH W ORTOGONALXNOJ KRIWO�
LINEJNOJ SETKE IZOSTAT���

iZOSTATY OTN�DX NE WSEGDA OBRAZU�T SETKU
 KOTORAQ DOPUSKAET PODBOR ORTOGO�
NALXNYH KRIWOLINEJNYH KOORDINAT ��� ��� �� TAK
 �TOBY IZOSTATY SOWPADALI S KO�
ORDINATNYMI LINIQMI� nEOBHODIMOE I DOSTATO�NOE USLOWIE �TOGO� ODNOWREMENNOE

WYPOLNENIE RAWENSTW

l � rot l � �� m � rotm � �� n � rotn � �� 	����

eSLI n � SLOISTOE WEKTORNOE POLE I POWERHNOSTI UROWNQ FUNKCII �	x�� x�� x��
ZADA�T SLOI POLQ n
 TO USLOWIE TOGO
 �TOBY SEMEJSTWO POWERHNOSTEJ UROWNQ MOGLO

BYTX DOPOLNENO DO TRIVDY ORTOGONALXNOJ SISTEMY POWERHNOSTEJ
 WYRAVAETSQ URAW�
NENIEM k�LI�dARBU 	A�Cayley
 G�Darboux����

L
�� �

�����������

c�� c�� c�� �c�� �c�� �c��
����� ����� ����� ������ ������ ������
� � � � � �
��� � � ��� � ���
� ��� � ��� ��� �
� � ��� � ��� ���

�����������
� �� 	����

GDE

cij �

�X
k
�

�
	�k��	�

�
ijk��� �	��ik��	�

�
jk��

	
�

tAKIM OBRAZOM
 KOORDINATA �� � ��	x�� x�� x�� DOLVNA UDOWLETWORQTX URAWNE�
NI���

L
��� � �� 	����

eSLI IZOSTATI�ESKAQ KOORDINATNAQ SISTEMA SU�ESTWUET
 TO URAWNENIQ RAWNOWE�
SIQ SWODQTSQ K TREM SOOTNO�ENIQM WDOLX IZOSTAT 	SM�
 NAPRIMER
 
���
 S� ��������

���
 p� ����

d��
dL�

�
�� � ��
r��

�
�� � ��
r��

� ��

d��
dL�

�
�� � ��
r��

�
�� � ��
r��

� ��

d��
dL�

�
�� � ��
r��

�
�� � ��
r��

� ��

	����

��nAPOMNIM� �TO IZOSTATOJ 
ILI LINIEJ GLAWNOGO NAPRQVENIQ� NAZYWAETSQ KRIWAQ� KASATELXNAQ
K KOTOROJ NAPRAWLENA WDOLX GLAWNOJ OSI TENZORA NAPRQVENIJ�
��sM�� NAPRIMER
 mATEMATI�ESKAQ �NCIKLOPEDIQ� t� �� 
gL� RED� i�m�wINOGRADOW�� m�
 sOW� �N�

CIKLOPEDIQ� ����� s� ����
��tO VE SAMOE OTNOSITSQ I K KANONI�ESKOJ KOORDINATE �� 	 ��
x�� x�� x���



k TEORII TREHMERNYH URAWNENIJ MATEMATI�ESKOJ TEORII PLASTI�NOSTI ��

GDE L�� L�� L� � NATURALXNYE PARAMETRY
 IZMERQEMYE WDOLX WZAIMNO ORTOGONALX�
NYH IZOSTAT�

�

r��
�

�p
g��

�

���
ln
p
g���

�

r��
�

�p
g��

�

���
ln
p
g���

�

r��
�

�p
g��

�

���
ln
p
g���

�

r��
�

�p
g��

�

���
ln
p
g���

�

r��
�

�p
g��

�

���
ln
p
g���

�

r��
�

�p
g��

�

���
ln
p
g���

	����

kO�FFICIENTY �
rij W URAWNENIQH 	���� MOGUT BYTX WYRAVENY �EREZ KRIWIZNY

IZOSTAT W SOOTWETSTWU��IH LOKALXNYH KOORDINATNYH PLOSKOSTQH� dEJSTWITELXNO

PREOBRAZUQ URAWNENIE RAWNOWESIQ
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criterion and associated �ow rule are used to formulate the equations� In the case of a
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via the maximal principal stress and unit vector �eld of the principal axes directions�
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