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K�monotonnye pary kone�nomernyh

prostranstw

c� ���� r�f� uZBEKOW�

w RABOTE RASSMATRIWA�TSQ WOPROSY� SWQZANNYE S OPISANIEM NEKOTORYH K�
MONOTONNYH PAR KONE�NOMERNYH PROSTRANSTW� iH IZU�ENIE BYLO STIMULIROWA�
NO RAZWITIEM TEORII INTERPOLQCII LINEJNYH OPERATOROW� W �ASTNOSTI� POPYT�
KAMI OBOB�ITX NA KAK MOVNO BOLEE �IROKIJ KLASS PROSTRANSTW ZNAMENITU�

TEOREMU kALXDERONA�mITQGINA�
eSLI w� � ���wn � �� TO KONE�NOMERNYM PROSTRANSTWOM lORENCA �n�w� NA�

ZYWAETSQ PROSTRANSTWO Rn SO SLEDU��EJ NORMOJ�

kxk�n�w� �

nX

i��

x
�

iwi�

bYLA POLU�ENA FORMULA DLQ K�FUNKCIONALA NA PARE PROSTRANSTW ��n�w�� ln
�
��

nAJDENO DOSTATO�NOE USLOWIE K�MONOTONNOSTI ODNOJ PARY KONE�NOMERNYH PRO�
STRANSTW� ESLI ��n�w�� ln

�
� QWLQETSQ TO�NOJ K�MONOTONNOJ PAROJ� TO wn � ��

wE�ESTWENNYJ METOD INTERPOLQCII QWLQETSQ WAVNYM PO OB�NOSTI I PRILOVENI	
QM SPOSOBOM POSTROENIQ INTERPOLQCIONNYH PROSTRANSTW� sU�ESTWUET DOSTATO�NOE
KOLI�ESTWO WOPROSOW
 OTNOSQ�IHSQ K TEORII WE�ESTWENNOGO METODA� oDIN IZ NIH �
�TO ZADA�A OPISANIQ TO�NYH K�MONOTONNYH PAR KONE�NOMERNYH PROSTRANSTW�

oPREDELENIE �� pUSTX X�� X�� � BANAHOWA PARA
 TO ESTX DWA BANAHOWYH PRO	
STRANSTWA
 LINEJNO I NEPRERYWNO WLOVENNYH W NEKOTOROE OTDELIMOE LINEJNOE TOPO	
LOGI�ESKOE PROSTRANSTWO
 X � PROMEVUTO�NOE BANAHOWO PROSTRANSTWO MEVDU X� I

X�� �TO OZNA�AET
�TO X�

T
X� � X � X� �X� WLOVENIQ NEPRERYWNY�� w �TOM SLU	

�AE L�BOJ LINEJNYJ OPERATOR
 OPREDELENNYJ NA X� I X�� ODNOWREMENNO OPREDELEN
NA X� tOGDA X NAZYWAETSQ TO�NYM INTERPOLQCIONNYM PROSTRANSTWOM MEVDU X� I

X�� ESLI IZ TOGO
 �TO LINEJNYJ OPERATOR T �X� �� X�� T �X� �� X�� SLEDUET
 �TO
T �X �� X I

kTkX��X � max
i����

kTkXi��Xi
�

oPREDELENIE �� pUSTX X�� X�� � BANAHOWA PARA� tOGDA DLQ L�BOGO x � X��X�

I t � � OPREDELIM K�FUNKCIONAL pETRE

Kt� x�X�� X�� � inf
�
kx�kX�

� tkx�kX�
�x � x� � x�� xi � Xi i � �� �

�
�

�uZBEKOW rOMAN fATIHOWI�� KAFEDRA FUNKCIONALXNOGO ANALIZA I TEORII FUNKCIJ sAMARSKOGO

GOSUDARSTWENNOGO UNIWERSITETA� ������� G�sAMARA� UL� aKAD� pAWLOWA� �
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oPREDELENIE �� bANAHOWA PARA X�� X�� NAZYWAETSQK�MONOTONNOJ S KONSTANTOJ
K � �� ESLI IZ TOGO
�TO X � TO�NOE INTERPOLQCIONNOE PROSTRANSTWO MEVDU X� I

X�� SLEDUET WYPOLNENIE USLOWIQ� ESLI DLQ y � X� �X� I x � X

Kt� y�X�� X�� � Kt� x�X�� X�� t � ��� ��

TO y � X I kykX � KkxkX � eSLI � �� TO PARA NAZYWAETSQ TO�NOJ K�MONOTONNOJ�
tEOREMA �� bANAHOWA PARA X�� X�� K�MONOTONNA S KONSTANTOJ C � � TOGDA I

TOLXKO TOGDA
 KOGDA WYPOLNENO USLOWIE� ESLI x� y � X��X� I WYPOLNENO ��
 TO DLQ
L�BOGO � � � SU�ESTWUET LINEJNYJ OPERATOR T� OGRANI�ENNYJ W X� I X�� TAKOJ

�TO

max
i����

kTkXi��Xi
� C � � I Tx � y� ��

dOKAZATELXSTWO� pUSTX X � TO�NOE INTERPOLQCIONNOE PROSTRANSTWO OTNOSI	
TELXNO PARY X�� X��� x � X� y � X� � X�� I WYPOLNENO ��� tOGDA PO USLOWI�
SU�ESTWUET LINEJNYJ OPERATOR T SO SWOJSTWAMI ��� pO OPREDELENI� T OGRANI�EN

W X I

kTkX��X � max
i����

kTkXi��Xi
�

sLEDOWATELXNO
 SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO

kykX � kTxkX � max
i����

kTkXi��Xi
kxkX � C � ��kxkX �

oTS�DA y � X I kykX � C � ��kxkX � I K�MONOTONNOSTX DOKAZANA�
oBRATNO
 PUSTX X�� X�� K�MONOTONNA S KONSTANTOJ C � �� pREDPOLOVIM
 �TO

DLQ NEKOTORYH x� y � X� �X� WYPOLNENO ��� bEZ OGRANI�ENIQ OB�NOSTI S�ITAEM

�TO x �� � ESLI x � �� TO WSE TRIWIALXNO�� rASSMOTRIM �ORBITU� WEKTORA x� TO
ESTX PROSTRANSTWO
 SOSTOQ�EE IZ WSEH z � Tx� GDE T � PROIZWOLXNYJ OGRANI�ENNYJ

OPERATOR W Xi i � �� �� S NORMOJ

kzkZ � inf
�
max kTkXi��Xi

�
� ��

GDE TO�NAQ NIVNQQ GRANX BERETSQ PO WSEM LINEJNYM OPERATORAM T �Xi �� Xi i �
�� �� TAKIM
 �TO z � Tx� tOGDA Z � TO�NOE INTERPOLQCIONNOE PROSTRANSTWO OTNO	
SITELXNO X�� X���

dEJSTWITELXNO
 ESLI x � x� � x�� xi � Xi i � �� ��� TO

z � Tx � Tx� � Tx�� Txi � Xi i � �� ���

mOVNO ZAKL��ITX
 �TO z � X� � X�� TO ESTX Z � X� � X�� eSLI z � X�

T
X�� TO

PO TEOREME hANA�bANAHA NAJDETSQ LINEJNYJ FUNKCIONAL f � X��X��
� TAKOJ
 �TO

fx� � ��
oPREDELIM LINEJNYJ OPERATOR SOOTNO�ENIEM

T �u � fu�z�

oPERATOR T � OPREDELEN NA X� �X� I DLQ i � �� � SPRAWEDLIWO

kT �ukXi
� kfu�zkXi

� jfu�j kzkXi
� kfk�X��X���kzkXi

kukXi
�

TO ESTX T ��Xi �� Xi i � �� �� S NORMOJ
 NE PREWOSHODQ�EJ kfk�X��X���kzkXi
� i


NAKONEC
 T �x � z�



K�MONOTONNYE PARY KONE�NOMERNYH PROSTRANSTW ��

w REZULXTATE POLU�AEM
 �TO z � Z� TO ESTX X�

T
X� � Z�

pUSTX A�Xi �� Xi i � �� ��� TOGDA DLQ L�BOGO z � Z I L�BOGO EGO PREDSTAWLENIQ

z � Tx T �Xi �� Xi� IMEEM

Az � ATx� � AT �x � T�x�

GDE T� � AT �Xi �� Xi� kROME TOGO


kT�kXi��Xi
� kAkXi��Xi

kTkXi��Xi
�

oTS�DA SOGLASNO OPREDELENI� ��

kAzkZ � max kT�kXi��Xi
� max kAkXi��Xi

max kTkXi��Xi
i � �� ���

i
 PEREHODQ K TO�NOJ NIVNEJ GRANI PO T� POLU�IM�

kAzkZ � max kAkXi��Xi
kzkZ i � �� ���

w ITOGE POLU�AEM
 �TO A�Z �� Z I kAkZ��Z � max kAkXi��Xi
i � �� ���

pO�TOMU PO OPREDELENI� Z QWLQETSQ TO�NYM INTERPOLQCIONNYM PROSTRANSTWOM

OTNOSITELXNO PARY X�� X��� w SILU USLOWIQ �� I TOGO FAKTA
 �TO x � Z x � Ix�
GDE I � TOVDESTWENNYJ OPERATOR�
 IMEEM�

y � Z I kykZ � CkxkZ � ��

pOKAVEM
 �TO kxkZ � �� s ODNOJ STORONY
 x � Ix I PO�TOMU

kxkZ � max kIkXi��Xi
� ��

T�E� kxkZ � ��
s DRUGOJ STORONY
 WOZXMEM PROIZWOLXNYJ LINEJNYJ OPERATOR T �Xi �� Xi TAKOJ


�TO Tx � x� tOGDA MOVNO ZAKL��ITX
 �TO

kxkXi
� kTxkXi

� kTkXi��Xi
kxkXi

�

T�E�
kTkXi��Xi

� � i � �� ���

sLEDOWATELXNO
 PO OPREDELENI� NORMY W Z NAHODIM
 �TO kxkZ � �� tAKIM OBRAZOM

kxkZ � ��

s POMO�X� �� POLU�AEM� kykZ � C� OTKUDA WWIDU OPREDELENIQ NORMY �� DLQ L�	
BOGO � � � SU�ESTWUET LINEJNYJ OPERATOR T �Xi �� Xi i � �� ��� UDOWLETWORQ��IJ
USLOWI� ��� tEOREMA �
 SLEDOWATELXNO
 DOKAZANA�

sLEDSTWIE �� eSLI X� � Rn � k � k�� � X� � Rn � k � k�� � TO W TEOREME � MOVNO
POLOVITX � � ��

dOKAZATELXSTWO� pROSTRANSTWO L LINEJNYH OPERATOROW T �Rn � R
n S NORMOJ

kTk � max kTkXi��Xi
KONE�NOMERNO� pO TEOREME �
 ESLI WYPOLNENO ��
 TO DLQ ZNA	

�ENIJ �n � ��n n � �� �� � � �� NAJDETSQ POSLEDOWATELXNOSTX LINEJNYH OPERATOROW

fTng TAKAQ
 �TO

max
i����

kTnkXi��Xi
� C �

�

n
� Tnx � y� ��

pOSLEDOWATELXNOSTX fTng OGRANI�ENA W L I PO�TOMU
 W SILU PREDKOMPAKTNOSTI OGRA	
NI�ENNOGO MNOVESTWA W KONE�NOMERNOM PROSTRANSTWE
 SU�ESTWU�T PODPOSLEDOWA	
TELXNOSTX fTnjg � fTng

�

n�� I LINEJNYJ OPERATOR T � L TAKIE
 �TO

lim
j��

max
i����

kTnj � TkXi��Xi
� �� ��
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nERAWENSTWO �� MOVNO PEREPISATX W SLEDU��EM WIDE�

max
i����

kTnjkXi��Xi
�� max

i����
kTkXi��Xi

�

rASSMATRIWAQ DALEE NERAWENSTWO �� TOLXKO PRI n � nj I PEREHODQ K PREDELU PRI
j ��	� POLU�IM�

max
i����

kTkXi��Xi
� C�

iZ USLOWIJ ��
 ��
 A TAKVE NERAWENSTWA

ky � Txk � kTnjx� Txk � kTnj � Tkkxk

POLU�AEM
 �TO y � Tx� I SLEDSTWIE � DOKAZANO�
lEMMA �� l�BAQ PARA NORM NA Rn K�MONOTONNA�
dOKAZATELXSTWO�pUSTXX� � Rn � k � k�� � X� � Rn � k � k�� � AX � Rn � k � kX� �

TO�NOE INTERPOLQCIONNOE PROSTRANSTWO OTNOSITELXNO X�� X��� x� y � R
n � tAK KAK

DLQ L�BOGO t � � WELI�INA K t� ��X�� X�� � NORMA NA Rn � A WSE NORMY NA Rn �KWI	
WALENTNY
 TO IZ �� SLEDUET�

C��kykX � K �� y�X�� X�� � K �� x�X�� X�� � CkxkX �

GDE C � �� oTS�DA kykX � C�kxkX � I LEMMA � DOKAZANA�
w DALXNEJ�EM MY BUDEM RASSMATRIWATX n	MERNYE PROSTRANSTWA lORENCA SWEDE	

NIQ o FUNKCIONALXNOM PROSTRANSTWE lORENCA IME�TSQ W �����
eSLI x � x�� x�� � � � � xn� � R

n � TO x� � x��� x
�

�� � � � � x
�

n�� GDE x�i � PERESTANOWKA

MODULEJ KOORDINAT WEKTORA x � R
n W NEWOZRASTA��EM PORQDKE
 TO ESTX x�� � x�� �

� � � � x�n � �� dLQ �WESOWOJ� POSLEDOWATELXNOSTI w � w�� w�� � � � � wn�� w� � w� �
� � � � wn � � �EREZ �nw� BUDEM OBOZNA�ATX Rn S NORMOJ

kxk�n�w� �
nX
i��

x�iwi�

kAK OBY�NO
 ln
�

� �TO PROSTRANSTWO Rn c NORMOJ kxkln
�

� maxi���n jxij�
lEMMA �� pUSTX x � u � v u� v � R

n �� c� � c� � � � � � cn � �� tOGDA DLQ WSEH
k � �� �� � � � � n SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO

kX
i��

cix
�

i �

kX
i��

ciu
�

i �

kX
i��

civ
�

i �

dOKAZATELXSTWO� nAPOMNIM
 �TO DLQ L�BYH NABOROW �ISEL a � ai�
m
i��� b �

bi�
m
i�� SPRAWEDLIWO IZWESTNOE PREOBRAZOWANIE aBELQ�

mX
k��

akbk �

m��X
k��

Akbk � bk��� �Ambm�

GDE Ak �
Pm

i�� ai � � k � m�� s POMO�X� PRIWEDENNOJ FORMULY NETRUDNO POKAZATX

�TO PRI USLOWII c� � c� � � � � � cn � �

sup

kX
i��

cibi �

kX
i��

cia
�

i � � k � m��
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GDE TO�NAQ WERHNQQ GRANX BERETSQ PO WSEM b � bi
k
i�� TAKIM
 �TO b� � a�� pO�TOMU


WYBIRAQ PERESTANOWKU �i� �ISEL �� �� � � � � n TAKU�
 �TO x�i � jx��i�j� POLU�IM�

kX
i��

cix
�

i �

kX
i��

cijx��i�j �

kX
i��

ciju��i�j�

kX
i��

cijv��i�j �

�

kX
i��

ciu
�

i �

kX
i��

civ
�

i �

lEMMA � DOKAZANA�
dLQ UDOBSTWA WWEDEM OBOZNA�ENIQ

iX
j��

wj � �i�
iX

j��

x�jwj � �i�

tEOREMA �� dLQ L�BYH w� � w� � � � � � wn � � I WEKTORA x � Rn

K t� x��nw�� ln
�
� �

��
�

tx��� � � t � ���
�i � t� �i�x

�

i��� �i � t � �i���
�n� t � �n�

dOKAZATELXSTWO� mOVNO S�ITATX
 �TO x � x�� rASSMOTRIM RAZLI�NYE WOZMOV	
NYE SLU�AI�

�� � � t � w�� pO OPREDELENI� K�FUNKCIONALA

K t� x��nw�� ln
�
� � tkxkln

�

� t max
i���n

jxj j � tx��

dLQ DOKAZATELXSTWA PROTIWOPOLOVNOGO NERAWENSTWA WOSPOLXZUEMSQ OPREDELENIEM K�
FUNKCIONALA I LEMMOJ �� wOZXMEM L�BOE RAZLOVENIE x � u � v� GDE u� v � R

n � tAK
KAK x� � u�� � v�� � TO

tx� � tu�� � tv�� � w�u
�

� � t max
i���n

jvij �

nX
i��

u�iw
�

i � tkvkln
�

� kuk�n�w� � tkvkln
�

�

oTKUDA SLEDUET TREBUEMOE NERAWENSTWO�
��
Pi

j�� wj � t �
Pi��

j�� wj � � i � n� ���
pUSTX ek k � �� � � � � n� � KANONI�ESKIJ BAZIS W Rn � T�E�

e� � �� �� � � � � ��� e� � �� �� �� � � � � ��� � � � � en � �� �� � � � � �� ���

dLQ KAVDOGO i � �� �� � � � � n� � OPREDELIM WEKTORY

u� �
iX

j��

xj � xi���ej � v
� � x� u� � xi��

iX
j��

ej �
nX

j�i��

xjej �

tOGDA ZAKL��AEM
 �TO

K t� x��nw�� ln
�
� � ku�k�n�w� � tkv�kln

�

�
iX

j��

xj � xi���wj � txi�� �
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�

iX
j��

xjwj �

�
�t�

iX
j��

wj

�
Axi���

pOKAVEM SPRAWEDLIWOSTX PROTIWOPOLOVNOGO NERAWENSTWA� dLQ �TOGO WOSPOLXZUEMSQ
OPREDELENIEM K�FUNKCIONALA I LEMMOJ ��

wOZXMEM PROIZWOLXNOE RAZLOVENIE x � u � v� GDE u� v � Rn � TOGDA NA OSNOWANII
LEMMY � IMEEM

iX
j��

x�jwj �

�
�t�

iX
j��

wj

�
Ax�i�� �

�

iX
j��

u�jwj �

�
�t�

iX
j��

wj

�
Au�i�� �

iX
j��

v�jwj �

�
�t�

iX
j��

wj

�
A v�i�� �

�

nX
j��

u�jwj � v��

�
�

iX
j��

wj � t�

iX
j��

wj

�
A � kuk�n�w� � tkvkln

�

�

pO�TOMU SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO�

iX
j��

x�jwj �

�
�t�

iX
j��

wj

�
Ax�i�� � K t� x��nw�� ln

�
� �

�� t �
Pn

j�� wj � tOGDA
 PREDSTAWIW WEKTOR x W WIDE x � x�� I WOSPOLXZOWAW�ISX
OPREDELENIEM K�FUNKCIONALA
 POLU�IM

K t� x��nw�� ln
�
� � kxk�n�w� �

nX
j��

x�nwj �

dLQ DOKAZATELXSTWA PROTIWOPOLOVNOGO NERAWENSTWA ZAMETIM
 �TO DLQ L�BOGO y � Rn

WERNO NERAWENSTWO�

kyk�n�w� �

�
�

nX
j��

wj

�
A kykln

�

�

pUSTX x � u� v � RAZLOVENIE WEKTORA x� TOGDA

kuk�n�w� � tkvkln
�

� kuk�n�w� �
nX
j��

wjkvkln
�

�

� kuk�n�w� � kvk�n�w� � ku� vk�n�w� � kxk�n�w��

pO�TOMU PO OPREDELENI� K�FUNKCIONALA

kxk�n�w� � K t� x��nw�� ln
�
�

I TEOREMA � DOKAZANA�
tEOREMA �� eSLI PARA �nw�� ln

�
� QWLQETSQ TO�NOJ K�MONOTONNOJ
 TO

wn � �� ��
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dOKAZATELXSTWO� pRI DOKAZATELXSTWE �TOJ TEOREMY BYLA ISPOLXZOWANA IDEQ

PRIMERA IZ RABOTY ���� pREDPOLOVIM
 �TO UTWERVDENIE TEOREMY NE WERNO
 T�E� w� �
w� � � � � � wi � � � � � wn � �� nE OGRANI�IWAQ OB�NOSTI
 RASSMOTRIM SLU�AJ
 KOGDA
i � n �

wn�� � �� wn � �� ��

pOKAVEM
 �TO PRI WYPOLNENII USLOWIQ �� PARA �nw�� ln
�
� NE BUDET TO�NOJ K�

MONOTONNOJ� dLQ �TOGO DOSTATO�NO NAJTI DWA WEKTORA x�� y� � Rn TAKIH
 �TO

K
�
t� x���nw�� ln

�

	
� K

�
t� y���nw�� ln

�

	
�

NO DLQ PROIZWOLXNOGO LINEJNOGO OPERATORA T �Rn �� R
n SO SWOJSTWOM Tx� � y�

max
�
kTk�n�w���n�w�� kTkln

�
�ln
�

�
� �� ��

pOLOVIM
�TO

x� � n� n� �� n� �� � � � � �� ��� y� � n� n� �� n� �� � � � � �� ���

u�ITYWAQ TEOREMU � I TO
 �TO x���i � y���i i � �� �� � � � � n���� ZAKL��AEM�K
�
t� x�

	
�

K
�
t� y�

	
� pREDPOLOVIM
 �TO SU�ESTWUET LINEJNYJ OPERATOR T �Rn � R

n TAKOJ
 �TO

max
�
kTk�n�w���n�w�� kTkln

�
�ln
�

	
� �� Tx� � y�� ���

iZWESTNO
 �TO

kTkln
�
�ln
�

� max
i���n

nX
j��

jtij j�

GDE tij�
n
i�j�� � MATRICA
 KOTORAQ OPREDELQET OPERATOR T� tOGDA NA OSNOWANII ���

PRI WSEH i � �� �� � � � � n
nX
j��

jtij j � �� ���

rAWENSTWO y� � Tx� PRIWODIT K SISTEME URAWNENIJ�

�


�



�

nt��� � n� ��t��� � � � �� t��n � n�
���
ntn���� � n� ��tn���� � � � �� tn�n � ��
ntn�� � n� ��tn�� � � � �� tn�n � ��

���

pREDSTAWIM WYRAVENIE nt��� � n� ��t��� � � � �� t��n W SLEDU��EM WIDE�

nt��� � n� ��t��� � � � �� t��n �
� t��� � t��� � � � �� t��n� � t��� � � � �� t��n��� � � � �� t��� � t���� � t����

sOGLASNO ��� KAVDAQ SKOBKA NE PREWOSHODIT EDINICY
 SLEDOWATELXNO
 t��� � ��
nO TOGDA
 SNOWA ISPOLXZUQ NERAWENSTWO ��� PRI i � �� POLU�IM�

jt���j� jt���j� � � �� jt��nj � � � jt���j� � � �� jt��nj � ��

OTKUDA

t��� � t��� � � � � � t��n � ��
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oBOZNA�IM u � Te� � �� t���� � � � � tn���� TOGDA W SILU ��� IMEEM

kukln� � ke�kln� � ��

wWEDEM W RASSMOTRENIE WEKTOR u� � �� u��� u
�

�� � � � � u
�

n�� GDE u
�

i � PERESTANOWKA MODULEJ

KOORDINAT WEKTORA W NEWOZRASTA��EM PORQDKE� iSPOLXZUQ OCENKU ���
 POLU�IM

kuk�n�w� � ke�k�n�w� � w��

T�E� w��w�u
�

��� � � wn��u
�

n�� � w�� w SILU POSLEDNEGO NERAWENSTWA I TOGO
 �TO u
�

i � ��
POLU�AEM

t��� � � � � � tn�� � ��

pRIMENQQ TE VE RASSUVDENIQ K OSTALXNYM URAWNENIQM SISTEMY ���
 POLU�IM

�
�

�

t��� � �� t��� � t��� � � � � � t��n � ��
���
tn���n�� � �� tn���� � � � � � tn���n � ��

tAKIM OBRAZOM
 IZ POSLEDNEGO URAWNENIQ ��� NAHODIM tn�n � �� NO TOGDA Ten �
�� �� � � � � �� ��� �TO PROTIWORE�IT ���� iTAK
 TEOREMA � DOKAZANA�
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K�MONOTONNYE PARY KONE�NOMERNYH PROSTRANSTW ��

If w� � ���wn � � then the 	nite dimensional Lorentz space �n�w� is the space
R
n with the norm

kxk�n�w� �

nX

i��

x
�

iwi�

We give the formula for the K�functional of the couple ��n�w�� ln
�
�� We obtain a

su
cient condition of the K�monotony of spaces of this class� if ��n�w�� ln
�
� is a

precise K�monotonic couple then wn � ��
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