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STROGO SINGULQREN DLQ L�BOGO REFLEKSIWNOGO sfp E� pOSTROEN PRIMER� KOTO�
RYJ POKAZYWAET� �TO USLOWIE REFLEKSIWNOSTI SU�ESTWENNO	

��oBOZNA�ENIQ� OPpEDELENIQ I PREDWARITELXNYE

SWEDENIQ

oPEpATOpOM MY NAZYWAEM OGpANI�ENNYJ LINEJNYJ OPEpATOp
 PODPpOSTpANSTWA
PpEDPOLAGA�TSQ ZAMKNUTYMI� pODPROSTRANSTWO BANAHOWA PROSTRANSTWA NAZYWAETSQ
DOPOLNQEMYM
 ESLI ONO QWLQETSQ OBRAZOM NEPRERYWNOGO PROEKTORA �SM� ��
 GL� ���

bUDEM pASSMATpIWATX SIMMETpI�NYE FUNKCIONALXNYE PpOSTpANSTWA �sfp� KAK
BANAHOWY
 TAK I KWAZIBANAHOWY� kWAZIBANAHOWO sfp � �TO POLNOE KWAZINOpMIpO�
WANNOE WEKTOpNOE PpOSTpANSTWO �E� k � k� IZMEpIMYH FUNKCIJ NA �	� � ILI �	���
TAKOE
 �TO k�Ak � �� ESLI mesA � �
 I ESLI g � E
 TO f � E I kfk � kgk
 ESLI f �
IZMEpIMAQ FUNKCIQ TAKAQ
 �TO f� � g�
 GDE h� OBOZNA�AET NEUBYWA��U� PEpESTA�
NOWKU FUNKCII jhj �SM� ��
 GL� ��
 �A � HARAKTERISTI�ESKAQ FUNKCIQ IZMERIMOGO

MNOVESTWA A�
kWAZINOpMOJ NAZYWAETSQ FUNKCIONAL
 KOTOpYJ UDOWLETWOpQET OSLABLENNYM AK�

SIOMAM NOpMY S ZAMENOJ NEpAWENSTWA TpEUGOLXNIKA NA NEpAWENSTWO

kx� yk � K�kxk� kyk�

S NEKOTOpYM K � ��
oPEpATOp T MEVDU DWUMQ KWAZIBANAHOWYMI PpOSTpANSTWAMI X I Y NAZYWAETSQ

STpOGO SINGULQpNYM �SS� �ILI OPEpATOpOM kATO�
 ESLI ON NE QWLQETSQ IZOMOpFIZ�
MOM NI NA ODNOM IZ BESKONE�NOMEpNYH PODPpOSTpANSTW PpOSTpANSTWAX� kLASS TAKIH
OPEpATOpOW OBpAZUET ZAMKNUTYJ OPEpATOpNYJ IDEAL ���
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oPEpATOp T MEVDU KWAZIBANAHOWOJ pE�ETKOJ X I KWAZIBANAHOWYM PpOSTpANST�
WOM Y NAZYWAETSQ DIZ��NKTNO STpOGO SINGULQpNYM �DSS�
 ESLI NE SU�ESTWUET

DIZ��NKTNOJ POSLEDOWATELXNOSTI NENULEWYH WEKTOpOW �xn� W X TAKOJ
 �TO SUVENIE
T NA PODPpOSTpANSTWO �xn
 POpOVDENNOE WEKTOpAMI �xn�
 QWLQETSQ IZOMOpFIZMOM�
DSS OPEpATOpY BYLI WWEDENY W ���

o�EWIDNO
 KAVDYJ SS OPEpATOp QWLQETSQ DSS� oBpATNOE
 WOOB�E GOWOpQ
 NEWEpNO
�NAPpIMEp
 OPEpATOp KANONI�ESKOGO WLOVENIQ Lp�	� � �� Lq�	� �� DLQ 	 � q � p ��
QWLQETSQ DSS
 NO NE QWLQETSQ SS�� kLASS DSS OPEpATOpOW NE QWLQETSQ DWUSTOpONNIM
OPEpATOpNYM IDEALOM
 ON NE USTOJ�IW PO OTNO�ENI� K UMNOVENI� SPpAWA�

kAK IZWESTNO ��
 DLQ PROIZWOLXNOGO BANAHOWA sfp E IME�T MESTO NEPRERYWNYE

WLOVENIQ�
a� NA OTREZKE �	� � �

L� � E � L��

b� NA POLUPRQMOJ �	��� �

L�
�

L� � E � L� � L��

zDESX I W DALXNEJ�EM �EREZ Lp OBOZNA�ENY KLASSI�ESKIE LEBEGOWY PROSTRANSTWA�
pOZDNEE BYLO DOKAZANO
 �TO OPEpATOp WLOVENIQ E �� L� BANAHOWA sfp E NA

�	� �
 �E �� L� KAK MNOVESTWA� W L� QWLQETSQ DSS ��
 A OPEpATOp WLOVENIQ IZ L� W

E QWLQETSQ SS DLQ L�BOGO BANAHOWAsfp E
 OTLI�NOGO OT L� ��� pOSLEDNEE UTWERV�
DENIE QWLQETSQ OBOB�ENIEM TEOpEMY gpOTENDIKA O STpOGOJ SINGULQpNOSTI WLOVENIQ
L� �� Lp� � � p �� �SM� ��
 GL� ���

oPERATOR WLOVENIQ E �� L� NE QWLQETSQ
 WOOB�E GOWORQ
 STROGO SINGULQRNYM

�TO MOVNO ZAMETITX I PRI RASSMOTRENII WLOVENIQ Lp �� L�� p � �� wO WSEJ �KA�
LE PROSTRANSTW Lp ESTX �SKWOZNYE� BESKONE�NOMERNYE PODPROSTRANSTWA
 NAIBOLEE
IZWESTNYM IZ KOTORYH QWLQETSQ PODPROSTRANSTWO
 POROVDENNOE SISTEMOJ FUNKCIJ
rADEMAHERA ���

oPUBLIKOWANNAQ W �			 G� RABOTA ��
 W KOTOROJ POLU�ENO POLNOE OPISANIE sfp SO
SWOJSTWOM dANFORDA�pETTISA
 POZWOLILA POLU�ITX �ASTI�NYE ANALOGI PERE�ISLEN�
NYH WY�E REZULXTATOW DLQ OPERATORA WLOVENIQ NA POLUOSI� gOWORQT
 �TO BANAHOWO
PROSTRANSTWO X OBLADAET SWOJSTWOM dANFORDA�pETTISA
 ESLI KAVDYJ SLABO KOM�
PAKTNYJ OPERATOR
 OPREDELENNYJ NA X� PEREWODIT SLABO KOMPAKTNYE MNOVESTWA W
SILXNO KOMPAKTNYE� SOKRA�ENNAQ ZAPISX TAKOWA� X � �DP����

��iZOMORFIZMY SIMMETRI�NYH FUNKCIONALXNYH

PROSTRANSTW NA OTREZKE I NA POLUPRQMOJ

tEOREMA ��� �SM� ��	
 S� �	��� pROSTRANSTWA Lp�	� � I Lp�	� �� LINEJNO IZOMET�
RI�NY DLQ KAVDOGO 	 � p ���

dOKAZATELXSTWO� pOSTROENIE IZOMETRII OSU�ESTWLQETSQ W QWNOM WIDE�
pUSTX �k � ����k � ��� ���k � �� I PUSTX �k � AFFINNOE OTOBRAVENIE �k NA

�k� k � �� oPERATOR

T � f�t� � Lp�	��� 	� g�x� �
f��k x�

j�kj��p
�x � �k��

LINEJNO IZOMETRI�ESKI OTOBRAVAET Lp�	��� NA Lp�	� ��



eDINSTWENNOSTX SIMMETpI�NOJ STRUKTURY PpOSTpANSTW ��� ��

w SLU�AE p �� FUNKCIQ g�x� OPREDELQETSQ SLEDU��IM OBRAZOM�

g�x� � f��k x� �x � �k�

�TO I ZAWER�AET DOKAZATELXSTWO�
w SWQZI S TEOREMOJ ��� W RABOTE ��	 POSTAWLEN WOPROS� MOVET LI SIMMETRI�NOE

PROSTRANSTWO E IZMERIMYH FUNKCIJ NA �	� �� OTLI�NOE OT Lp� � � p � �� BYTX

IZOMORFNO KAKOMU�LIBO SIMMETRI�NOMU PROSTRANSTWU �E IZMERIMYH FUNKCIJ NA PO�
LUOSI �	����

�TOT WOPROS QWLQETSQ PREDMETOM MNOGO�ISLENNYH ISSLEDOWANIJ� nAIBOLEE POL�
NOE OTRAVENIE REZULXTATY
 POLU�ENNYE NA �TU TEMU K KONCU �	�H GG�
 NA�LI W MONO�
GRAFII ���� oDNAKO I POSLE EE WYHODA W SWET MNOGIE WOPROSY OSTALISX BEZ OTWETA�
iSSLEDOWANIQ W �TOM NAPRAWLENII AKTIWNO PRODOLVA�TSQ I W NASTOQ�EE WREMQ�

rASSMOTRIM
 NAPRIMER
 PROSTRANSTWA lORENCA Lp�q� KOTORYE QWLQ�TSQ ESTESTWEN�
NYM RAS�IRENIEM �KALY PROSTRANSTW Lp�

oPREDELQEM IH NA PROIZWOLXNOM PROSTRANSTWE �J � �� S ��KONE�NOJ MEROJ � TAK

�TOBY �LEMENTAMI �TIH PROSTRANSTW MOGLI BYTX KAK IZMERIMYE FUNKCII
 TAK I �I�
SLOWYE POSLEDOWATELXNOSTI�iTAK
 PUSTX �J � �� � PROSTRANSTWO S POLNOJ ��KONE�NOJ
POLOVITELXNOJ MEROJ �� L��J � �� � PROSTRANSTWO WSEH IZMERIMYH PO�TI WS�DU KO�
NE�NYH FUNKCIJ�

Lp�q�J � �� � fx � L��J � �� � kxk �

�
��J �R
�

�x��t��q d�tq�p�

���q
��g� ESLI q ���

Lp���J � �� � fx � L��J � �� � kxk � sup
��t���J �

x��t� t��p ��g�

zDESX x��t� OBOZNA�AET NEWOZRASTA��U� PERESTANOWKU FUNKCII jx�t�j� TO ESTX

x��t� � inf �	 � dx�	� � t� �

GDE dx�	� � ��t � jx�t�j � 	��
pRI p � q PROSTRANSTWA Lp�q I Lp SOWPADA�T� ESLI q� � q� 
 TO Lp�q� � Lp�q� � pRO�

STRANSTWALp�q�N�� POSTROENNYE NA MNOVESTWE NATURALXNYH �ISEL N� �IH �LEMENTAMI
QWLQ�TSQ �ISLOWYE POSLEDOWATELXNOSTI�
 PRINQTO OBOZNA�ATX lp�q� �TI PROSTRANSTWA
HORO�O IZWESTNY �SM� ���
 GL� ���

tEOREMA ���� pUSTX � � p ��� � � q ��� pROSTRANSTWA Lp�q�	� � I Lp�q�	���
IZOMORFNY TOGDA I TOLXKO TOGDA
 KOGDA p � q� pROSTRANSTWA Lp���	� � I Lp���	���
IZOMORFNY�

dOKAZATELXSTWO� eSLI PROSTRANSTWO H S SIMMETRI�NYM BAZISOM IZOMORFNO

DOPOLNQEMOMU PODPROSTRANSTWU Lp�q�	� �� TO H � lq ILI H � l� �SM� LEMMA ���	
�����

C DRUGOJ STORONY
 PROSTRANSTWO Lp�q�	� �� SODERVIT DOPOLNQEMU� KOPI� PRO�
STRANSTWA lp�q� POROVDENNU� NORMIROWANNYMI DIZ��NKTNYMI FUNKCIQMI� pROSTRA�
NSTWO lp�q NEIZOMORFNO NI lq � NI l�� ESLI p �� q� PO�TOMU IZOMORFIZM PROSTRANSTW

Lp�q�	� � I Lp�q �	��� WOZMOVEN LI�X W SLU�AE p � q�
eSLI p � q� TO PROSTRANSTWA Lp�q SOWPADA�T S PROSTRANSTWAMI Lp� I IZOMORFIZM

IMEET MESTO W SILU TEOREMY ��
iZOMORFIZM PROSTRANSTW Lp���	� � I Lp���	��� USTANOWLEN W ���� tEOREMA
 TA�

KIM OBRAZOM
 DOKAZANA�
tEPERX DOKAVEM REZULXTAT
 KOTORYJ USTANAWLIWAET EDINSTWENNOSTX SIMMETRI��

NOJ STRUKTURY �KRAJNIH� BANAHOWYH sfp NA POLUOSI�
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tEOREMA ���� nE SU�ESTWUET sfp PROSTRANSTWA E NA �	� � 
 KOTOROE IZOMORFNO
PROSTRANSTWU L�

T
L�� ILI PROSTRANSTWU L� � L��

dOKAZATELXSTWO� pROSTRANSTWA L�
T
L� I L��L� IME�T SWOJSTWO dANFORDA�

pETTISA ��
 KOTOROE SOHRANQETSQ PRI IZOMORFIZMAH� nA �	� � TOLXKO DWA PROSTRAN�
STWA
 L� I L� IME�T �DP��SWOJSTWO ���

pROSTRANSTWA L�
T
L� I L��L� NESEPARABELXNY �SM� GL� �
 PAR� � ���� pO�TOMU

PROSTRANSTWO L� OTPADAET W SILU SEPARABELXNOSTI� pOKAVEM
 �TO L� NE IZOMORFNO

L�
T
L�� pROSTRANSTWO L�

T
L� SODERVIT DOPOLNQEMOE PODPROSTRANSTWO
 IZOMORF�

NOE l� �POROVDENO SISTEMOJ ��n���n��
 A W L
� KAVDOE BESKONE�NOMERNOE DOPOLNQEMOE

PODPROSTRANSTWO SODERVIT IZOMORFNU� KOPI� c� �TEOR� II����� ���
 GDE c� OBOZNA�A�
ET KLASSI�ESKOE PROSTRANSTWO �ISLOWYH POSLEDOWATELXNOSTEJ
 SHODQ�IHSQ K NUL��
eSLI DOPUSTITX
 �TO PROSTRANSTWA L�

T
L� I L� IZOMORFNY
 TO POLU�IM
 �TO PRO�

STRANSTWO l� SODERVIT PODPROSTRANSTWO
 IZOMORFNOE c�� nO �TO NEWOZMOVNO
 TAK KAK
PROSTRANSTWO l� I WSE EGO PODPROSTRANSTWA SLABO POLNY
 A c� TAKOWYM NE QWLQETSQ

�TEOR� X���� �����
pOKAVEM �TO L� NE IZOMORFNO L��L�� pROSTRANSTWO L��L� SODERVIT DOPOL�

NQEMOE L��	� � �PROEKTOR Px � x������ �
 A
 SLEDOWATELXNO
 I DOPOLNQEMOE l�
 �TOGO NE
MOVET BYTX
 KAK POKAZANO WY�E� tEOREMA
 SLEDOWATELXNO
 DOKAZANA�

��sTROGAQ SINGULQRNOSTX WLOVENIQ

L������
T

L������ W REFLEKSIWNOE sfp

tEOREMA
 KOTORAQ BUDET DOKAZANA W �TOM RAZDELE
 PROQSNQET ROLX SWOJSTWA dAN�
FORDA�pETTISA W �TOM KRUGE WOPROSOW�

tEOREMA ���� pUSTX E�� E� � sfp NA �	� � ILI NA �	���� eSLI E� � E�� E� �
�DP�� A E� REFLEKSIWNO
 TO WLOVENIE E� �� E� STROGO SINGULQRNO�

dOKAZATELXSTWO� w SILU REFLEKSIWNOSTI PROSTRANSTWA E�� OPERATOR WLOVENIQ
I � E� � E� SLABO KOMPAKTEN� eSLI H � PODPROSTRANSTWO E� I H � E�� TO H
REFLEKSIWNO I
 SLEDOWATELXNO
 EDINI�NYJ �AR BH SLABO KOMPAKTEN W E�� tAK KAK
E� � �DP�� TO OBRAZ EDINI�NOGO �ARA I�BH � KOMPAKTEN W E�� pO KLASSI�ESKOJ

TEOREME f� rISSA POLU�AEM
 �TO dimH ��� tEOREMA
 SLEDOWATELXNO
DOKAZANA�
sLEDSTWIE ���� pROSTRANSTWO L��	���

T
L��	��� STROGO SINGULQRNO WLOVENO

W L�BOE REFLEKSIWNOE BANAHOWO SIMMETRI�NOE PROSTRANSTWO FUNKCIJ E�	����
dLQ DOKAZATELXSTWA DOSTATO�NO ZAMETITX
 �TO L�

T
L� � �DP� ���

wAVNYMI �ISLOWYMI HARAKTERISTIKAMI SIMMETRI�NOGO FUNKCIONALXNOGO PRO�
STRANSTWA QWLQ�TSQ INDEKSY bOJDA
 KOTORYE OPREDELQ�TSQ S POMO�X� OPERATORA

RASTQVENIQ� eSLI I � �	� ��� TO POLAGAEM DLQ IZMERIMOJ FUNKCII f NA I

�Dsf��t� � f�t�s�� 	 � s ��� 	 � t ���

ESLI I � �	� �� TO POLAGAEM DLQ IZMERIMOJ f NA I I DLQ 	 � s ��

�Dsf��t� �

�
f�t�s�� t � min��� s��
	� s � t � � �ESLI s � ���

oPERATORDs OGRANI�EN W L�BOM BANAHOWOM SIMMETRI�NOM PROSTRANSTWE
 PRI�EM
kDskE�E � max��� s��

iNDEKSAMI bOJDA PROSTRANSTWA E NAZYWA�T �ISLA

pE � lim
s��

log s

log kDsk
� sup

s��

log s

log kDsk
�
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qE � lim
s���

log s

log kDsk
� inf

��s��

log s

log kDsk
�

eSLI E � BANAHOWO SIMMETRI�NOE FUNKCIONALXNOE PROSTRANSTWO
 TO SPRAWEDLI�
WY NERAWENSTWA �SM� NER� ��b��
 ��b�� ����

� � pE � qE � ��

sLEDSTWIE ���� eSLI E � PROSTRANSTWO oRLI�A ��� S � � pE � qE � � �� TO
WLOVENIE L�

T
L� � E STROGO SINGULQRNO�

dEJSTWITELXNO
 IZ USLOWIQ SLEDUET REFLEKSIWNOSTX PROSTRANSTWA oRLI�A �SM�
TEOR� ��� ���
 TEOR� ��� ����

zAME�ANIQ� �� RANEE BYLO IZWESTNO
 �TO W USLOWIQH SLEDSTWIQ � WLOVENIE DIZ��
�NKTNO STROGO SINGULQRNO ����
 cor ���	��

�� USLOWIE REFLEKSIWNOSTI W SLEDSTWIQH �
 � SU�ESTWENNO� nAPRIMER
 WLOVENIE

L��	� ��
�

L��	� �� � L��	� ��

NE QWLQETSQ DAVE DIZ��NKTNO STROGO SINGULQRNYM� �TO UTWERVDENIE MOVNO OBOS�
NOWATX PODPROSTRANSTWOM
 NATQNUTYM NA FUNKCII ��n�n���� KOTOROE IZOMORFNO l� I
ZAMKNUTO W OBOIH PROSTRANSTWAH�
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