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matematika

udk �������

dokazatelxstwo teorem usredneniq dlq
differencialxnyh wkl��enij

c� ���� o�p� fILATOW�

pRIWODQTSQ NOWYE DOKAZATELXSTWA TEOREM USREDNENIQ DLQ SISTEM DIFFE�

RENCIALXNYH WKL��ENIJ S BYSTRYMI I MEDLENNYMI PEREMENNYMI� KOTORYE OS�

NOWANY NA TEOREME O NEPRERYWNOJ ZAWISIMOSTI RE�ENIJ DIFFERENCIALXNYH

WKL��ENIJ OT IH PRAWYH �ASTEJ I NA�ALXNYH USLOWIJ�

wWEDENIE

w sAMARSKOM GOSUDARSTWENNOM UNIWERSITETE NA TRETXEM I �ETWERTOM KURSAH

MEHANIKO�MATEMATI�ESKOGO FAKULXTETA MNE NEODNOKRATNO PRIHODILOSX �ITATX KURS
PO DIFFERENCIALXNYM WKL��ENIQM�oSNOWNYE TRUDNOSTI	 KAK POKAZYWAET PRAKTIKA	
BYLI SWQZANY S IZLOVENIEM TEOREM USREDNENIQ DLQ DIFFERENCIALXNYH WKL��ENIJ S

BYSTRYMI I MEDLENNYMI PEREMENNYMI	 TAK KAK DOKAZATELXSTWO �TIH TEOREM WESXMA
GROMOZDKO 
��� pREDLAGAEMYJ METOD OSNOWAN NA TEOREME O NEPRERYWNOJ ZAWISIMOS�
TI RE�ENIJ DIFFERENCIALXNYH WKL��ENIJ OT PRAWOJ �ASTI SISTEMY I NA�ALXNYH

USLOWIJ� �TO POZWOLQET SU�ESTWENNO UPROSTITX DOKAZATELXSTWO TEOREM USREDNENIQ

DIFFERENCIALXNYH WKL��ENIJ�
wSE SWEDENIQ IZ MNOGOZNA�NOGO ANALIZA I TEORII DIFFERENCIALXNYH WKL��ENIJ	

KOTORYE ISPOLXZU�TSQ W DANNOJ STATXE	 MOVNO NAJTI	 NAPRIMER	 W OBZORE 
�� ILI
W 
���

��pOSTANOWKA ZADA�I

rASSMOTRIM SISTEMU DIFFERENCIALXNYH WKL��ENIJ


x � �F �t� x� y� ��� x��� � x��

y � G�t� x� y� ��� y��� � y��

�����

GDE OTOBRAVENIQ F�G � D � Kv�Rm �� Kv�Rn � OPREDELENY NA MNOVESTWE D � R� �
B�x�� r���R

n�
�� a�� MALYJ PARAMETR � � 
�� a�� a � �� kONE�NOMERNYE PROSTRANSTWA
R
m I Rn QWLQ�TSQ NORMIROWANNYMI	 PRI �TOM NORMA W L�BOM IZ NIH OBOZNA�AETSQ

ODNIM I TEM VE SIMWOLOM k � k� TAK KAK IZ KONTEKSTA QSNO	 O KAKOM PROSTRANSTWE

�fILATOW oLEG pAWLOWI�� KAFEDRA URAWNENIJ MATEMATI�ESKOJ FIZIKI sAMARSKOGO GOSUDARST�

WENNOGO UNIWERSITETA� ������� G�sAMARA� UL� aKAD� pAWLOWA� �� �lt	ssu�samara�ru



dOKAZATELXSTWO TEOREM USREDNENIQ DLQ DIFFERENCIALXNYH WKL��ENIJ ��

IDET RE�X� B�x�� r�� � �AR IZ Rm S CENTROM W TO�KE x� � R
m DOSTATO�NO BOLX�OGO

RADIUSA r� � ��
kAK OBY�NO	 Kv�Rm � � SOWOKUPNOSTX WSEH NEPUSTYH WYPUKLYH I KOMPAKTNYH

MNOVESTW IZ Rm � mNOVESTWO WSEH NEPUSTYH KOMPAKTOW IZ Rm OBOZNA�AETSQ K�Rm ��
dLQ MNOVESTW A�B � K�Rm� WWODITSQ RASSTOQNIE PO hAUSDORFU SLEDU��IM OBRA�
ZOM�

��A�B� � maxf��A�B�� ��B�A�g�

GDE POLUOTKLONENIE MNOVESTWA A OT MNOVESTWA B OPREDELQETSQ SOOTNO�ENIEM

��A�B� � max
a�A

ka�Bk�

PRI �TOM ka�Bk � RASSTOQNIE OT TO�KI a � Rm DO MNOVESTWA B� pARA �K�Rm �� ��
QWLQETSQ METRI�ESKIM PROSTRANSTWOM�

pOD RE�ENIEM DIFFERENCIALXNOGO WKL��ENIQ PONIMAETSQ ABSOL�TNO NEPRERYW�
NAQ FUNKCIQ �NA L�BOM OTREZKE 
t�� t�� IZ PROMEVUTKA OPREDELENIQ RE�ENIQ�	 PROIZ�
WODNAQ KOTOROJ PO�TI WS�DU PO t UDOWLETWORQET �TOMU DIFFERENCIALXNOMU WKL��E�
NI��

nARQDU S SISTEMOJ DIFFERENCIALXNYH WKL��ENIJ ����� RASSMOTRIM USREDNENNOE
DIFFERENCIALXNOE WKL��ENIE


u � �F��t� u�� u��� � x�� �����

GDE F� � D� � Kv�Rm �� MNOVESTWOD� � R��B�x�� r��� zDESX	 W ZAWISIMOSTI OT ZADA�
�I USREDNENIQ �APPROKSIMACIQ SWERHU ILI SNIZU� 
��	 OTOBRAVENIE F� UDOWLETWORQET
ODNOMU IZ OSNOWNYH USLOWIJ	 KOTORYE WWODQTSQ S ISPOLXZOWANIEM POROVDA��EJ SIS�
TEMY DIFFERENCIALXNYH WKL��ENIJ


� � �� ��t�� � ���

� � G�t� �� �� ��� ��t�� � ���

�����

sISTEMA ����� POLU�AETSQ IZ SISTEMY ����� PRI � � �� PRI �TOM NA�ALXNYE DANNYE
�t�� ��� � D�� �� � R

n ZDESX PROIZWOLXNYE� eSLI SIMWOLOM Z�t�� ��� ��� OBOZNA�ITX
MNOVESTWO WSEH RE�ENIJ POROVDA��EJ ZADA�I �����	 OPREDELENNYH PRI WSEH t � t��
TO UKAZANNYE OSNOWNYE USLOWIQ W ZADA�AH USREDNENIQ MOVNO ZAPISATX W SLEDU��EM

WIDE�

lim
���

�

�
J�t�� ��� ������

�

�

Z t���

t�

F��t� ��� dt

�
� �� �����

lim
���

�

�
�

�

Z t���

t�

F��t� ��� dt� J�t�� ��� �����

�
� �� �����

PRI �TOM TREBUETSQ	 �TOBY PREDELY SU�ESTWOWALI RAWNOMERNO PO NA�ALXNYM USLO�
WIQM �t�� ��� � D�� �� � R

n � zDESX

J�t�� ��� ����� �
� �

�

Z t���

t�

F
�
t� ��� ��t�� �

�
dt�

GDE OB�EDINENIE BERETSQ PO WSEM RE�ENIQM Z�t�� ��� ��� POROVDA��EJ ZADA�I�
uSLOWIE ����� ISPOLXZUETSQ PRI RE�ENII ZADA�I APPROKSIMACII SWERHU	 KOTO�

RAQ STAWITSQ SLEDU��IM OBRAZOM 
��� tREBUETSQ UKAZATX OTOBRAVENIE F� � D� �
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Kv�Rm �� �TOBY DLQ L�BOGO � � � SU�ESTWOWALO �� � � TAKOE	 �TO ESLI � � ��� ����
TO DLQ L�BOGO RE�ENIQ x�t�� y�t� ZADA�I ����� NA�LOSX BY RE�ENIE u�t� USREDNENNOGO
DIFFERENCIALXNOGO WKL��ENIQ �����	 DLQ KOTOROGO

kx�t�� u�t�k � �� t � 
�� ����� �����

w ZADA�E APPROKSIMACII SNIZU TREBUETSQ	 �TOBY DLQ L�BOGO RE�ENIQ u�t� DIF�
FERENCIALXNOGO WKL��ENIQ ����� SU�ESTWOWALO RE�ENIE x�t�� y�t� ISHODNOJ ZADA�I

�����	 DLQ KOTOROGO WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO ������

��oSNOWNYE KLASSY OTOBRAVENIJ

oPI�EM TEPERX OB�IE SWOJSTWA OTOBRAVENIJ	 KOTORYE OPREDELQ�T DIFFERENCI�
ALXNYE WKL��ENIQ� dLQ FORMALIZACII SWOJSTW OTOBRAVENIJ UDOBNO ISPOLXZOWATX

KLASS K�R� � NEPRERYWNYH STROGO WOZRASTA��IH FUNKCIJ 	�R� � R� � 	��� � ��
mNOVESTWO WSEH OTOBRAVENIJ

F � D � Kv�Rm �� �t� x� y� ��� F �t� x� y� ���

DLQ KOTORYH WYPOLNQ�TSQ USLOWIQ�
�� PRI L�BYH �x� y� �� OTOBRAVENIE F ��� x� y� �� QWLQETSQ IZMERIMYM�
�� OTOBRAVENIE F OGRANI�ENO	 T�E� SU�ESTWUET TAKAQ POSTOQNNAQ c � c�F �� �TO MO�
DULX MNOVESTWA kF �t� x� y� ��k � c DLQ L�BYH ZNA�ENIJ �t� x� y� �� � D�
�� OTOBRAVENIE F UDOWLETWORQET USLOWI� lIP�ICA PO FAZOWYM PEREMENNYM x� y I
RAWNOMERNO NEPRERYWNO PO � W TO�KE � � �� T�E� DLQ NEKOTOROJ POSTOQNNOJ l � l�F �
I FUNKCII 	 � 	�F � � K�R� � WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO

�
�
F �t� x�� y�� ��� F �t� x�� y�� ��

�
� l

�
kx� � x�k� ky� � y�k

�
� 	����

BUDEM OBOZNA�ATX SIMWOLOM L�D�m� ILI ISPOLXZOWATX BOLEE DETALXNOE OBOZNA�ENIE
L�D�m� l� 	�� ESLI �TO TREBUETSQ�

sLEDU��EE MNOVESTWO OTOBRAVENIJ WWODITSQ DLQ OPISANIQ PRAWYH �ASTEJ USRED�
NENNYH DIFFERENCIALXNYH WKL��ENIJ� sOWOKUPNOSTX WSEH OTOBRAVENIJ

F � D� � Kv�Rm �� �t� x�� F �t� x��

DLQ KOTORYH WYPOLNQ�TSQ USLOWIQ�
�� PRI L�BOM x OTOBRAVENIE F ��� x� QWLQETSQ IZMERIMYM�
�� OTOBRAVENIE F OGRANI�ENO�
�� OTOBRAVENIE F UDOWLETWORQET USLOWI� lIP�ICA PO FAZOWOJ PEREMENNOJ x� BUDEM
OBOZNA�ATX �EREZ L��D��m��

��tEOREMY USREDNENIQ

sFORMULIRUEM DWE OSNOWNYE TEOREMY 
��� pERWAQ IZ NIH OTNOSITSQ K ZADA�E AP�
PROKSIMACII SNIZU�

tEOREMA �� pUSTX F � L�D�m� l�� 	��� G � L�D�n� l�� 	�� I WYPOLNQETSQ OSNOWNOE
USLOWIE ����� DLQ OTOBRAVENIQF� � L��D��m� l��� tOGDA ZADA�A ����� APPROKSIMIRUET
SNIZU ZADA�U ������

wTORAQ TEOREMA SWQZANA S ZADA�EJ APPROKSIMACII SWERHU�



dOKAZATELXSTWO TEOREM USREDNENIQ DLQ DIFFERENCIALXNYH WKL��ENIJ ��

tEOREMA �� pUSTX F � L�D�m� l�� 	��� G � L�D�n� l�� 	�� I WYPOLNQETSQ OSNOWNOE
USLOWIE ����� DLQ OTOBRAVENIQF� � L��D��m� l��� tOGDA ZADA�A ����� APPROKSIMIRUET
SWERHU ZADA�U ������

w KA�ESTWE SLEDSTWIQ IZ �TIH UTWERVDENIJ POLU�AETSQ TEOREMA O WZAIMNOJ AP�
PROKSIMACII�

tEOREMA �� pUSTX F � L�D�m�� G � L�D�n� I ODNOWREMENNO WYPOLNQ�TSQ USLO�
WIQ �����	 ����� DLQ OTOBRAVENIQ F� � L��D��m�� tOGDA ZADA�A ����� APPROKSIMIRUET
WZAIMNO ZADA�U ������

zAMETIM	 �TO ODNOWREMENNOE WYPOLNENIE USLOWIJ �����	 ����� OZNA�AET SHODIMOSTX
PO hAUSDORFU�

dOKAZATELXSTWO �TIH TEOREM BUDET OSNOWANO NA NEKOTORYH LEMMAH	 KOTORYE BUDUT
DOKAZANY W SLEDU��EM RAZDELE�

��lEMMY

nA�NEM S LEMMY O NEPRERYWNOJ ZAWISIMOSTI RE�ENIJ DIFFERENCIALXNOGO WKL��
�ENIQ OT ISHODNYH DANNYH� zAMETIM	 �TO OBY�NO POLU�A�T OCENKI OTKLONENIJ

FUNKCIJ OT RE�ENIQ DIFFERENCIALXNOGO WKL��ENIQ 
��	 S� ���	 TEOREMA �� zDESX NAS
INTERESUET SOOTWETSTWU��AQ OCENKA OTKLONENIQ PROEKCII RE�ENIQ NA PROSTRANST�
WO MEDLENNYH PEREMENNYH	 PO�TOMU DLQ POLNOTY IZLOVENIQ PRIWEDEM SOOTWETSTWU�
��EE DOKAZATELXSTWO	 ISPOLXZUQ METOD POSLEDOWATELXNYH PRIBLIVENIJ 
��	 TEORE�
MA �����

wWEDEM FUNKCI�

E�t� �� �
�l�

�l� � l�

�
exp

�
��l� � l��t

�
� �

�
�

GDE POSTOQNNYE l�� l� � �� I POSTOQNNU� � � ��
lEMMA �� pUSTX F � L�D�m� l�� 	��� G � L�D�m� l�� 	�� I DLQ ABSOL�TNO NEPRE�

RYWNYH FUNKCIJ

a� b � 
����� R
m �Rn

PO�TI WS�DU NA OTREZKE 
���� WYPOLNQ�TSQ NERAWENSTWA

k 
a�t�� �F
�
t� a�t�� b�t�� �

�
k � ���t�� �����

k
b�t�� �G
�
t� a�t�� b�t�� �

�
k � ���t� �����

DLQ NEKOTORYH INTEGRIRUEMYH PO lEBEGU FUNKCIJ ��� �� � L��
������ tOGDA SU�EST�
WUET RE�ENIE x�t�� y�t� ZADA�I �����	 DLQ KOTOROGO WYPOLNQETSQ OCENKA

kx�t�� a�t�k �
�
� �E�t� ��

�
r� �E�t� ��r� �

Z t

�

�
� �E�t� s� ��

�
���s� ds�

�

Z t

�

E�t� s� �����s� ds�

GDE r� � kx� � a���k� r� � ky� � b���k�
dOKAZATELXSTWO� pOSTROIM POSLEDOWATELXNOSTI FUNKCIJ fxn�t�g� fyn�t�g �n �

�� �� � � � �� KOTORYE UDOWLETWORQ�T NA�ALXNYM USLOWIQM xn��� � x�� yn��� � y� PRI
L�BOM n� w KA�ESTWE NA�ALXNYH PRIBLIVENIJ PRI n � � PRIMEM

x��t� � a�t�� y��t� � b�t��
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A PRI n � � POTREBUEM	 �TOBY WYPOLNQLISX WKL��ENIQ


xn�t� � �F
�
t� xn���t�� yn���t�� �

�
� �����


yn�t� � G
�
t� xn���t�� yn���t�� �

�
�����

PRI SLEDU��IH OGRANI�ENIQH�

k 
xn���t�� 
xn�t�k � k 
xn���t�� �F
�
t� xn���t�� yn���t�� �

�
k� �����

k 
yn���t�� 
yn�t�k � k 
yn���t��G
�
t� xn���t�� yn���t�� �

�
k� �����

sHEMA DOKAZATELXSTWA LEMMY OSNOWANA NA POSTROENII RAWNOMERNO SHODQ�IHSQ

WMESTE SO SWOIMI PROIZWODNYMI POSLEDOWATELXNOSTEJ FUNKCIJ fxn�t�g� fyn�t�g �n �
�� �� � � � � K RE�ENI� SISTEMY DIFFERENCIALXNYH WKL��ENIJ� dLQ �TOGO DOSTATO�NO
POSTROITX ABSOL�TNO I RAWNOMERNO SHODQ�IESQ NA OTREZKE 
���� RQDY

x�t� � x��t� �

�X
n��

�
xn�t�� xn���t�

�
� y�t� � y��t� �

�X
n��

�
yn�t�� yn���t�

�
� �����

KOTORYE DOPUSKA�T PO�LENNOE DIFFERENCIROWANIE�
nA�NEM S POSTROENIQ FUNKCIJ x��t�� y��t�� ZNA�ENIQ KOTORYH IZWESTNY PRI t � ��

pO�TOMU DOSTATO�NO OPREDELITX IH PROIZWODNYE NA OSNOWANII TEOREMY O WYBORE

IZMERIMOGO SELEKTORA �SM�	 NAPRIMER	 
��	 TEOREMA ����	 S U�ETOM OGRANI�ENIJ �����	
����� I NA�ALXNYH OCENOK �����	 ������ w REZULXTATE POLU�IM FUNKCII 
x��t�� 
y��t�� DLQ
KOTORYH WYPOLNQ�TSQ OCENKI

k 
x��t�� 
x��t�k � ���t�� k 
y��t�� 
y��t�k � ���t��

sLEDOWATELXNO	 S U�ETOM FORMULY nX�TONA�lEJBNICA	 POLU�IM NERAWENSTWA

kx��t�� x��t�k � r� �

Z t

�

���s� ds� �����

ky��t�� y��t�k � r� �

Z t

�

���s� ds� �����

dALEE	 NA OSNOWANII ����������� I TEOREMY O WYBORE IZMERIMOGO SELEKTORA	 OPREDE�
LQ�TSQ FUNKCII 
x��t�� 
y��t� I	 S U�ETOM �����	 �����	 POLU�A�TSQ SLEDU��IE OCENKI�

k 
x��t�� 
x��t�k � �
�
�F

�
t� x��t�� y��t�� �

�
� �F

�
t� x��t�� y��t�� �

��
�

� �l�
�
kx��t�� x��t�k� ky��t�� y��t�k

�
� �l�

�
r� � r� �

Z t

�

�
���s� � ���s�

�
ds
�
� ������

aNALOGI�NO POLU�IM NERAWENSTWO

k 
y��t�� 
y��t�k � l�

�
r� � r� �

Z t

�

�
���s� � ���s�

�
ds
�
� ������

iZ ������	 ������ SLEDU�T SOOTNO�ENIQ

kx��t�� x��t�k � �l�

�
�r� � r��t�

Z t

�

�t� s�
�
���s� � ���s�

�
ds
�
� ������
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ky��t�� y��t�k � l�

�
�r� � r��t�

Z t

�

�t� s�
�
���s� � ���s�

�
ds
�
� ������

dALXNEJ�IE POSTROENIQ PROWODQTSQ PO INDUKCII� w REZULXTATE POLU�A�TSQ SLE�
DU��IE OCENKI PRI n � � �

k 
xn���t�� 
xn�t�k � A���� n�
�
�r� � r��t

n�� �

Z t

�

�t� s�n��
�
���s� � ���s�

�
ds
�
� ������

k 
yn���t�� 
yn�t�k � B���� n�
�
�r� � r��t

n�� �

Z t

�

�t� s�n��
�
���s� � ���s�

�
ds
�
� ������

kxn���t�� xn�t�k � A���� n�
�
�r� � r��t

n�� �

Z t

�

�t� s�n��
�
���s� � ���s�

�
ds
�
� ������

kyn���t�� yn�t�k � B���� n�
�
�r� � r��t

n�� �

Z t

�

�t� s�n��
�
���s� � ���s�

�
ds
�
� ������

GDE

A���� n� �
�l���l� � l��

n��

�n� ���
� B���� n� �

l���l� � l��
n��

�n� ���
�

A���� n� �
�l���l� � l��

n��

�n� ���
� B���� n� �

l���l� � l��
n��

�n� ���
�

iZ ������������� SLEDUET	 �TO RQDY ����� QWLQ�TSQ RAWNOMERNO SHODQ�IMISQ NA OT�
REZKE 
���� I IH MOVNO PO�LENNO DIFFERENCIROWATX� pRI �TOM x�t�� y�t� QWLQETSQ
RE�ENIEM ZADA�I �����	 TAK KAK W USLOWIQH LEMMY MOVNO SDELATX PREDELXNYJ PERE�
HOD W �����	 ����� PRI n���

tEPERX IZ PERWOGO RAWENSTWA ����� I OCENOK �����	 �����	 ������	 ������ SLEDUET TRE�
BUEMOE SOOTNO�ENIE

kx�t�� a�t�k � r� �

Z t

�

���s� ds�

�

�X
n��

A���� n�
�
�r� � r��t

n�� �

Z t

�

�t� s�n��
�
���s� � ���s�

�
ds
�
�

�
�
� �E�t� ��

�
r� �E�t� ��r� �

Z t

�

�
� �E�t� s� ��

�
���s� ds�

Z t

�

E�t� s� �����s� ds�

tAKIM OBRAZOM	 LEMMA � DOKAZANA�
dALEE POTREBUETSQ �ASTNYJ SLU�AJ �TOJ LEMMY PRI r� � �� �� � const� �� �

const� tOGDA IZ OSNOWNOJ OCENKI POLU�IM NERAWENSTWO

kx�t�� a�t�k � r�q����� � d������ t � 
����� ������

GDE

q����� � � �E������

d����� �
E�����

�l� � l�
�

�

�l� � l�
���l� � �l�����

w SLEDU��EJ LEMME SIMWOL Z� OBOZNA�AET MNOVESTWO NEOTRICATELXNYH CELYH

�ISEL�
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lEMMA �� dLQ PROIZWOLXNYH POSTOQNNYH � � �� � � �� l � �� � � � I POSLEDOWA�
TELXNOSTI fzjg �j � Z��� UDOWLETWORQ��EJ NERAWENSTWAM

� � zj�� � zj�� � ��l� � ���

DLQ L�BOGO CELOGO � � j � ������� WYPOLNQETSQ OCENKA

zj � z� exp�l� �
�

l

�
exp�l�� �

�
�

dOKAZATELXSTWO� oBOZNA�IM

q � �� � ��l�� d � ����

pUSTX w�j�� j � Z� � RE�ENIE ZADA�I kO�I DLQ RAZNOSTNOGO URAWNENIQ

wj�� � wjq � d� w��� � z��

pOSKOLXKU zj � w�j� PRI L�BOM j I RE�ENIE ZADA�I kO�I

w�j� � z�q
j �

d

q � �
�qj � ���

TO

z�j� � z�q
j �

d

q � �
�qj � ��� ������

oSTAETSQ WOSPOLXZOWATXSQ WTORYM ZAME�ATELXNYM PREDELOM

qj � qp����� � �� � ��l�p����� 
 lim
���

�� � ��l�p����� � exp�l��

GDE p����� � ������� �TO I TREBOWALOSX� lEMMA � DOKAZANA�

��dOKAZATELXSTWO TEOREMY �

wWEDEM SETKU tj � j�� j � Z�� GDE POSTOQNNAQ � � �� I RASSMOTRIM PROIZWOLXNOE
RE�ENIE u�t� USREDNENNOJ ZADA�I ������ tOGDA

u�t� � �v�t�� v�t� � F��t� u�t���

tAK KAK PRI t � 
tj � tj��� IMEET IMEET MESTO NERAWENSTWO

�
�
F��t� uj�� F��t� u�t�

�
� l�kuj � u�t�k � l���m����

TO PO TEOREME O WYBORE SELEKTORA SU�ESTWUET FUNKCIQ

v��t� � F��t� uj�� t � 
tj � tj����

DLQ KOTOROJ

kv�t�� v��t�k � kv�t�� F��t� uj�k � �
�
F��t� u�t��� F��t� uj�

�
� ��l�m��

zDESX ISPOLXZUETSQ OBOZNA�ENIE uj � u�tj�� iZ POSLEDNEGO NERAWENSTWA SLEDUET OCEN�
KA ����� �

�

Z tj��

tj

�
v�t�� v��t�

�
dt

����� � �l�m�� �����
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pOSTROIM TEPERX FUNKCII

a� b � 
�� tk�� R
m �Rn � k � k������

GDE k����� � CELAQ �ASTX �ISLA ������� A TAKVE RE�ENIE x�t�� y�t� ZADA�I �����	
POSLEDOWATELXNO NA OTREZKAH 
tj � tj���� j � �� �� � � � � k � �� S�ITAQ	 �TO

a��� � x���� b��� � y����

sNA�ALA OPREDELIM SELEKTOR

v��t� � F��t� a���

KOTORYJ NA NA�ALXNOM OTREZKE POLAGAEM RAWNYM SELEKTORU v��t�� I FUNKCI�

a�t� � x� � �

Z t

�

v��s� ds� t � 
�� t���

zATEM ZAFIKSIRUEM NEKOTOROE �ISLO �� � �� tOGDA PO OSNOWNOMU USLOWI� ����� TEO�
REMY NA NA�ALXNOM OTREZKE 
�� t�� SU�ESTWUET RE�ENIE b�t� ZADA�I


b � G�t� a�� b� ��� b��� � y� �����

I SELEKTOR

v��t� � F
�
t� a�� b�t�� �

�
� t � 
�� t��� �����

DLQ KOTOROGO WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO����� �

�

Z tj��

tj

�v��t�� v��t�� dt

����� � �� �����

PRI DOSTATO�NO BOLX�OM � � �������
zAMETIM	 �TO SPRAWEDLIWY NERAWENSTWA

k 
a�t�� �F
�
t� a�t�� b�t�� �

�
k � �

�
�F

�
t� a�� b�t�� �

�
� �F

�
t� a�t�� b�t�� �

��
�

� �
�
l�ka� � a�t�k� 	����

�
� �

�
�l�m��� 	����

�
�

aNALOGI�NO MOVNO ZAKL��ITX	 �TO

k
b�t��G�t� a�t�� b�t�� ��k � �
�
G
�
t� a�� b�t�� �

�
� G
�
t� a�t�� b�t�� �

��
�

� l�ka� � a�t�k� 	���� � �l�m��� 	�����

wWEDEM OBOZNA�ENIQ�

����� � �
�
�l�m��� 	����

�
� ����� � �l�m��� 	����� �����

tOGDA NA OSNOWANII LEMMY � SU�ESTWUET RE�ENIE x�t�� y�t� ZADA�I �����	 DLQ KOTO�
ROGO WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO ������	 GDE NEOBHODIMO PRINQTX r� � �� w REZULXTATE

POLU�IM OCENKU

kx�t�� a�t�k � d������ �����

dOPUSTIM TEPERX	 �TO PRI t � 
�� tj � FUNKCII a�t�� b�t� I RE�ENIE x�t�� y�t� ZADA�I
����� OPREDELENY� tOGDA POLOVIM

x�tj� � xj � y�tj� � yj � a�tj� � aj � b�tj� � yj �
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TO ESTX FUNKCII x� y� a PRODOLVA�TSQ NEPRERYWNO	 A FUNKCIQ b� WOOB�E GOWORQ	
RAZRYWNAQ� fUNKCIQ b�t� NA OTREZKE 
tj � tj��� WYBIRAETSQ IZ RE�ENIJ ZADA�I


b�t� � G
�
t� aj � b�t�� �

�
� b�tj� � yj �����

TAK	 �TOBY NA OSNOWANII USLOWIQ ����� WYPOLNQLOSX NERAWENSTWO

�

�
�

�

Z tj��

tj

F��t� aj� dt�
�

�

Z tj��

tj

F
�
t� aj � b�t�� �

�
dt

�
� ��� � � ������� �����

pOSKOLXKU

�
�
F��t� aj�� F��t� uj�

�
� l�kaj � ujk�

TO SU�ESTWUET SELEKTOR v��t� � F��t� aj�� DLQ KOTOROGO

kv��t�� v��t�k � kv��t�� F��t� aj�k � �
�
F��t� aj�� F��t� uj�

�
� l�kaj � ujk� �����

sOGLASNO ����� DLQ SELEKTORA v��t� NAJDETSQ SELEKTOR

v��t� � F
�
t� aj � b�t�� �

�
�

DLQ KOTOROGO ����� �

�

Z tj��

tj

�
v��t�� v��t�

�
dt

����� � ��� ������

nA OSNOWANII �����	 ������ POLU�IM����� �

�

Z tj��

tj

�
v��t�� v��t�

�
dt

����� �

�

����� �

�

Z tj��

tj

�
v��t�� v��t�

�
dt

������
����� �

�

Z tj��

tj

�
v��t�� v��t�

�
dt

����� �
� l�kaj � ujk� ��� t � 
tj � tj���� ������

tOGDA IZ ����� I ������ SLEDUET

ku�tj���� a�tj���k � kuj � ajk�

�����
Z t

tj

�
v�s�� v��s�

�
ds

����� �

� kuj � ajk�

�����
Z t

tj

�
v�s�� v��s�

�
ds

������
�����
Z t

tj

�
v��s�� v��s�

�
ds

����� �
� kuj � ajk� ��

�
�l�m��� �� � l�kuj � ajk

�
�

� �� � ��l��kuj � ajk� ����� � ��l�m���

tAKIM OBRAZOM PRIHODIM K OCENKE

kuj�� � aj��k � �� � ��l��kuj � ajk� ����� � ��l�m��� ������

sLEDOWATELXNO	 FUNKCIQ a PRODOLVENA NA OTREZOK 
tj � tj����



dOKAZATELXSTWO TEOREM USREDNENIQ DLQ DIFFERENCIALXNYH WKL��ENIJ ��

sOGLASNO LEMME �	 GDE ������ ����� OPREDELQ�TSQ RAWENSTWAMI �����	 NA OTREZKE

tj � tj��� SU�ESTWUET RE�ENIE x�t�� y�t� DIFFERENCIALXNOGO WKL��ENIQ ����� S NA�
�ALXNYMI USLOWIQMI

x�tj� � xj � y�tj� � yj �

DLQ KOTOROGO IMEET MESTO OCENKA ������� w �ASTNOSTI	 PRI t � tj�� POLU�IM

kxj�� � aj��k � kxj � ajkq����� � d������ ������

tAKIM OBRAZOM	 RE�ENIE ZADA�I POSTROENO NA OTREZKE 
�� tj���� A SLEDOWATELXNO	
PO INDUKCII ONO POSTROENO I NA WSEM OTREZKE 
�� tk�� GDE k � k������

pO LEMME � IZ ������ NA OSNOWANII OCENKI ������ I NERAWENSTW

q�����j �

�
� �

�l�
�l� � l�

	
exp

�
��l� � l��t

�
� �


�j

�

�

�
� �

�l�
�l� � l�

	
exp

�
��l� � l���

�
� �


�p�����

�

� exp

�
l�

���l� � l��

	
exp

�
���l� � l�

�

� �

�
�

GDE p����� � ������� POLU�IM

kxj � ajk �
Q�����d�����

E�����
� j � �� �� � � � � k������ ������

GDE

Q����� � exp

�
l�

���l� � l��

exp����l� � l��� ��� �

�
�

tAK KAK
d�����

E�����
�

����� � �����

�l� � l�
�

��������l� � �����l��

l�
exp����l� � l���� ��
� ������

GDE

������ � ������� � ��l�m� � 	�����

TO IZ ������	 ������ SLEDUET	 �TO PRI FIKSIROWANNOM� � � PREDEL PRAWOJ �ASTI ������
PRI � � � RAWEN �� PO�TOMU SU�ESTWUET TAKOE �� � ����� � �� �TO NERAWENSTWO
� 
 � � �� WLE�ET OCENKU

kxj � ajk � ���� j � �� �� � � � � k������ ������

tEPERX NA OSNOWE ������ I LEMMY � OCENIM OTKLONENIE RE�ENIQ u OT FUNKCII a W
UZLAH SETKI	 POLU�IM

kuj � ajk �
�� � ��l�m�

l�

�
exp�l��� �

�
� j � �� �� � � � � k������ ������

oSTAETSQ PO ZADANNOMU � � � WYBRATX SNA�ALA �ISLO �� � � TAK	 �TOBY

��
l�

�
exp�l��� �

�
�

�

�
�
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ZATEM OPREDELITX � � ������ I	 NAKONEC	 OGRANI�ITX SWERHU MALYJ PARAMETR �
WELI�INOJ

�� �
�l�

��l�m�

�
exp�l��� �

���
�

tOGDA PRAWAQ �ASTX NERAWENSTWA ������ PRI � � �� NE PREWOSHODIT WELI�INY ���� A
PO�TOMU

kuj � ajk � ���� j � �� �� � � � � k������� ������

iZ ������	 ������ POLU�IM

kxj � ujk � ���� j � �� �� � � � � k������� ������

dLQ TOGO �TOBY POLU�ITX OCENKU OTKLONENIQ FUNKCII x OT RE�ENIQ USREDNENNOJ
ZADA�I u PRI L�BOM t � 
�� ����� DOSTATO�NO S�ITATX	 �TO

� � �� �
�

�m���
�

GDE POSTOQNNAQ m� � � QWLQETSQ OB�EJ DLQ OTOBRAVENIJ F� F� IZ USLOWIJ IH OGRA�
NI�ENNOSTI�

tAKIM OBRAZOM	 ESLI PRINQTX

�� � minf��� ��� ��g�

TO

kx�t�� u�t�k � �� t � 
�� �����

PRI USLOWII	 �TO � 
 � � ���
tEOREMA �	 SLEDOWATELXNO	 DOKAZANA�

��dOKAZATELXSTWO TEOREMY �

pUSTX x�t�� y�t� � PROIZWOLXNOE RE�ENIE ZADA�I ������ pOLOVIM


x�t� � �v�t�� v�t� � F
�
t� x�t�� y�t�� �

�
xj � x�tj�� tj � j�� j � Z�� � � �� tAK KAK PRI t � 
tj � tj���

�
�
F
�
t� xj � y�t�� �

�
� F
�
t� x�t�� y�t�� �

��
� l�kx�t�� x�k� 	���� � l���m��� � 	�����

TO SU�ESTWUET SELEKTOR v��t� � F
�
t� xj � y�t�� �

�
� DLQ KOTOROGO

kv�t�� v��t�k � ��l�m� � 	����� �����

dALEE	 RASSMOTRIM ZADA�U


� � G�t� xj � �� ��� ��tj� � y�tj�� �����

tAK KAK

k 
y�t��G�t� xj � y�t�� ��k � �
�
G
�
t� xj � y�t�� �

�
� G
�
t� x�t�� y�t�� �

��
� l���m��� � 	�����
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TO PO TEOREME O NEPRERYWNOJ ZAWISIMOSTI RE�ENIJ DIFFERENCIALXNOGO WKL��ENIQ

OT PRAWOJ �ASTI �SM� OCENKU ������ PRI l� � �� SU�ESTWUET RE�ENIE ��t� ZADA�I �����	
DLQ KOTOROGO

ky�t�� ��t�k � ��t� tj � ��� t � 
tj � tj���� �����

GDE

��t� �� �
�
��m� � 	�����l�

�

exp

�
l��t� tj�

�
� ���

pOSKOLXKU

�
�
F
�
t� xj � y�t�� ��� F

�
t� xj � ��t�� �

��
� l���t� tj � ���

TO SU�ESTWUET SELEKTOR

v��t� � F
�
t� xj � ��t�� �

�
�

DLQ KOTOROGO

kv��t�� v��t�k � l���t� tj � ��� t � 
tj � tj���� �����

iZ USLOWIQ ����� SLEDUET	 �TO DLQ NEKOTOROGO SELEKTORA v��t� � F��t� xj� WYPOL�
NQETSQ NERAWENSTWO

kv��t�� v��t�k � ��� � � ������� �����

tEPERX POSTROIM FUNKCI�

a � 
�� tk�� R
m � k � k������

KOTORU� OPREDELIM SOOTNO�ENIEM

a�t� � x� � �

Z t

�

v	�s� ds�

GDE SELEKTOR v	�s� � F��t� aj�� W SWO� O�EREDX	 STROITSQ POSLEDOWATELXNO NA OTREZKAH

tj � tj���� j � �� �� � � � � k � � WMESTE S FUNKCIEJ a SLEDU��IM OBRAZOM�

tAK KAK a��� � x���� TO NA NA�ALXNOM OTREZKE POLAGAEM v	�t� � v��t�� tEM SAMYM

OPREDELQETSQ ZNA�ENIE a� � a�t��� dOPUSTIM TEPERX	 �TO NA OTREZKE 
�� tj � FUNKCIQ
a�t� OPREDELENA� tOGDA

�
�
F��t� xj�� F��t� aj�

�
� l�kxj � ajk�

sLEDOWATELXNO	 SU�ESTWUET SELEKTOR v	�t� � F��t� aj�� DLQ KOTOROGO IMEET MESTO NE�
RAWENSTWO

kv��t�� v	�t�k � l�kxj � ajk� �����

tEM SAMYM FUNKCIQ a�t� STANOWITSQ OPREDELENNOJ NA OTREZKE 
�� tj���� A ZNA�IT	 I
NA WSEM OTREZKE 
�� tk��

iZ �����	 �����	 ����� POLU�IM OCENKU

kxj�� � aj��k � kxj � ajk� �

�����
Z tj��

tj

�
v�s�� v	�s�

�
ds

����� �

� kxj � ajk� �

�����
Z tj��

tj

�
v�s�� v��s�

�
ds

������ �

�����
Z tj��

tj

�
v��s�� v��s�

�
ds

������
��

�����
Z tj��

tj

�
v��s�� v��s�

�
ds

������ �

�����
Z tj��

tj

�
v��s�� v	�s�

�
ds

����� �
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� �� � ��l��kxj � ajk� �
�
��l�m� � 	���� � l����� �� � ��

�
�

tAKIM OBRAZOM	 PRIHODIM K NERAWENSTWU

kxj�� � aj��k � �� � ��l��kxj � ajk� d����� ���� �����

GDE d����� ��� � �
�
��l�m� � 	���� � l����� �� � ��

�
�

iZ LEMMY � I ����� POLU�IM

kxj � ajk � l���
�

����� � ��

��
exp�l��� �

�
� j � �� �� � � � � k �����

GDE 
����� � ��l�m� � 	���� � l����� ��� tEPERX STROIM RE�ENIE u�t� ZADA�I ������
pO OPREDELENI� FUNKCII a�t� PRI t � 
�� t�� IMEET MESTO OCENKA

k 
a�t�� �F��t� a�t��k � �
�
�F��t� a��� �F�

�
t� a�t�

��
� �l�ka� � a�t�k � �l����m���

GDE a� � x�� pO�TOMU IZ LEMMY � �SM� ������ PRI r� � r� � �� � l� � �� SLEDUET	 �TO
SU�ESTWUET RE�ENIE ZADA�I �����	 DLQ KOTOROGO

ku�t�� a�t�k � ���l�m�
exp��l�t�� �


�

dOPUSTIM	 �TO NA OTREZKE 
�� tj � RE�ENIE ZADA�I ����� POSTROENO� tOGDA PRI t �

tj � tj��� IMEEM

k 
a�t�� �F��t� a�t��k � �
�
�F��t� a��� �F��t� a�t�

�
� �l�ka� � a�t�k � �l����m���

pO�TOMU SU�ESTWUET RE�ENIE DIFFERENCIALXNOGO WKL��ENIQ ����� S NA�ALXNYMI
USLOWIQMI u�tj� � uj � DLQ KOTOROGO PRI t � 
tj � tj��� IMEET MESTO OCENKA

ku�t�� a�t�k � kuj � ajk exp��l��t� tj�� � ���l�m�
exp
�
�l��t� tj�

�
� ���

tAKIM OBRAZOM	 IMEEM NERAWENSTWO

kuj�� � aj��k � kuj � ajk exp
�l��� � ���l�m�
exp��l���� ���

oTS�DA PO LEMME � POLU�IM

kuj � ajk � ���l�m��exp�l��� ��� j � �� �� � � � � k� �����

iZ �����	 ����� SLEDUET

kxj � ujk �
��
l��� �
����� � ��

�
� ���l�m�

�

exp�l��� �� ������

PRI L�BOM j � �� �� � � � � k������
tAKIM OBRAZOM	 ESLI SNA�ALA WYBRATX �� IZ USLOWIQ

��
�
exp�l��� �

�
� ����

ZATEM ZAFIKSIROWATX � � ������ I OPREDELITX �ISLO �� � � TAK	 �TOBY PRI � �
��� ��� WYPOLNQLOSX NERAWENSTWO�

l��� �
����� � ���l�m�

��
exp�l��� �

�
� ����
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TO IZ ������ POLU�IM

kxj � ujk � ���� j � �� �� � � � � k������ ������

oGRANI�IM TEPERX MALYJ PARAMETR � SWERHU �ISLOM �� � � TAK	 �TOBY PRI � �
��� ��� WYPOLNQLOSX NERAWENSTWO

��m�� � ����

tOGDA IZ ������ I OGRANI�ENNOSTI OTOBRAVENIJ F� F� SLEDUET OCENKA

kx�t�� u�t�k � kxj � ujk� ��m�� � �

PRI L�BOM t � ��� ����� GDE � � ��� ���� �� � minf��� ��g� tEOREMA � DOKAZANA�
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