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oDNIM IZ SLEDSTWIJ ZNaMENITOJ TEOREMY hOLLa O TRaNSWERSaLQH QWLQET�
SQ TEOREMa raJZERa O SU�ESTWOWaNII ������MaTRICY S ZaDaNNYMI WEKTORaMI
STRO�NYH I STOLBCOWYH SUMM�

w NaSTOQ�EJ STaTXE ISSLEDOWaNa ZaDa�a O WOSSTaNOWLENII ������MaTRICY
PO NESKOLXKO BOLEE TO�NOJ INFORMaCII � DLINaM BLOKOW IZ EDINIC W KaV�
DOJ LINII� w STaTXE WWEDENO PONQTIE J�KODa MaTRICY I RaSSMOTREN ODIN KLaSS
MaTRIC� DLQ KOTOROGO NaJDENY USLOWIQ RaZRE�IMOSTI I POSTROEN aLGORITM WOS�
STaNOWLENIQ� taKVE RaSSMOTRENY J�INWaRIaNTY � FUNKCII OT MaTRIC� PRI�
NIMa��IE ODINaKOWYE ZNa�ENIQ DLQ MaTRIC S ODNIM I TEM VE J�KODOM�

pOSTaNOWKa ZaDa�I

bUDEM RaSSMaTRIWaTX �����	MaTRICY�pOD BLOKOM� SOSTOQ�IM IZ EDINIC �DaLEE

PROSTO BLOKOM�� BUDEM PONIMaTX MaKSIMaLXNU� POSLEDOWaTELXNOSTX IZ EDINIC W

DaNNOJ LINII MaTRICY 
 STROKE ILI STOLBCE� dLQ KaVDOJ STROKI I DLQ KaVDOGO
STOLBCa WYPI�EM DLINY BLOKOW� SODERVa�IHSQ W DaNNOJ LINII� w REZULXTaTE PO�
LU�aETSQ J�KONFIGURaCIQ� KOTORaQ W RaZGOWORNOM QZYKE NaZYWaETSQ QPONSKIM KROSS�

WORDOM �SM� RaZDEL ���
pRIMER�nIVE PRIWEDENa �����	MaTRICa I SOOTWETSTWU��aQ EJ J	KONFIGURaCIQ�
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WERSITETA� ������� G�saMaRa� UL� aKaD� paWLOWa� �� helge����	mail�ru

�kOWaLENKO eWGENIQ sERGEEWNa� KaFEDRa aLGEBRY I GEOMETRII saMaRSKOGO GOSUDaRSTWENNOGO UNI�
WERSITETA� ������� G�saMaRa� UL� aKaD� paWLOWa� �� danajane	mail�ru

�fROLOW iLXQ sERGEEWI�� KaFEDRa aLGEBRY I GEOMETRII saMaRSKOGO GOSUDaRSTWENNOGO UNIWER�
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daNNU� J	KONFIGURaCI� MOVNO ZaKODIROWaTX W WIDE ODNOJ STRO�KI�

��� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� � j �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� � ���

taKU� ZaPISX BUDEM NaZYWaTX J	KODOM MaTRICY�
tERMIN �KONFIGURaCIQ� W KOMBINaTORNOM aNaLIZE OBY�NO OTNOSITSQ K PROIZ�

WOLXNOMU SEMEJSTWU PODMNOVESTW NEKOTOROGO KONE�NOGO MNOVESTWa� pONQTIE J	KON�
FIGURaCII TaKVE MOVNO BYLO BY FORMaLIZOWaTX KaK PROIZWOLXNU� UPORQDO�ENNU�

SISTEMU PODMNOVESTW KONE�NOGO UPORQDO�ENNOGO MNOVESTWa� oDNaKO W SWQZI S TEM�
�TO MY BUDEM RaSSMaTRIWaTX �����	MaTRICY� a NE SISTEMY RaZLI�NYH PREDSTaWITE�
LEJ� STROGO OPREDELIM I BUDEM POLXZOWaTXSQ W DaLXNEJ�EM PONQTIEM J	KODa�

oPREDELENIE� pUSTX W �����	MaTRICE A � �aij� RaZMERa m � n W i�J STROKE

IMEETSQ ki BLOKOW IZ EDINIC DLINOJ

�i�� �i�� � � � � �iki

SOOTWETSTWENNO� a W j�M STOLBCE IMEETSQ lj BLOKOW IZ EDINIC DLINOJ

�j�� �j�� � � � � �jlj

SOOTWETSTWENNO� tOGDa J�KODOM MaTRICY A BUDEM NaZYWaTX ZaPISX WIDa

����� ���� � � � � ��k� � � � � ��m�� �m�� � � � � �mkm j ���� ���� � � � � ��l� � � � � ��n�� �n�� � � � � �nln��

o�EWIDNO� �TO J	KOD MaTRICY A OBLaDaET SWOJSTWOM

mX
i��

kiX
j��

�ij �
nX
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liX
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�ij � N�

GDE N 
 �ISLO EDINIC W MaTRICE A�
taKIM OBRaZOM� LEWaQ �aSTX J	KODa �SLEWa OT SIMWOLa �j�� I PRaWaQ EGO �aSTX


PLOSKIE KOMPOZICII� ODNOGO I TOGO VE �ISLa N I MOGUT BYTX PREDSTaWLENY W WIDE

DWUMERNYH TaBLIC IZ NEOTRICaTELXNYH CELYH �ISEL� SUMMa KOTORYH RaWNa N �

��� ��� � � � ��k� ��� ��� � � � ��l�
��� ��� � � � ��k� ��� ��� � � � ��l�
� � � � � � � �
�m� �m� � � � �mkm �n� �n� � � � �nln �

dLQ WYRaWNIWaNIQ TaBLIC SLEWa ILI SPRaWa MOVNO DOBaWITX NULI�
oBE TaBLICY� WZQTYE W SOWOKUPNOSTI� BUDEM NaZYWaTX DWOJNOJ PLOSKOJ KOMPOZI�

CIEJ�
oSOBYJ INTERES PREDSTaWLQ�T SLEDU��IE WOPROSY�

�� uSLOWIQ RaZRE�IMOSTI� PRI KaKIH USLOWIQH DWOJNaQ PLOSKaQ KOMPOZICIQ QW�
LQETSQ J	KODOM NEKOTOROJ �����	MaTRICY�

�� aLGORITM WOSSTaNOWLENIQ� KaK MOVNO WOSSTaNOWITX �����	MaTRICU PO ZaDaNNO�
MU J	KODU �TOJ MaTRICY�

� uSLOWIQ EDINSTWENNOSTI� PRI KaKIH USLOWIQH Na J	KOD SOOTWETSTWU��aQ EMU
�����	MaTRICa EDINSTWENNa�

�tERMIN� aNaLOGI�NYJ PLOSKIM RaZBIENIQM 
���



J�KONFIGURaCII ������MaTRIC I IH INWaRIaNTY �

raSSMOTRIM KLaSSM��j�� �����	MaTRIC S FIKSIROWaNNYM J	KODOM ��j��� pRIWE�
DENNYE WY�E WOPROSY MOGUT BYTX PEREFORMULIROWaNY SLEDU��IM OBRaZOM�

pRI KaKIH USLOWIQH Na PLOSKU� KOMPOZICI� ��j�� KLaSSM��j�� NE PUST� a PRI Ka�
KIH
 SODERVIT EDINSTWENNU� MaTRICU� w SLU�aE NEODNOZNa�NOSTI RE�ENIQ ZaDa�I
WOSSTaNOWLENIQ INTERESEN TaKVE WOPROS OB OCENKE �ISLa MaTRIC W KLaSSE M��j���

w NaSTOQ�EJ RaBOTE RaSSMaTRIWaETSQ LI�X ODNO SEMEJSTWO MaTRIC �NaZWaNNYH
NaMI puddle	MaTRICaMI�� DLQ KOTORYH BYLI NaJDENY USLOWIQ RaZRE�IMOSTI I PO�
STROEN aLGORITM WOSSTaNOWLENIQ�pOMIMO �TOGO RaSSMOTRENY J	INWaRIaNTY
 FUN�
KCII OT MaTRICY� POSTOQNNYE Na KaVDOM KLaSSE M��j���

sLEDUET OTMETITX� �TO aWTORaMI POSTROEN I W OB�EM SLU�aE aLGORITM WOSSTaNOW�
LENIQ� ODNaKO NE QWLQ��IJSQ POLINOMIaLXNYM� pOISK VE KRITERIEW RaZRE�IMOS�
TI I EDINSTWENNOSTI� a TaKVE OCENKa �ISLa MaTRIC W KLaSSE M��j�� OKaZYWa�TSQ
WESXMa TRUDNYMI ZaDa�aMI I POLNOSTX� NE RE�ENY�

��zaDa�a raJZERa

w �� IZU�aLaSX ZaDa�a O WOSSTaNOWLENII �����	MaTRICY PO EE WEKTORaM STRO�NYH
SUMM I STOLBCOWYH SUMM� iZLOVIM KRaTKO NEKOTORYE EE aSPEKTY�

pUSTX �����	MaTRICa A RaZMERa m � n S �ISLOM EDINIC N SODERVIT ri EDI�
NIC W i�J STROKE I sj EDINIC W j�M STOLBCE� wEKTORY R � �r�� r�� � � � � rm� I S �
�s�� s�� � � � � sn� NaZYWa�TSQ SOOTWETSTWENNO WEKTOROM STRO�NYH SUMM I WEKTOROM

STOLBCOWYH SUMM� o�EWIDNO� �TO

mX
i��

ri �

nX
j��

sj � N�

T�E� R I S PREDSTaWLQ�T SOBOJ DWE KOMPOZICII ODNOGO I TOGO VE �ISLa N � bUDEM
NaZYWaTX DWOJNU� KOMPOZICI� �R�S� L�KODOM MaTRICY A�

zaDaNNaQ DWOJNaQ KOMPOZICIQ �R�S� OPREDELQET KLaSS A�R�S�� SOSTOQ�IJ IZ WSEH
�����	MaTRIC RaZMERam�n� IME��IH WEKTOR STRO�NYH SUMM R I WEKTOR STOLBCOWYH

SUMM S� pRI KaKIH USLOWIQH Na WEKTORY R I S KLaSS A�R�S� NE PUST� tO� �TO
WEKTORY R I S DOLVNY OBRaZOWYWaTX DWOJNU� KOMPOZICI� ODNOGO I TOGO VE �ISLa�
NE QWLQETSQ DOSTaTO�NYM USLOWIEM� KaK POKaZYWaET SLEDU��IJ PRIMER�

pRIMER� pUSTX R � ��� �� ��� S � �� � �� ��� l�BaQ �����	MaTRICa S L	KODOM
�R�S� DOLVNa SODERVaTX �POSLE SME�ENIQ WSEH EDINIC MaKSIMaLXNO WLEWO I WWERH�
�UGOLOK� WIDa�
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I� SLEDOWaTELXNO� �ISLO EDINIC DOLVNO UDOWLETWORQTX NERaWENSTWU N � ���
pUSTX X � �x�� � � � � xn�� Y � �y�� � � � � yn� 
 WEKTORY IZ Rn I x� � x� � � � � � xn�

y� � � � � � yn 
 PERESTaNOWKI IH KOORDINaT PO NEWOZRaSTaNI�� wWEDEM Na Rn �aS�
TI�NYJ PORQDOK �� bUDEM GOWORITX� �TO WEKTOR Y MaVORIRUET WEKTOR X � X � Y�
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pUSTX R � �r�� r�� � � � � rm� � Z
m� � � ri � n� pOLOVIM

r�j � jfi � ri � jgj �j � �� � � � � n��
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o�EWIDNO� ESLI R 
 KOMPOZICIQ �ISLa N � TO I R� � �r�� � � � � � r
�

n� 
 KOMPOZICIQ

�ISLa N � kLaSS A�R�R�� NE PUST� EMU PRINaDLEVIT� KaK LEGKO UBEDITXSQ� MaTRICa

A� � �a�ij�� a�ij �

�
�� ESLI ri � j�

�� ESLI ri � j�

NaZYWaEMaQ MaKSIMaLXNOJ MaTRICEJ S WEKTOROM STRO�NYH SUMM R�
tEOREMa �� pUSTX R � �r�� � � � � rm� I S � �s�� � � � � sn� 
 DWa WEKTORa S CELYMI

NEOTRICaTELXNYMI KOMPONENTaMI� kLaSS A�R�S� BUDET NEPUSTYM TOGDa I TOLXKO

TOGDa� KOGDa S � R� ���
raSSMOTRIM PREOBRaZOWaNIE� KOTOROE OSU�ESTWLQET PERESTaNOWKU DIaGONaLEJ W

PODMaTRICE ��� WIDa
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�
� a WSE OSTaLXNYE �LEMENTY MaTRICY

OSTaWLQET NETRONUTYMI� bUDEM NaZYWaTX EGO �LEMENTaRNYM D�PREOBRaZOWaNIEM �W
�� TaKOE PREOBRaZOWaNIE NaZWaNO �ZaMENOJ���

tEOREMa �� pUSTX MaTRICY A I B PRINaDLEVaT KLaSSU A�R�S�� tOGDa MaT�
RICa A MOVET BYTX S POMO�X� KONE�NOGO �ISLa �LEMENTaRNYH D	PREOBRaZOWaNIJ
PRIWEDENa K MaTRICE B ���

��Puddle�MaTRICY

oPREDELENIE� �����	MaTRICU A � �aij� RaZMERa m � n BUDEM NaZYWaTX puddle�

MaTRICEJ� ESLI WYPOLNQ�TSQ SLEDU��IE DWa USLOWIQ�

a� W L�BOJ STROKE SU�ESTWUET ROWNO ODIN NEPUSTOJ BLOK� SOSTOQ�IJ IZ EDINIC�

B� W KaVDOJ POSLEDU��EJ STROKE BLOK NE MOVET Na�INaTXSQ I KON�aTXSQ LEWEE
SOOTWETSTWENNO Na�aLa I KONCa BLOKa W PREDYDU�EJ STROKE�

ruddle	MaTRICY MOGUT BYTX RaSSMOTRENY S POZICII TEORII RaZBIENIJ ���� dLQ
UDOBSTWa IZLOVENIQ POD RaZBIENIEM BUDEM PONIMaTX POSLEDOWaTELXNOSTX CELYH NE�
OTRICaTELXNYH �ISEL� UPORQDO�ENNYH PO NEUBYWaNI��

� � ���� ��� � � � � �r�� �� � �� � � � � � �r�

oBOZNa�IM �EREZ l��� �ISLO NENULEWYH �aSTEJ RaZBIENIQ ��
dIaGRaMMOJ RaZBIENIQ � BUDEM NaZYWaTX MNOVESTWO TO�EK

f�i� j� � Z� � � � j � �ig�

PRI�EM PRIMEM SOGLa�ENIE O TOM� �TO i ESTX INDEKS STROKI� a j 
 INDEKS STOLBCa�
oPREDELENIE� pUSTX ODNa IZ DIaGRaMM SODERVIT W SEBE DRUGU�� � � �� T�E�

�i � �i� � � i � l���� tOGDa KOSOGRaMMOJ �KOSOJ DIaGRaMMOJ� � � � NaZYWaETSQ
TEORETIKO�MNOVESTWENNaQRaZNOSTX DIaGRaMM � I �� tRaNSPONIROWaNNaQ KOSOGRaMMa
��� ��� � �� � �� POLU�aETSQ PRI SMENE ROLEJ STROK I STOLBCOW� PRI�EM� O�EWIDNO�

��i � maxfj � �j � ig� ��i � maxfj � �j � ig�

kOSOGRaMMU �� � BUDEM NaZYWaTX STROGOJ� ESLI NERaWENSTWa �i � �i STROGIE�
pREDLOVENIE �� sU�ESTWUET WZaIMNO ODNOZNa�NOE SOOTWETSTWIE MEVDU MNO�

VESTWaMI puddle	MaTRIC I STROGIH KOSOGRaMM�



J�KONFIGURaCII ������MaTRIC I IH INWaRIaNTY �

dOKaZaTELXSTWO� dEJSTWITELXNO� KaVDOJ KOSOGRaMME � � � MOVNO POSTaWITX
W SOOTWETSTWIE puddle	MaTRICU A � �aij� PORQDKa m � n� GDE m � l���� n � �m� S
�LEMENTaMI

aij �

�
�� ESLI �i � j � �i�

�� ESLI j � �i ILI j � �i�

oBRaTNO� PO MaTRICE A KOSOGRaMMa �� � WOSSTaNaWLIWaETSQ POSREDSTWOM FORMUL�

�i � maxfj � aij � �g� �i � minfj � aij � �g � ��

pRIMER� eSLI � � ��� �� �� ��� � � ��� �� � ��� TO KOSOGRaMMa ��� I SOOTWETSTWU�
��aQ puddle	MaTRICa IME�T WID�

�
	 	 � �
	 	 	 �
	 	 	 	 �

�
BB�

� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �

�
CCA �

raSSMOTRIM ZaDa�U O WOSSTaNOWLENII puddle	MaTRICY �ILI SOOTWETSTWU��EJ KO�
SOGRaMMY �� �� PO POSLEDOWaTELXNOSTI ���� � � � � �m�� �i � �i � �i� KOTORU� BUDEM

NaZYWaTX BOKOWYM KODOM puddle	MaTRICY� �Ta ZaDa�a IMEET EDINSTWENNOE RE�ENIE�
ESLI puddle	MaTRICa UDOWLETWORQET DOPOLNITELXNOMU USLOWI� NORMaLXNOSTI�

oPREDELENIE� ruddle�MaTRICa BEZ NULEWYH STOLBCOW NaZYWaETSQ NORMaLXNOJ�
ESLI WYPOLNQETSQ SLEDU��EE USLOWIE� WO WSQKIH DWUH SOSEDNIH STROKaH MaTRICY
LIBO LEWYE� LIBO PRaWYE GRaNICY BLOKOW IZ EDINIC SOWPaDa�T�


i � ���m� �� ��i � �i�� ILI �i � �i����

pREDLOVENIE �� nORMaLXNaQ puddle	MaTRICa ODNOZNa�NO WOSSTaNaWLIWaETSQ
PO SWOEMU BOKOWOMU KODU�

dOKaZaTELXSTWO� dEJSTWITELXNO� ZNa�ENIQ �i� �i� i � �� � � � �m MOGUT BYTX WY�
�ISLENY S POMO�X� FORMUL�

�� � ��� �� � ��

�i�� � �i� �i�� � �i � �i�� � �i � �i � �i�� PRI �i�� � �i�

�i�� � �i � �i�� � �i � �i�� � �i� �i�� � �i PRI �i�� � �i�

eSLI USLOWIQ NORMaLXNOSTI NE PRIDERVIWaTXSQ� TO puddle	MaTRICa WOSSTaNaWLI�
WaETSQ PO BOKOWOMU KODU NE EDINSTWENNYM OBRaZOM�

pREDLOVENIE �� w PREDPOLOVENII� �TO MaTRICa IMEET FIKSIROWaNNYJ RaZMER
m� n� �ISLO puddle	MaTRIC S FIKSIROWaNNYM BOKOWYM KODOM RaWNO Cm

m�n�k� GDE

k � �� �
m��X
i��

��i�� ���i�
�
x ��y �

�

�
�x� y � jx� yj�

�


 �ISLO STOLBCOW W NORMaLXNOJ puddle	MaTRICE S DaNNYM BOKOWYM KODOM�
dOKaZaTELXSTWO� dEJSTWITELXNO� BLOK IZ EDINIC W KaVDOJ STROKE MaTRICY MO�

VET BYTX SDWINUT WPRaWO OTNOSITELXNO EGO POLOVENIQ W NORMaLXNOJ puddle	MaTRI�
CE� pUSTX si 
 WELI�INa SDWIGa W i�J STROKE� tOGDa DOLVNO WYPOLNQTXSQ USLOWIE�

mX
i��

si � n� k�
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�ISLO WSEH CELYH NEOTRICaTELXNYH RE�ENIJ �TOGO NERaWENSTWa RaWNO Cm
m�n�k�

wERNEMSQ TEPERX K WOPROSU O RaZRE�IMOSTI W PRIMENENII K puddle	MaTRICaM�
pRI KaKIH USLOWIQH DWOJNaQ KOMPOZICIQ QWLQETSQ J	KODOM puddle	MaTRICY� J	KOD
�DLQ RaSSMaTRIWaEMOGO KLaSSa MaTRIC ON TaKVE QWLQETSQ L	KODOM�� SOOTWETSTWU��
�IJ KOSOGRaMME �� �� PREDSTaWLQET SOBOJ DWOJNU� KOMPOZICI� �ISLa N �

�a j b� � �a�� � � � � am j b�� � � � � bn�� a� � � � �� am � b� � � � �� bn � N�

PRI�EM ai � �i��i� bj � ��j��
�

j � dWOJNU� KOMPOZICI� BUDEM NaZYWaTX POLOVITELX�
NOJ� ESLI WSE �ISLa ai� bj � i � �� � � � �m� j � �� � � � � n� a TaKVE m I n POLOVITELXNY�
gEOMETRI�ESKI �TO OZNa�aET� �TO SOOTWETSTWU��aQ KOSOGRaMMa NEPUSTaQ I SWQZNaQ�

oPREDELENIE� pOSLEDOWaTELXNOSTX c�� � � � � cn NaZYWaETSQ UNIMODaLXNOJ POSLE�

DOWaTELXNOSTX� S MaKSIMUMOM� ESLI SU�ESTWUET k TaKOE� �TO

c� � � � � � ck�� � ck � ck�� � � � � � cn�

UNIMODaLXNOJ POSLEDOWaTELXNOSTX� S MINIMUMOM� ESLI SU�ESTWUET k TaKOE� �TO

c� � � � � � ck�� � ck � ck�� � � � � � cn�

tEOREMa �� J	KOD �����	MaTRICY A QWLQETSQ POLOVITELXNOJ DWOJNOJ KOMPOZI�
CIEJ

a� � � � �� am � b� � � � �� bn � N

TOGDa I TOLXKO TOGDa� KOGDa WYPOLNQETSQ ODNO IZ USLOWIJ�
�� W KaVDOJ LINII ESTX EDINSTWENNYJ BLOK IZ EDINIC�
�� W KaVDOJ STROKE ESTX EDINSTWENNYJ BLOK IZ EDINIC� PRI�EM INDEKSY Na�aL

BLOKOW OBRaZU�T UNIMODaLXNU� POSLEDOWaTELXNOSTX S MINIMUMOM� a INDEKSY KONCOW

TEH VE BLOKOW
 UNIMODaLXNU� POSLEDOWaTELXNOSTX S MaKSIMUMOM�
� W KaVDOM STOLBCE ESTX EDINSTWENNYJ BLOK IZ EDINIC� PRI�EM INDEKSY Na�aL

BLOKOW OBRaZU�T UNIMODaLXNU� POSLEDOWaTELXNOSTX S MINIMUMOM� a INDEKSY KONCOW

TEH VE BLOKOW
 UNIMODaLXNU� POSLEDOWaTELXNOSTX S MaKSIMUMOM�
pRIME�aNIE� taKIM OBRaZOM� W DaNNOM SLU�aE� ESLI �si� Si� 
 OTREZOK W i�J

STROKE� W KOTOROJ RaZME�aETSQ BLOK IZ EDINIC� �tj � Tj � 
 OTREZOK W j�M STOLBCE�
W KOTOROM RaZME�aETSQ BLOK IZ EDINIC� TO s�� � � � � sm I t�� � � � � tn 
 UNIMODaLXNYE
POSLEDOWaTELXNOSTI S MINIMUMOM� a S�� � � � � Sm I T�� � � � � Tn 
 UNIMODaLXNYE POSLE�
DOWaTELXNOSTI S MaKSIMUMOM�

dOKaZaTELXSTWO�tO� �TO J	KOD �����	MaTRICYA QWLQETSQ POLOVITELXNOJ DWOJ�
NOJ PROSTOJ �a NE PLOSKOJ� KOMPOZICIEJ� O�EWIDNO� RaWNOSILXNO USLOWI� ���

dOKaVEM� �TO USLOWIE �� WLE�ET �� OT PROTIWNOGO� pUSTX POSLEDOWaTELXNOSTX
INDEKSOW� SKaVEM� Na�aL BLOKOW W STROKaH NE QWLQETSQ UNIMODaLXNOJ POSLEDOWaTELX�
NOSTX� S MINIMUMOM� tOGDa IMEETSQ PO KRaJNEJ MERE DWa LOKaLXNYH MINIMUMa�
sLEDOWaTELXNO� NEPREMENNO NaJDETSQ STOLBEC� SODERVa�IJ BOLEE ODNOGO BLOKa IZ

EDINIC�
dOKaVEM� �TO USLOWIE �� WLE�ET ��� pUSTX POSLEDOWaTELXNOSTI INDEKSOW si I Si

�i � �� � � � �m� QWLQ�TSQ UNIMODaLXNYMI� T�E� DLQ NEKOTORYH l I k�

S� � � � � � Sl�� � Sl � Sl�� � � � � � Sn�

s� � � � � � sk�� � sk � sk�� � � � � � sn�

pOLOVIM tj � minft � st � j � Stg� Tj � maxfT � sT � j � ST g I DOKaVEM� �TO �TI
DWa �ISLa QWLQ�TSQ INDEKSaMI Na�aLa I KONCa EDINSTWENNOGO BLOKa IZ EDINIC W j�M
STOLBCE�
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dEJSTWITELXNO� PUSTX INDEKS i TaKOW� �TO tj � i � Tj � pOSKOLXKU IMEET MESTO

ODNO IZ NERaWENSTW tj � k ILI Tj � k� TO WERNO stj � si LIBO si � sTj � TaK �TO W
L�BOM SLU�aE si � j� aNaLOGI�NO IZ SPRaWEDLIWOSTI tj � l ILI Tj � l ZaKL��aEM
Si � Stj ILI Si � STj � SLEDOWaTELXNO� Si � j� pOLU�ENNOE NERaWENSTWO si � j � Si
POKaZYWaET� �TO ZNa�ENIE �LEMENTa aij � ��

pUSTX TEPERX i � tj ILI i � Tj � tOGDa W OBOIH SLU�aQH j � si ILI j � Si� a �TO
WLE�ET Za SOBOJ RaWENSTWO aij � ��

iTaK� �tj � Tj � 
 EDINSTWENNYJ BLOK IZ EDINIC W j�M STOLBCE�
rAWNOSILXNOSTX USLOWIJ �� I � DOKaZYWaETSQ aNaLOGI�NO� tEOREMa DOKaZaNa�
oPREDELENIE� pROIZWODNOJ OT POLOVITELXNOJ DWOJNOJ KOMPOZICII �a j b� NaZO�

WEM DWOJNU� KOMPOZICI� WIDa�

�a j b�� � �a� � �� � � � � ab� � �� ab���� � � � � am j b� � �� � � � � ba� � �� ba���� � � � � bn��

T�E� �a j b�� � �a� j b��� GDE

a�i �

�
ai�� � �� ESLI i � b� � ��
ai��� ESLI i � b� � ��

b�j �

�
bj�� � �� ESLI j � a� � ��
bj��� ESLI j � a� � ��

o�EWIDNO� DLQ SU�ESTWOWaNIQ PROIZWODNOJ OT POLOVITELXNOJ DWOJNOJ KOMPOZI�
CII �a j b� NEOBHODIMO I DOSTaTO�NO WYPOLNENIQ USLOWIJ�

a� � n� b� � m�

eSLI PRI WZQTII PROIZWODNOJ KOMPOZICIQ a ILI b Na�INaETSQ S NULEJ� TO PRI
DaLXNEJ�EM PODS�ETE �TI NULI NE U�ITYWa�TSQ�

pOSLEDOWaTELXNOSTX PROIZWODNYH KOMPOZICIJ OBRaZUET PROIZWODNYJ RQD�

�a j b�� �a j b��� �a j b���� � � � � �a j b��r��

GDE

�a j b��k� �
�
�a j b��k���

��
�

rQD OBRYWaETSQ Na r�M �LENE� ESLI NE SU�ESTWUET PROIZWODNOJ OT DWOJNOJ KOMPOZI�
CII �a j b��r�� o�EWIDNO� �TO r � min�m�n�� naZOWEM PROIZWODNYJ RQD PRaWILXNYM�
ESLI EGO POSLEDNIJ �LEN SODERVIT PUSTU� KOMPOZICI�� T�E� IMEET WID � j �� � � � � ��
ILI ��� � � � � � j ��

tEOREMa �� pOLOVITELXNaQ DWOJNaQ KOMPOZICIQ �a j b� QWLQETSQ J	KODOM NEKO�
TOROJ puddle	MaTRICY TOGDa I TOLXKO TOGDa� KOGDa WYPOLNQ�TSQ SLEDU��IE DWa
USLOWIQ�

�� PROIZWODNYJ RQD �a j b�� �a j b��� � � � QWLQETSQ PRaWILXNYM�
�� PRI PEREHODE OT �a j b��k� K �a j b��k��� IMEET MESTO NERaWENSTWO

a
�k���
� � a

�k�
� � s� ��

GDE s NEOTRICaTELXNO I OPREDELQETSQ IZ SOOTNO�ENIJ

b
�k���
� � � � � � b�k���s � �� b

�k���
s�� �� ��

dOKaZaTELXSTWO� pREDPOLOVIM� �TO POLOVITELXNAQ DWOJNAQ KOMPOZICIQ �a j b�
KODIRUET NEKOTORU� puddle	MaTRICU� I DOKAVEM WYPOLNENIE USLOWIJ �� I ��� pROIZ�
WODNaQ KOMPOZICIQ �a j b�� KODIRUET PODMaTRICU� POLU�aEMU� WY�ERKIWaNIEM PERWOJ
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STROKI I PERWOGO STOLBCa� taKOMU WY�ERKIWaNI� SOOTWETSTWUET UDaLENIE PERWYH
�LEMENTOW a� I b� OBEIH KOMPOZICIJ� PRI �TOM W POSLEDU��IH b��� STROKaH I a���
STOLBCaH RaZMERY BLOKOW IZ EDINIC UMENX�a�TSQ Na ��

kOD POLU�IW�EJSQ MaTRICY MOVET SODERVaTX NULI TOLXKO W Na�aLXNYH �LE�
MENTaH ODNOJ IZ SWOIH KOMPONENT� tEM BOLEE� OTRICaTELXNYE �LEMENTY W KODE PO�
QWITXSQ NE MOGUT�

na POSLEDNEM �aGE KOMPOZICIQ IMEET WID �z j �� � � � � �� 	z 

z

� ILI� NaOBOROT� ��� � � � � �� 	z 

z

j z��

pROIZWODNYE K �TIM DWOJNYM KOMPOZICIQM SOOTWETSTWENNO ESTX � j �� � � � � �� 	z 

z��

�� ILI

��� � � � � �� 	z 

z��

j �� ILI � j � 
 PRI z � �� TaK �TO PROIZWODNYJ RQD KODa TaKOJ MaTRICY

QWLQETSQ PRaWILXNYM�
dLQ DOKaZaTELXSTWa WTOROGO USLOWIQ POLOVIM� BEZ OGRaNI�ENIQ OB�NOSTI� k � ��

tOGDa a� � ��� �� � �� a� � �� � ��� �� � ��� �� � �� PO OPREDELENI� puddle	
MaTRICY� eSLI b� � �� TO �LEMENT MaTRICY a�� � �� PO�TOMU �� � �� a� � �� � a� I

a�� � a� � � � a� � ��
� � �
� � �

eSLI b� � �� TO WO WTOROJ STROKE MaTRICY NULEWYM MOVET BYTX NE TOLXKO �LEMENT

a��� NO I NESKOLXKO SLEDU��IH Za NIM� a IMENNO WSEGO s� w �TOM SLU�aE b�� � � � � �
� b�s � �� b�s�� �� �� SLEDOWaTELXNO� �� � s� �� a� � �� � s� � I a�� � a� � a� � s� ��

� � � �
	 	 �

tEPERX PREDPOLOVIM� �TO �a j b� 
 DWOJNaQ KOMPOZICIQ� PROIZWODNYJ RQD KOTOROJ
UDOWLETWORQET OBOIM USLOWIQM TEOREMY� I POSTROIM MaTRICU A� DLQ KOTOROJ DANNAQ
KOMPOZICIQ QWLQETSQ J	KODOM� pERWYE �LEMENTY KOMPOZICIJ a� I b� SOOTWETSTWENNO

OPREDELQ�T DLINY BLOKOW IZ EDINIC W PERWOJ STROKE I PERWOM STOLBCE� oSTaETSQ
POLU�ITX MINOR MaTRICY A��� KOTOROMU SOOTWETSTWUET PROIZWODNaQ DWOJNaQ KOM�
POZICIQ �a j b��� zDESX SLEDUET U�ESTX OSOBYJ SLU�aJ� KOGDa ODNa IZ KOMPOZICIJ Na�
�INaETSQ S NULEJ� pUSTX� NaPRIMER� b�� � � � � � b�s � �� tOGDa WY�ERKIWaNI� �TIH s

NULEJ IZ KOMPOZICII b SOOTWETSTWUET WY�ERKIWaNIE� KROME PERWOGO STOLBCa� E�E s
POSLEDU��IH�

pO POSTROENI� MaTRICY A WYPOLNQ�TSQ USLOWIQ IZ OPREDELENIQ puddle	MaTRI�
CY� dEJSTWITELXNO� PRI PEREHODE K SLEDU��EJ STROKE BLOK IZ EDINIC SDWIGaETSQ
TaK� �TO EGO Na�aLO I KONEC PRIHODQTSQ WO WSQKOM SLU�aE NE LEWEE Na�aLa I KONCa
PREDYDU�EJ STROKI SOOTWETSTWENNO� tEOREMa DOKaZaNa�

iZ DOKaZaTELXSTWa TEOREMY IZWLEKaETSQ O�EWIDNYJ aLGORITM POSTROENIQ J	KON�
FIGURaCII�

pRIMER� dLQ DWOJNOJ KOMPOZICII �a j b� � ��� �� �  j �� � � � �� POLU�IM PROIZ�
WODNYJ RQD�

�a j b� � �� �   j �    ���
�a j b�� � �    j �   ���
�a j b��� � � �  j � � ���
�a j b���� � � � j � ���
�a j b���� � � j ���
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�TO POZWOLQET WOSSTaNOWITX J	KONFIGURaCI��

�    �
� � �
� � � � �
 � � �
 � � �

e�E ODIN aLGORITM BaZIRUETSQ Na SLEDU��EM REZULXTATE�
pREDLOVENIE �� eSLI DWOJNaQ KOMPOZICIQ �a j b� QWLQETSQ J	KODOM puddle	Ma�

TRICY I a � �� �� TO

�i � minfj � �bj �

i��X
k��

�j � �k�� � ig � � �� � i � m��

pRIME�aNIE� zDESX MY ISPOLXZUEM OBOZNa�ENIE aJWERSONa ���� ESLI P 
 NEKO�
TORYJ PREDIKaT� TO

�P � �

�
�� ESLI P WYPOLNQETSQ�
�� ESLI P NE WYPOLNQETSQ�

dOKaZaTELXSTWO� mY ISHODIM IZ TOGO� �TO KaVDaQ STROKa SODERVIT BLOK IZ

EDINIC� �TO� W �aSTNOSTI� OTNOSITSQ I K PERWOJ STROKE� W KOTOROJ BLOK DOLVEN Na�
�INaTXSQ W STOLBCE minfj � bj � �g� tOGDa �� � minfj � bj � �g � �� dLQ WTOROJ
STROKI SLEDUET U�ESTX WOZMOVNOSTX TOGO� �TO Na�aLO BLOKa W NEJ MOVET QWLQTXSQ I
Na�aLOM BLOKa W SOOTWETSTWU��EM STOLBCE� T�E�

�� � min
�
j � bj � �� ESLI j � ��� bj � � � �� ESLI j � ��

�
� � �

� minfj � bj � �j � ��� � �g � ��

aNaLOGI�NO MOVNO POKAZATX� �TO

�� � minfj � bj � �j � ��� � �j � ��� � g � �

I T�D�
aLGORITM WOSSTaNOWLENIQ KOSOGRaMMY ��� I SOPRQVENNOJ K NEJ ��	 PO DWOJNOJ

KOMPOZICII �a j b� SOSTOIT IZ SLEDU��IH �aGOW�
�� 
j � sj �� bj �
�� 
i � �i �� minfj � sj � ig � ��

�i �� �i � ai�


j � �i � sj �� sj � ��
� 
j � �j �� sj � 	j �� �j � bj �

w REZULXTaTE OKaZYWa�TSQ WYPOLNENNYMI RaWENSTWa ai � �i � �i� bj � �j � 	j �

pRIMER� pRIMENIM aLGORITM K �a j b� � ��� �� � � j �� �� � �� �� ���

� �  � � � s � �� �� � �� �� �
� � � �� � � �� � � s � �� �� �� � � �
� � �� � � �� �  s � �� �� �� �� �� 
 � � � �� � � �� � � s � �� �� �� �� �� �
� � � � � �� � � �� � � s � �� �� �� �� �� ��
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��iNWaRIaNTY J�KONFIGURaCII

naPOMNIM� �TO �LEMENTaRNOED	PREOBRaZOWaNIE OSU�ESTWLQET PERESTaNOWKU DIa�
GONaLEJ W PODMaTRICE �� �� a WSE OSTaLXNYE �LEMENTY MaTRICY OSTaWLQET NETRONU�
TYMI� pROIZWEDENIE NESKOLXKIH �LEMENTaRNYH D	PREOBRaZOWaNIJ BUDEM NaZYWaTX
D�PREOBRaZOWaNIEM�

tEOREMa �� dLQ L�BYH DWUH �����	MaTRIC S ODINaKOWYM J	KODOM SU�ESTWUET

D�PREOBRaZOWaNIE� PEREWODQ�EE ODNU IZ NIH W DRUGU��
dOKaZaTELXSTWO� pUSTX MaTRICY A I B IME�T ODINaKOWYJ J	KOD� tOGDa ONI

OBLaDa�T TEM BOLEE ODINaKOWYM L	KODOM I� SLEDOWaTELXNO� OTNOSQTSQ K ODNOMU I
TOMU VE KLaSSU raJZERa A�R�S�� taKIM OBRaZOM� PRIMENIMa TEOREMa ��

oBOZNa�IM �EREZ Eij MaTRICU� W KOTOROJ WSE �LEMENTY RaWNY NUL�� KROME ODNOGO�
eij � �� Ei � Eii� pUSTX UMNOVENIE Na MaTRICU Pik OSU�ESTWLQET PERESTaNOWKU i�J
I k�J LINIJ� tOGDa SPRaWEDLIWO RaWENSTWO E � Pik � Ei �Ek �Eik �Eki�

nEOBHODIMOE NaM �LEMENTaRNOE D	PREOBRaZOWaNIE MOVNO WYPOLNITX S POMO�X�
SLEDU��EJ POSLEDOWaTELXNOSTI �aGOW�

�� wYDELENIE MINORa Aik�jl� Aik�jl � �Ei �Ek�A�Ej �El��
�� pERESTaNOWKa STROK i I k� PikAik�jl ILI

��� pERESTaNOWKa STOLBCOW j I l� Aik�jlPjl�
� maSKIROWKa� Am � A�Aik�jl�
�� wOSSTaNOWLENIE� Ap � Am � PikAik�jl � A� �E � Pik�Aik�jl�
taKIM OBRaZOM� W REZULXTaTE ODNOGO �LEMENTaRNOGO D	PREOBRaZOWaNIQ p�i� k� j� l�

POLU�aEM NOWU� MaTRICU

A� � p�i� k� j� l�A � A�HikAKjl�

GDE Hik � Ei �Ek �Eik �Eki� Kjl � Ej �El� eSLI WMESTO �aGa � ISPOLXZUETSQ �aG
��� TO A� � A�KikAHjl�

w REZULXTaTE WYPOLNENIQ DWUH POSLEDOWaTELXNYH �LEMENTaRNYH D	PREOBRaZOWa�
NIJ p�i� k� j� l� I p�s� t� q� r� POLU�IM�

A� � p�s� t� q� r�p�i� k� j� l�A � A�HikAKjl �HstAKqr �HstHikAKjlKqr�

iSSLEDUEM PROIZWEDENIQ MaTRIC WIDa Kjl I MaTRIC WIDa Hik � pREVDE WSEGO Za�
METIM� �TO EikEkj � Eij � EikElj � � PRI k �� l� daLEE�

KjlKqr �

�
�

�� ESLI fj� lg � fq� rg � ��

Ei� ESLI fj� lg � fq� rg � i�

Kjl� ESLI fj� lg � fq� rg�

w OB�EM SLU�aE PROIZWEDENIE MaTRIC WIDa Kjl IMEET WID

Y
���

Kj� l� �
X
i�	

Ei�

�
� �

�
���

fj� � l�g

�
�

bOLEE SLOVNYMI QWLQ�TSQ PROIZWEDENIQ MaTRIC WIDa Hik � zaMETIM� �TO �TI

MaTRICY SIMMETRI�NY OTNOSITELXNO SWOIH INDEKSOW� Hik � Hki� iMEEM

HstHik �

�
�

�� ESLI fi� kg � fs� tg � ��

Hitk � ESLI fi� kg � fs� tg � i � s�

�Hik� ESLI fi� kg � fs� tg�
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GDE Hitk � HitHik � Ei � Etk � Eik � Eti� wWEDEM� KROME MaTRICY Hitk � MaT�
RICU Hik�jl � Eij � Ekl � Eil � Ekj � HaRaKTERIZU��U�SQ NaLI�IEM PODMaTRICY�

� ��
�� �

�
W STROKaH i� k I STOLBCaH j� l�

lEGKO PROWERITX� �TO WYPOLNQ�TSQ SLEDU��IE SOOTNO�ENIQ�

HitHik � Hitk � Hit�ik� HitHikHis � Hits � Hit�is�

HitHikHit � Hit� HitHikHsk � Hit�sk� HitHikHst � ��

oTMETIM TaKVE FORMULY�

Hik � Hik�ik � �Hik�
� � �Hik� �Hit�ik�

� � Hit�ik �t �� k��

�Hit�sk�
� � � �fi� tg � fs� kg � ���

SIMMETRIQ OTNOSITELXNO INDEKSOW DLQ MaTRIC Hik�jl WYRaVaETSQ RaWENSTWaMI�

Hik�jl � Hki�lj � Hik�jl � �Hki�jl � �Hik�lj � Hik�jl � �Hjl�ik�
T�

w OB�EM SLU�aE PROIZWEDENIE MaTRIC WIDa Hik IMEET WID

qY
���

Hi�k� � ����� ��Hi�k��iqkq �

ESLI W POSLEDOWaTELXNOSTI PaR INDEKSOW �i�� k��� �i�� k��� � � � � �iq � kq� KaVDYE DWE SO�
SEDNIE PaRY IME�T HOTQ BY ODIN OB�IJ �LEMENT�

fi�� k�g � fi���� k���g �� � �� � 
 � q��

ESLI VE �TO USLOWIE NE WYPOLNQETSQ� TO DaNNOE PROIZWEDENIE OBRa�aETSQ W NULX�
�ISLa � I � OPREDELQ�TSQ SLEDU��IM OBRAZOM� bUDEM GOWORITX� �TO SOSEDNIE PaRY
OBRaZU�T SOSEDSTWO� �ISLO � RaWNO �ISLU SOSEDSTW IDENTI�NYH �ESLI NE U�ITYWaTX
PORQDOK �LEMENTOW� PaR� �ISLO � RaWNO �ISLU SOSEDSTW� W KOTORYH OB�IJ �LEMENT
�ILI OBa OB�IH �LEMENTa� NaHODITSQ W RaZLI�NOM POLOVENII� T�E� �ISLU TaKIH PaR
�i� � k��� �i���� k����� �TO i� � k��� I�ILI k� � i����

pUSTX A � �aik� 
 �����	MaTRICa RaZMERa m� n�
oPREDELENIE� J�INWaRIaNTOM BUDEM NaZYWaTX FUNKCI�� OPREDELENNU� Na MNO�

VESTWE WSEH �����	MaTRIC I PRINIMa��U� ODINaKOWYE ZNa�ENIQ Na MaTRICaH S OD�
NIM I TEM VE J	KODOM� aNaLOGI�NO OPREDELIM PONQTIE L�INWaRIaNTa�

dOPUSKaQ NEKOTORU� WOLXNOSTX W RaSSUVDENII� ZaMENIM �����	MaTRICU Na �aH�
MaTNU� DOSKU TOGO VE RaZMERa� NaZYWaQ KLETKI DOSKI� SOOTWETSTWU��IE EDINICaM
MaTRICY� TEMNYMI� a SOOTWETSTWU��IE NULQM 
 SWETLYMI� waVNU� ROLX W DaLX�
NEJ�EM BUDET IGRaTX LaDXQ 
 �aHMaTNaQ FIGURa� KOTORaQ aTaKUET WDOLX GORI�
ZONTaLXNYH I WERTIKaLXNYH LINIJ �aHMaTNOJ DOSKI� zaDa�a O LaDXQH SOSTOIT W

OPREDELENII �ISLa SPOSOBOW RaSPOLOVENIQ Na �aHMaTNOJ DOSKE k NE UGROVa��IH
DRUG DRUGU LaDEJ ����

oPREDELENIE� �ISLOM RaSPROSTRaNENIQ 	ij TEMNOJ KLETKI� NaHODQ�EJSQ W i�J
STROKE I j�M STOLBCE� BUDEM NaZYWaTX �ISLO TEMNYH KLETOK �WKL��aQ DaNNU��� Na�
HODQ�IHSQ POD UDaROM LaDXI� STOQ�EJ W DaNNOJ KLETKE �BELYE KLETKI QWLQ�TSQ

NEPREODOLIMYMI PREPQTSTWIQMI DLQ LaDXI�� pOSTROIM� ISHODQ IZ �����	MaTRICY A�
MaTRICU T � �	ij�� GDE 	ij � � PRI aij � �� eSLI aij � �� TO 	ij RaWNO UMENX�ENNOJ Na
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EDINICU SUMME BLOKOW� W KOTORYH NaHODITSQ �LEMENT aij � �ISLOM RaSPROSTRaNENIQ
	 MaTRICY A BUDEM NaZYWaTX SUMMU WSEH OTDELXNYH �ISEL RaSPROSTRaNENIQ

	 �
X
aij��

	ij �

pRIMER� nIVE PRIWEDENY �����	MaTRICa A I SOOTWETSTWU��aQ EJ MaTRICa T �
�ISLO RaSPROSTRaNENIQ 	 � ����

A �

�
BBBBBB�

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

�
CCCCCCA
� T �

�
BBBBBB�

� � � � � �
� � � � � 
� � � � � 
� � � � � 
� � � � � �
� � � � � �

�
CCCCCCA
�

tEOREMa �� �ISLO RaSPROSTRaNENIQ 	 QWLQETSQ J	INWaRIaNTOM�
dOKaZaTELXSTWO� pUSTX �� j �� 
 J	KOD �����	MaTRICY A� � � ��ij�� � � ��ij��P
�ij �

P
�ij � N � raSSMOTRIM NaHODQ�IJSQ W i�J STROKE k�J GORIZONTaLXNYJ BLOK�

raZMER �TOGO BLOKa ESTX �ik I DLQ KaVDOJ EGO EDINICY �ISLO �GORIZONTaLXNOGO�
RaSPROSTRaNENIQ RaWNO �ik� tO VE SaMOE OTNOSITSQ I K NaHODQ�EMUSQ W j�M STOLBCE

l�MU WERTIKaLXNOMU BLOKU RaZMERa �jl� oDNaKO KaVDaQ EDINICa MaTRICY A BUDET

U�ITYWaTXSQ PRI �TOM DWaVDY� pO�TOMU

	 �
X
i�k

��ik �
X
j�l

��jl �N�

I� TaKIM OBRaZOM� 	 ZaWISIT LI�X OT J	KODa MaTRICY A�
oPREDELENIE� laDEJNYM �ISLOM �k �����	MaTRICY A NaZYWaETSQ �ISLO SPOSOBOW

RaZME�ENIQ k NE UGROVa��IH DRUG DRUGU LaDEJ Na TEMNYH KLETKaH DOSKI� SOOTWET�
STWU��EJ MaTRICE A� laDEJNYM MNOGO�LENOM NaZYWaETSQ PROIZWODQ�aQ FUNKCIQ
LaDEJNYH �ISEL�

P�x� �

mX
k�


�kx
k�

PRI�EM �
 � �� laDEJNYE �ISLa I LaDEJNYE MNOGO�LENY NE QWLQ�TSQ L	INWaRIaN�
TaMI� KaK POKaZYWaET SLEDU��IJ PRIMER�

pRIMER� iZ TREH J	KONFIGURaCIJ

� �
�
�

�
�

� �
�

�
�

�

� �
�
�

�
�

PERWYE DWE IME�T ODINaKOWYJ J	KOD� TRETXQ VE IMEET OB�IJ S NIMI L	KOD� w TO

WREMQ KaK
P��x� � P��x� � � � �x� ��x� � �x� � �x��

IMEETSQ RaZLI�IE�
P��x� � � � �x� ��x� � �x��
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��ALGORITM WOSSTaNOWLENIQ

pREDLOVENNYJ DaLEE aLGORITM SPRaWEDLIW DLQ L�BYH �����	MaTRIC�
kaVDOMU BLOKU W KaVDOJ LINII POSTaWIM W SOOTWETSTWIE �ETYRE �ISLa L� l� r� R


 EGO WIRTUaLXNYE GRaNICY� oSNOWNYMI GRaNICaMI QWLQ�TSQ L I R� KOTORYE PO�
KaZYWa�T DLQ BLOKa MINIMaLXNO WOZMOVNOE POLOVENIE LEWOGO KONCa I MaKSIMaLXNO
WOZMOVNOE POLOVENIE PRaWOGO KONCa SOOTWETSTWENNO� gRaNICY l I r QWLQ�TSQ WSPO�
MOGaTELXNYMI� iSTINNYE VE GRaNICY BLOKa SODERVaTSQ W PROMEVUTKaH �L� l� I �r� R��

pRI WY�ISLENII L I R SUMMIRU�TSQ DLINY PREDYDU�IH I POSLEDU��IH BLOKOW

SOOTWETSTWENNO� PRI�EM U�ITYWaETSQ� �TO MEVDU DWUMQ SOSEDNIMI BLOKaMI DOLVNa
NaHODITXSQ KaK MINIMUM ODNa SWETLaQ KLETKa� dLQ i�GO BLOKa W j�J LINII SPRaWED�
LIWY SLEDU��IE SOOTNO�ENIQ�

Li �
i��P
k��

�ak � �� � �� Ri � p�
pjP

k�i��

�ak � ���

li � Ri � ai � �� ri � Li � ai � ��

GDE ai 
 DLINa i�GO BLOKa� p 
 DLINa LINII� pj 
 KOLI�ESTWO BLOKOW W j�J LINII�
o�EWIDNO� ESLI DLQ BLOKa WYPOLNQETSQ SOOTNO�ENIE l � r� TO KLETKI S NOMERaMI

OT l DO r DOLVNY BYTX TEMNYMI NEZaWISIMO OT ISTINNOGO POLOVENIQ BLOKa� cELX�
aLGORITMa QWLQETSQ IZMENENIE GRaNIC PO OPREDELENNYM PRaWILaM DO TEH POR� POKa NE
BUDUT WYPOLNENY SOOTNO�ENIQ L � l I R � r� pOSLE Na�aLXNOGO PODS�ETa GRaNIC NE�
KOTORYE KLETKI OKaVUTSQ TEMNYMI� eSLI Na NEKOTOROM �aGE KLETKI ZaKRa�IWa�T�
SQ Za S�ET WYPOLNENIQ SOOTNO�ENIQ l � r DLQ BLOKOW� NaHODQ�IHSQ W STROKaH� TO
SLEDUET PROWERQTX POPaDaNIE �TIH KLETOK W GRaNICY BLOKOW� NaHODQ�IHSQ W SOOT�
WETSTWU��IH STOLBCaH�

oTREZKI �Li� Ri� MOGUT PERESEKaTXSQ DRUG S DRUGOM� PO�TOMU POQWIW�aQSQ ZaKRa�
�ENNaQ KLETKa MOVET POPaSTX SRaZU W NESKOLXKO TaKIH OTREZKOW� eSLI KLETKa PO�
PaDaET TOLXKO W ODIN OTREZOK �Li� Ri�� TO MOVNO S UWERENNOSTX� GOWORITX O PRINaD�
LEVNOSTI �TOJ KLETKI SOOTWETSTWU��EMU BLOKU� w TaKOM SLU�aE GRaNICY �TOGO

BLOKa IZMENQ�TSQ W SOOTWETSTWII S FORMULaMI

Li � ri � ai � �� Ri � li � ai � ��

pOSKOLXKU SPRaWEDLIWY SOOTNO�ENIQ�

Li�� � max�ri � �� Li���� Ri�� � min�li � �� Ri����

IZMENENIE GRaNIC ODNOGO BLOKa ZaKONOMERNO WLE�ET IZMENENIE GRaNIC SOSEDNIH�
w SLU�aE� ESLI DLQ GRaNIC WYPOLNQETSQ SOOTNO�ENIE Ri � � � Li��� KLETKI S

Ri � � DO Li�� � � DOLVNY BYTX SWETLYMI� aNaLOGI�NO TEMNYM KLETKaM SWETLYE

TaKVE WLIQ�T Na IZMENENIE GRaNIC S TOJ RaZNICEJ� �TO SWETLYE KLETKI PROWERQ�T�
SQ Na POPaDaNIE W OTREZKI �ri� li���� pRI �TOM GRaNICY MENQ�TSQ PO aNaLOGI�NYM
FORMULaM�

pROCESS WYQWLENIQ TEMNYH I SWETLYH KLETOK PRODOLVaETSQ DO TEH POR� POKa WOZ�
MOVNY KaKIE�LIBO IZMENENIQ GRaNIC� pOSLE EGO OKON�aNIQ MOVET OKaZaTXSQ� �TO
NE DLQ WSEH BLOKOW WYPOLNQ�TSQ SOOTNO�ENIQ L � l I R � r� T�E� POLOVENIE NE
WSEH BLOKOW OPREDELENO� �TOBY I W TaKOM SLU�aE WOSSTaNaWLIWaTX J	KONFIGURaCI��
ISPOLXZUETSQ METOD WETWEJ I GRaNIC� naHODITSQ KLETKa� DLQ KOTOROJ NE BYLO RE�E�
NO� SWETLaQ ONa ILI TEMNaQ� �Ta KLETKa ZaKRa�IWaETSQ� SOOTWETSTWENNO PROISHODIT
SMENa GRaNIC� POZWOLQ��aQ SNOWa PROIZWODITX OPISaNNYE WY�E DEJSTWIQ� daNNYJ
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WYBOR WEDET K POSTROENI� RaZLI�NYH WETWEJ RE�ENIQ� oTSE�ENIE RE�ENIQ PROIZ�
WODITSQ� KOGDa POLU�ENNYJ RISUNOK NE BUDET SOOTWETSTWOWaTX ZaDaNNOMU J	KODU�
pROCESS POWTORQETSQ DO TEH POR� POKa NE BUDET NaJDENa J	KONFIGURaCIQ� SOOTWET�
STWU��aQ ZaDaNNOMU J	KODU�

��pRILOVENIE� qPONSKIE KROSSWORDY

iDEQ NaSTOQ�EJ RaBOTY WOZNIKLa PRI OBSUVDENII aWTORaMI ODNOJ WESXMa POPU�
LQRNOJ W NaSTOQ�EE WREMQ GOLOWOLOMKI� IZWESTNOJ POD NaZWaNIEM �qPONSKIE KROSS�
WORDY�� pREDLaGaEM KRaTKIJ ISTORI�ESKIJ �KSKURS�

iSTORIQ ISPOLXZOWaNIQ SETOK S �ISLaMI W GOLOWOLOMKaH DOSTaTO�NO WELIKa� e�E
W Na�aLE DWaDCaTOGO WEKa ONI ISPOLXZOWaLISX KaK DOPOLNITELXNOE ZaDaNIE K OBY��
NOMU KROSSWORDU� �TOBY ZaKRaSITX �LI�NIE� KLETO�KI�

w ���� GODU DIZaJNER�OFORMITELX nON iSIDa �Non Ishida� WYIGRaLa KONKURS W tO�
KIO Na RAZRABOTKU RISUNKA� SOSTaWLENNOGO S ISPOLXZOWANIEM SWETA OKON NEBOSKREBa�
�TO NATOLKNULO EE Na IDE� O SOZDaNII GOLOWOLOMKI� OSNOWaNNOJ Na ZaKRa�IWANII
NUVNYH KLETO�EK W SETKE� SOSTAWLQQ TEM SaMYM RISUNOK� w ���� GODU ONa OPUBLI�
KOWaLa PERWYE TRI GOLOWOLOMKI� NaZWaW IH �oKONNOE ISKUSSTWO� ��Window Art���
taK KaK PERWYMI Za�IFROWaNNYMI RISUNKaMI QWILISX IEROGLIFY� T�E� SLOGI ILI
SLOWa QPONSKOGO QZYKa� TO POZDNEE �TI GOLOWOLOMKI POLU�ILI NaZWaNIE �qPONSKIH
KROSSWORDOW�� pRIBLIZITELXNO W TO VE WREMQ I SOWER�ENNO NEZAWISIMO tECUQ nISIO
�Tetsuya Nishio� TaKVE OPUBLIKOWaL PODOBNYE GOLOWOLOMKI POD NAZWANIEM �Paint by
Numbers��

w ���� GODU nON iSIDa POKaZaLa �oKONNOE ISKUSSTWO� dVEJMSU d�LGETI �James
Dalgety�� KOTORYJ WYSOKO OCENIL EE GOLOWOLOMKU I PREDLOVIL EJ KOMMER�ESKOE SO�
TRUDNI�ESTWO� wSKORE PERWYE �NONOGRaMMY� ��Nonograms�� STALI EVENEDELXNO PO�
QWLQTXSQ Na STRaNICaH WOSKRESNOGO PRILOVENIQ POPULQRNEJ�EJ BRITaNSKOJ GAZETY
�The Telegraph�� w ��� GODU BLAGODARQ KRUPNEJ�EJ QPONSKOJ GaZETE �Mainich� NO�
NOGRAMMY WERNULISX W qPONI�� w TOM VE GODU WY�EL PERWYJ SBORNIK GOLOWOLOMOK�
IZDaNNYJ W wELIKOBRITANII IZDATELXSTWOM �Pan Books�� a TaKVE QPONSKIJ aNaLOG
�TOJ KNIGI�

k ���� GODU BYLO IZDaNO �ETYRE KNIGI NONOGRaMM� NO� K SOVaLENI�� W ���� GODU
nON iSIDa PREKRaTILa SWOE SOTRUDNI�ESTWO S �The Telegraph�� I NONOGRaMMY STaLI
NaZYWaTXSQ �GRIDDLERaMI� ��Griddlers���

w NaSTOQ�EE WREMQ QPONSKIE KROSSWORDY �ILI NONOGRaMMY� GRIDDLERY� �Paint�
by�Numbers�� �Oekaki puzzle�� �Picross�� POPULQRNY WO WSEM MIRE� W TOM �ISLE I W
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J�CONFIGURATIONS OF ������MATRICES AND THEIR
INVARIANTS

c� ���� M�I� Karpukhina�� E�S� Kovalenko�� I�S� Frolov

One of the consequences of the well�known Holl	s theorem on transversals is
Ryser	s theorem which asserts the existence of a ������matrix with given vectors of
row sums and column sums�

The paper deals with the ������matrix recovery problem by using more exact
information� namely the lengths of blocks consisting of �	s in every line� The notion
of matrix J�code is introduced and a family of matrices is examined for which the
conditions of solvability are discovered and the algorithm of recovery is constructed�
Also J�invariants� i�e� matrix functions which have equal values for matrices with
the same J�code� are examined�
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