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nELINEJNAQ TEORIQ UPRUGOSTI PREDSTAWLENA KAK FIZI�ESKAQ TEORIQ POLQ W

ODNOM IZ KANONI�ESKIH WARIANTOW� iZLOVENIE SU�ESTWENNO OTLI�AETSQ OT HA�

RAKTERNYH DLQ MEHANIKI SLO�NYH SRED I TEORII UPRUGOSTI SPOSOBOW OPREDELE�

NIQ BAZOWYH PONQTIJ I WYWODA OSNOWNYH POLEWYH URAWNENIJ� iSHODQ IZ WARI�

ACIONNOGO PRINCIPA MINIMALXNOSTI DEJSTWIQ DLQ NELINEJNO UPRUGOGO POLQ�

DANY KANONI�ESKIE I ESTESTWENNYE OPREDELENIQ WSEH WAVNEJ�IH TENZORNYH

POLEJ� NEOBHODIMYH DLQ EGO OPISANIQ� W TOM �ISLE S U�ETOM WOZMOVNOJ SIN�

GULQRNOSTI POLQ� OBUSLOWLENNOJ MATERIALXNOJ NEODNORODNOSTX� SREDY I NA�

LI�IEM POWREVDENIJ� sISTEMATI�ESKIJ WYWOD ZAKONOW SOHRANENIQ NELINEJNOJ

TEORII UPRUGOSTI I SOOTWETSTWU��IH IM INWARIANTNYH INTEGRALOW� KOTORYE

QWLQ�TSQ TEORETI�ESKOJ OSNOWOJ NELINEJNOJ MEHANIKI RAZRU�ENIQ I IME�T

WAVNOE PRIKLADNOE ZNA�ENIE� REALIZOWAN S POMO�X� POSLEDOWATELXNOGO PRO�

WEDENIQ PRINCIPA DWOJSTWENNOSTI OPISANIQ DEFORMACII� iSSLEDUETSQ TAKVE

STEPENX OPREDELENNOSTI TENZORNYH HARAKTERISTIK POLQ�

wWEDENIE

wARIACIONNAQ FORMULIROWKA KAK SREDSTWO MATEMATI�ESKOGO PREDSTAWLENIQ FIZI�
�ESKOJ TEORII �ASTO RASSMATRIWAETSQ W KA�ESTWE SAMOGO �LEGANTNOGO I �KONOMI�NOGO

�W DUHE PRINCIPA �KONOMII MY�LENIQ mAHA �E� Mach�� PREDSTAWLENIQ� PO KRAJNEJ
MERE� DLQ FIZI�ESKIH TEORIJ� NE PRETENDU��IH NA OPISANIE DISSIPATIWNYH PROCES�
SOW� kLASSI�ESKAQ MEHANIKA lAGRANVA I gAMILXTONA QWLQETSQ WELIKOLEPNYM OBRAZ�
COM TEORII� REALIZOWANNOJ S POMO�X� WARIACIONNOGO OPISANIQ� nAKONEC� SLEDUET
OTMETITX� �TO WARIACIONNYE PRINCIPY BYLI POLOVENY W OSNOWU TEORII �LEKTRO�
MAGNITNOGO I GRAWITACIONNOGO POLQ W ��	�

mEHANIKA KONTINUUMA� QWLQQSX KLASSI�ESKOJ TEORIEJ POLQ� NE MOVET BYTX IS�
KL��ENIEM
 ISSLEDOWANIE OBOB�ENNYH SIMMETRIJ I INWARIANTNYH GRUPP DLQ FUNK�
CIONALA DEJSTWIQ ESTX� PO�WIDIMOMU� NE TOLXKO SAMOE MO�NOE SREDSTWO PRONIKNOWE�
NIQ W SU�NOSTX SAMOJ MEHANIKI KONTINUUMA� NO I REGULQRNYJ METOD WYWODA INWARI�
ANTNYH INTEGRALOW NELINEJNOJ MEHANIKI� KOTORYE �ASTO �KAK OB �TOM UBEDITELXNO

SWIDETELXSTWUET OPYT MEHANIKI RAZRU�ENIQ� MOGUT IMETX I WAVNOE PRIKLADNOE

ZNA�ENIE�

�rADAEW �RIJ nIKOLAEWI�� KAFEDRA MEHANIKI SPLO�NYH SRED sAMARSKOGO GOSUDARSTWENNOGO

UNIWERSITETA
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pREDSTAWLENNYJ MATERIAL RASPOLAGAETSQ W SLEDU��EJ POSLEDOWATELXNOSTI
 SNA�
�ALA IZLAGA�TSQ ZAKONY SOHRANENIQ NELINEJNOJ TEORII UPRUGOSTI W IH KANONI�ES�
KOM WARIANTE ��	 I NEOBHODIMYE DLQ DALXNEJ�EGO �LEMENTY TEORII POLQ� ZATEM NA

OSNOWANII TEOREMY nETER �E� Noether� ��	 POLU�ENA OB�AQ FORMA ZAKONA SOHRANENIQ�
SOOTWETSTWU��AQTOJ ILI INOJ WARIACIONNOJ SIMMETRII DEJSTWIQ� DALEE S POMO�X�
BAZOWYH WARIACIONNYH SIMMETRIJ DA�TSQ KANONI�ESKIE OPREDELENIQ WSEH WAVNEJ�
�IH WEKTORNYH I TENZORNYH POLEJ NELINEJNOJ MEHANIKI SPLO�NYH SRED� NEOBHO�
DIMYE DLQ WYWODA NETRIWIALXNYH ZAKONOW SOHRANENIQ W OB�EM NELINEJNOM SLU�AE

�W TOM �ISLE S U�ETOM DINAMI�ESKOGO WKLADA W FUNKCIONAL DEJSTWIQ�� I� NAKONEC�
OBSUVDAETSQ OGRANI�ENNYJ WARIANT TEORII WARIACIONNYH SIMMETRIJ� RAZWITYJ W
�
	� w KA�ESTWE DOPOLNENIQ SLEDUET RASSMATRIWATX POSLEDNIJ RAZDEL STATXI� POSWQ�
�ENNYJ LAGRANVIANU PUSTOGO PROSTRANSTWA� dOBAWLENIE LAGRANVIANA PUSTOGO PRO�
STRANSTWA K LAGRANVIANU FIZI�ESKOGO POLQ NE IZMENQET USLOWIJ STACIONARNOSTI

DEJSTWIQ� HOTQ I MOVET IZMENQTX WYRAVENIQ DLQ KANONI�ESKIH TENZOROW� pONQTIE O
LAGRANVIANE PUSTOGO PROSTRANSTWA SOWER�ENNO NEOBHODIMO DLQ USTANOWLENIQ STE�
PENI OPREDELENNOSTI KANONI�ESKIH TENZORNYH POLEJ� WHODQ�IH W FORMULIROWKU KAK
KLASSI�ESKIH� TAK I NETRIWIALXNYH ZAKONOW SOHRANENIQ�

w CELOM STATX� SLEDUET RASSMATRIWATX KAK KOMPAKTNOE� NO WPOLNE STROGOE IZLO�
VENIE NELINEJNOJ TEORII UPRUGOSTI S POZICIJ KLASSI�ESKOJ TEORII POLQ� w TO VE

WREMQ W RABOTE OSWE�ENY I FORMALXNYE OSNOWY NELINEJNOJ MEHANIKI RAZRU�ENIQ�
KOTORAQ W ZNA�ITELXNOJ MERE BAZIRUETSQ �W FORMALXNOM PLANE� NA APPARATE INWARI�
ANTNYH INTEGRALOW� KOTORYE PO SU�ESTWU PREDSTAWLQ�T SOBOJ INWARIANTNU� FOR�
MULIROWKU OSNOWNYH FIZI�ESKIH ZAKONOW SOHRANENIQ W WIDE INTEGRALOW PO KONTURU

ILI POWERHNOSTI� NE ZAWISQ�IH OT PUTI INTEGRIROWANIQ �SM� ����	� ���� p������	� ���
p��������	��

pOSLEDOWATELXNOE IZLOVENIE ZATRAGIWAEMOGO KRUGA PROBLEM ZAINTERESOWANNYJ

�ITATELX MOVET NAJTI TAKVE W IZWESTNOJ MONOGRAFII ��	� k SOVALENI�� NA RUSSKOM
QZYKE IMEETSQ WESXMA OGRANI�ENNYJ NABOR LITERATURNYH ISTO�NIKOW PO PROBLEME

PRIMENENIQ WARIACIONNYH SIMMETRIJ W NELINEJNOJ TEORII UPRUGOSTI� tAK� W IZ�
WESTNOJ MONOGRAFII ���	 WOOB�E NET NIKAKIH UKAZANIJ NA �TO�

pO POWODU FORMALIZMA IS�ISLENIQ WARIACIJ DLQ FUNKCIONALOW S PEREMENNOJ

OBLASTX� INTEGRIROWANIQ I DOKAZATELXSTWA TEOREMY nETER SM� ������	� sISTEMATI�
�ESKOE IZLOVENIE TEORII SIMMETRIJ I ZAKONOW SOHRANENIQ DLQ SISTEM DIFFEREN�
CIALXNYH URAWNENIJ W �ASTNYH PROIZWODNYH DANO W �ETWERTOJ GLAWE MONOGRAFII

�
	�

�� kANONI�ESKIE ZAKONY SOHRANENIQ

mY BUDEM RASSMATRIWATX OB�IJ NELINEJNYJ SLU�AJ I NA�NEM S KRATKOGO ANALIZA

OSNOWNYH SOOTNO�ENIJ KINEMATIKI� oBOZNA�ENIQ� ISPOLXZUEMYE DALEE� W OSNOWNOM
SOGLASU�TSQ SO SHEMOJ RACIONALXNOJ MEHANIKI ���	� kOMPAKTNOE IZLOVENIE TEORII
KONE�NYH DEFORMACIJ �ITATELX MOVET NAJTI W ��	 I ���	� SISTEMATI�ESKOE � W DUHE
RACIONALXNOJ MEHANIKI nOLLA�tRUSDELLA �W� Noll� C� Truesdell� � W MONOGRAFII
���	�

sLEDUQ TRADICIONNOJ SHEME RACIONALXNOJ MEHANIKI� OBOZNA�IM �EREZ x POLOVE�
NIE �MESTO� W PROSTRANSTWE W MOMENT WREMENI t MATERIALXNOJ �ASTICY X� qSNO�
�TO MESTA x SOSTAWLQ�T AKTUALXNU� KONFIGURACI� TELA K� A MESTA X � OTS�ETNU�
KONFIGURACI� KR�

dEFORMACIQ TELA� RAZWIWA��AQSQ S TE�ENIEM WREMENI� PREDSTAWLQETSQ KAK DO�



nELINEJNAQ TEORIQ UPRUGOSTI KAK FIZI�ESKAQ TEORIQ POLQ ��

STATO�NO GLADKOE OTOBRAVENIE

x � x�X� t� �����

OTS�ETNOJ KONFIGURACII NA AKTUALXNU�
 KR � K�
�TO OTOBRAVENIE MOVNO OBRATITX I PREDSTAWITX� TAKIM OBRAZOM� DEFORMACI� W

WIDE OBRATNOGO OTOBRAVENIQ

X � X�x� t�� �����

zDESX WAVNO OTDAWATX SEBE OT�ET W TOM� �TO UVE NA �TOM PERWONA�ALXNOM �TAPE

PROQWLQETSQ HARAKTERNAQ DLQ WSEJ NELINEJNOJ MEHANIKI SPLO�NYH SRED DWOJSTWEN�
NOSTX
 DWOJSTWENNOSTX PREDSTAWLENIQ DEFORMACII ����� I ����� �PRQMOE I OBRATNOE
OPISANIQ� WLIQET ZATEM NA WYBOR MER DEFORMACII I FORMULIROWKU ZAKONOW SOHRA�
NENIQ�

gRADIENT DEFORMACII

F � �rR � x�T �����

QWLQETSQ WAVNEJ�IM KONSTRUKTIWNYM �LEMENTOM KINEMATIKI KONTINUUMA�
oBRATNYJ GRADIENT� ESTESTWENNO� OPREDELQETSQ KAK

F�� � �r�X�T � ���
�

I� SLEDOWATELXNO� FF�� � I� GDE I ESTX EDINI�NYJ TENZOR�
wEKTOR SKOROSTI OPREDELQETSQ KAK �ASTNAQ PROIZWODNAQ PO WREMENI PRQMOGO PRED�

STAWLENIQ �����

v � ��tx�X� �����

mATERIALXNAQ SKOROSTX OPREDELQETSQ KAK �ASTNAQ PROIZWODNAQ PO WREMENI OB�
RATNOGO PREDSTAWLENIQ �����


v � ��tX�x� �����

oBA TIPA SKOROSTI SWQZANY SOOTNO�ENIEM


v � �F�� � v� �����

dWA OSNOWNYH ZAKONA SOHRANENIQ �MASSY I IMPULXSA� MOVNO SFORMULIROWATX W
MATERIALXNOJ FORME �T�E� PO OTNO�ENI� K KONFIGURACII KR�


��t�R�X � �� ��tp�X �rR � S � �� �����

GDE

p � �R��tx�X � �Rv �����

ESTX FIZI�ESKIJ IMPULXS�
ST � JTTF�T� ������

GDE S � PERWYJ TENZOR NAPRQVENIJ pIOLA�kIRHGOFA� T � TENZOR NAPRQVENIJ kO�I�
J � detF� mY PODRAZUMEWAEM OTSUTSTWIE POLQ MASSOWYH SIL I NE U�ITYWAEM IH

WKLADA W BALANS IMPULXSA�
bALANS �NTROPII TAKVE SFORMULIRUEM W MATERIALXNOJ FORME
�

�s

�t

�
X

�rR � J � �th � �intr� ������

GDE s � PLOTNOSTX �W RAS�ETE NA EDINICU OB�EMA W OTS�ETNOM SOSTOQNII� �NTROPII�
J � MATERIALXNYJ WEKTOR POTOKA �NTROPII� pROIZWODSTWO �NTROPII � SLAGAEMYE
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W PRAWOJ �ASTI POSLEDNEGO URAWNENIQ � SKLADYWAETSQ IZ DWUH �ASTEJ
 WKLAD �th
OBUSLOWLEN TEPLOPROWODNOSTX�� A �intr � WNUTRENNIM PROIZWODSTWOM �NTROPII PRI

NEOBRATIMYH IZMENENIQH SOSTOQNIQ�
pROCESS TEPLOPROWODNOSTI OPISYWAETSQ MATERIALXNYM URAWNENIEM PRITOKA TEP�

LA


�

�
�s

�t

�
X

�rR � h � ��intr� ������

GDE � � ABSOL�TNAQ TEMPERATURA� h � MATERIALXNYJ WEKTOR POTOKA TEPLA�
wWEDEM DWE OSNOWNYE FUNKCII� NEOBHODIMYE DLQ PREDSTAWLENIQ W RAMKAH KLAS�

SI�ESKOJ TEORII POLQ�
fUNKCIQ lAGRANVA

L � K � � ������

PREDSTAWLQET SOBOJ RAZNOSTX KINETI�ESKOJ

K �
�

�
�Rv � v ����
�

I SWOBODNOJ �NERGII gELXMGOLXCA �W RAS�ETE NA EDINICU OB�EMA W OTS�ETNOM SOSTO�
QNII�

� � ��F� �� ��rR��X�� ������

GDE PEREMENNAQ � ZAREZERWIROWANA DLQ WNUTRENNIH �SKRYTYH� PEREMENNYH SOSTOQ�
NIQ� ARGUMENT rR� PODRAZUMEWAET WOZMOVNOSTX DIFFUZII I LOKALIZACII FIZI�ES�
KOJ WELI�INY� PREDSTAWLQEMOJ SKRYTOJ PEREMENNOJ �� ARGUMENT X UKAZYWAET NA

WOZMOVNU� MATERIALXNU� NEODNORODNOSTX TELA� NA EGO DEFEKTNU� ILI POWREVDEN�
NU� STRUKTURU�

pOLNAQ �NERGIQ �W RAS�ETE NA EDINICU OB�EMA W OTS�ETNOM SOSTOQNII�

H � E �K ������

ESTX SUMMA WNUTRENNEJ �NERGII E I KINETI�ESKOJ �NERGII K�

wNUTRENNQQ �NERGIQ E I SWOBODNAQ �NERGIQ � SWQZANY SOOTNO�ENIEM


E � s�� �� ������

e�E ODNU GRUPPU URAWNENIJ SOSTAWLQ�T OPREDELQ��IE URAWNENIQ


ST �
��

�F
� s � ���

��
� ������

A � ���

��
� M �

��

��rR��
� ������

h � �J� �th � �J � �rR ln ��� ��intr � A
�
��

�t

�
X

� ������

GDE

A � A�rR �M � ���

��
������

ESTX OBOB�ENNAQ TERMODINAMI�ESKAQ SILA� SOPRQVENNAQ POTOKU WNUTRENNEJ PEREMEN�
NOJ SOSTOQNIQ ��
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kANONI�ESKIE URAWNENIQ BALANSA IMPULXSA I �NERGII WYWODQTSQ IZ URAWNENIQ

BALANSA IMPULXSA ����� UMNOVENIEM SLEWA SOOTWETSTWENNO NA FT I v
�
�P

�t

�
X

�rR �P� f inh � f th � f� � �� ������

�
�H
�t

�
X

�rR � � � �� ������

w �TIH URAWNENIQH

P � �FT � p ����
�

� KANONI�ESKIJ IMPULXS �PSEWDOIMPULXS��

P � � �LI� S � F�M� �rR��� ������

� TENZOR NAPRQVENIJ ��ELBI �J�D� Eshelby���

� � � � h ������

� MATERIALXNYJ WEKTOR POTOKA �NERGII�

� � S � v �M
�
��

�t

�
X

������

� MATERIALXNYJ WEKTOR uMOWA�pOJNTINGA �n�a� uMOW� J�H� Poynting��

f th � s�rR�� ������

� TERMI�ESKAQ MATERIALXNAQ SILA� OBUSLOWLENNAQ NEODNORODNOSTX� RASPREDELENIQ

TEMPERATURY�
f� � A�rR�� ������

�tENZOR NAPRQVENIJ P ��TOT VE TENZOR �ASTO NAZYWA�T TENZOROM �NERGII�IMPULXSA� BYL WWE�
DEN W MEHANIKU ��ELBI ����� w SOWREMENNOJ LITERATURE PO NELINEJNOJ MEHANIKE SPLO�NYH SRED

WSTRE�A�TSQ �W RAMKAH ODNOJ I TOJ VE FIZI�ESKOJ INTERPRETACII� RAZLI�NYE OPREDELENIQ TENZORA
�NERGII�IMPULXSA �SM�� NAPRIMER� MONOGRAFII �	������
s TO�KI ZRENIQ INTEGRALXNYH ZAKONOW SOHRANENIQ MEHANIKI TENZOR NAPRQVENIJ ��ELBI IGRAET

ROLX� ANALOGI�NU� TENZORU S� PRI FORMULIROWKE BALANSA POLNOJ �NERGII WNUTRI FIKSIROWANNOGO

KONTROLXNOGO OB�EMA W FIZI�ESKOM PROSTRANSTWE� w �TOM SLU�AE SOOTWETSTWU��IJ OB�EM W OT�
S�ETNOJ KONFIGURACII BUDET PODWIVNYM� s POMO�X� FORMULY DIFFERENCIROWANIQ INTEGRALA PO

PODWIVNOMU OB�EMU NETRUDNO PROWERITX ����� p��
	��
���� �TO �MY PRENEBREGAEM ZDESX WNUTRENNIMI

STEPENQMI SWOBODY�
�

�t

Z
Hd�R 


I
�

�N � ��P � v�� h �N �dSR�

GDE TENZOR
�P 
 HI � S �F

NE SU�ESTWENNO OTLI�AETSQ OT TENZORA NAPRQVENIJ ��ELBI P 
 �LI � S � F� tENZOR �P IGRAET

GLAWNU� ROLX PRI PODS�ETE SKOROSTI OSWOBOVDENIQ �NERGII WSLEDSTWIE PRODWIVENIQ KRAQ TRE�INY�
oTMETIM TAKVE� �TO W KWAZISTATI�ESKOM PRIBLIVENII �SR� ���� p��
	��

P
T 
 �JFT �

�

�F

�
�

J

�
�

sIMMETRIQ TENZORA NAPRQVENIJ kO�I TT 
 T WLE�ET ZA SOBOJ RAWENSTWO C � P 
 PT �C� GDE

C 
 FT �F � PRAWYJ TENZOR DEFORMACII kO�I�gRINA�
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� MATERIALXNAQ SILA� OBUSLOWLENNAQ NEODNORODNOSTX� RASPREDELENIQ SKRYTOJ PERE�
MENNOJ ��

f inh �

�
�L
�X

�
expl

������

� SILA� DEJSTWU��AQ NA MATERIALXNU� NEODNORODNOSTX �SILA ��ELBI��
zAMETIM TAKVE� �TO

H � s��P � �F�� � v��L� ������

P � �RC � v �C � FT � F�� ������

K �
�

�
�Rv �C � v �

�

�
P � v � ������

f inh �
�

�
�v � v��rR�R��

�
��

�X

�
expl

� ����
�

s �
�L
��

� P �
�L
�v

� ������

sLEDSTWIEM KANONI�ESKOGO URAWNENIQ BALANSA IMPULXSA ������ QWLQETSQ �W KWA�
ZISTATI�ESKOM PRIBLIVENII� SOOTNO�ENIE

rR �P � �f inh� ������

ILI W SLU�AE MATERIALXNO ODNORODNOGO TELA �

rR �P � �� ������

pOLU�ENNYJ REZULXTAT USTANAWLIWAET INWARIANTNOSTX INTEGRALAI
S

N �P dSR � � ������

�ZDESX INTEGRIROWANIE PROIZWODITSQ PO L�BOJ ZAMKNUTOJ POWERHNOSTI S� NE SODERVA�
�EJ WNUTRI SINGULQRNOSTEJ UPRUGOGO POLQ� N � EDINI�NYJ WEKTOR WNE�NEJ NORMA�
LI� W PLANE NEZAWISIMOSTI ZNA�ENIQ INTEGRALA OT FORMY POWERHNOSTI S W OTS�ETNOJ
KONFIGURACII KR�

wPERWYE INWARIANTNYE INTEGRALY POQWILISX W KLASSI�ESKOM TRAKTATE mAKS�
WELLA �J� C� Maxwell� W ���� G� PRI OPREDELENII NAPRQVENIJ W �LEKTROMAGNITNOM

POLE�� w STATI�ESKOJ LINEJNOJ UPRUGOSTI ANALOGI�NYE INTEGRALY� ISPOLXZUQ METOD
mAKSWELLA� WWEL W ���� G� ��ELBI ���	� fAKTI�ESKI ��ELBI ISPOLXZOWAL INWARIANT�
NYE INTEGRALY DLQ WY�ISLENIQ KONFIGURACIONNOJ SILY� DEJSTWU��EJ NA UPRUGU�
NEODNORODNOSTX �LLIPSOIDALXNOJ FORMY� sOGLASNO ��ELBI� SILA f inhk � KOTORAQ DEJ�
STWUET NA DEFEKT ILI WKL��ENIE W UPRUGOJ SREDE� MOVET BYTX WY�ISLENA S POMO�X�
NE ZAWISQ�EGO OT PUTI INTEGRALA

f inhi �

I
�

nkPkid��

GDE ZAMKNUTAQ POWERHNOSTX � DOLVNA OHWATYWATX DEFEKT ILI WKL��ENIE� Pki � TEN�
ZOR NAPRQVENIJ ��ELBI�

�dV�k�mAKSWELL� tRAKTAT OB �LEKTRI�ESTWE I MAGNETIZME� t� I� II�m�� nAUKA� ����� ��� S�� ��� S�
rE�X IDET O WY�ISLENII SIL� DEJSTWU��IH NA �LEMENT TELA� POME�ENNOGO W �LEKTROMAGNITNOE POLE
�t� II� S� 		��	����



nELINEJNAQ TEORIQ UPRUGOSTI KAK FIZI�ESKAQ TEORIQ POLQ ��

pOZDNEE INWARIANTNYJ INTEGRAL BYL WYWEDEN g�NTEROM �W� Gunter� ��	 NA OS�
NOWE WARIACIONNOGO PRINCIPA nETER �E� Noether� ��	� sISTEMATI�ESKIJ WYWOD INWA�
RIANTNYH INTEGRALOW TEORII UPRUGOSTI S POMO�X� WARIACIONNOGO PRINCIPA nETER

BYL DAN W STATXE ��	� nAKONEC SLEDUET UPOMQNUTX RABOTY ����	� GDE BOLX�OE KOLI�
�ESTWO NETRIWIALXNYH ZAKONOW SOHRANENIQ BYLO POLU�ENO NA BAZE TEORII OBOB�EN�
NYH GRUPPOWYH SIMMETRIJ�

w ���� G� g� p� �EREPANOW ���	 POLU�IL INWARIANTNYJ ��INTEGRAL MEHANIKI RAZ�
RU�ENIQ NEPOSREDSTWENNO IZ ZAKONA SOHRANENIQ �NERGII� iNTENSIWNOE PRIMENENIE
INWARIANTNOGO INTEGRALA �J�INTEGRALA� W MEHANIKE RAZRU�ENIQ W KA�ESTWE PARAMET�
RA� HARAKTERIZU��EGO NAPRQVENNO�DEFORMIROWANNOE SOSTOQNIE TRE�INY W UPRUGO�
PLASTI�ESKIH TELAH� WOSHODIT K ���� G�� KOGDA INWARIANTNYJ INTEGRAL BYL SFORMU�
LIROWAN rAJSOM �J� R� Rice� ���	�

�� �LEMENTY TEORII POLQ

nIVE BUDUT DANY NEOBHODIMYE SWEDENIQ �PREIMU�ESTWENNO FORMALXNOGO PLANA�
IZ SOWREMENNOJ TEORII POLQ� dLQ PONIMANIQ IZLAGAEMOJ NIVE TEORII NEOBHODIMO
DOSTATO�NO SWOBODNOE WLADENIE IS�ISLENIEM WARIACIJ �NAPRIMER� W RAMKAH ZAME�A�
TELXNOGO KURSA WARIACIONNOGO IS�ISLENIQ ��
	�� kOMPAKTNOE IZLOVENIE IMEETSQ W
���� p�������
	� mOVNO REKOMENDOWATX TAKVE MONOGRAFI� ��� p�������	�

rASSMOTRIM FUNKCIONAL TIPA gAMILXTONOWA DEJSTWIQ
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GDE 	k � UPORQDO�ENNYJ MASSIW FIZI�ESKIH POLEWYH WELI�IN� X� �
 � �� �� �� 
� �
PROSTRANSTWENNO�WREMENNYE KOORDINATY�� X� � ct �KONSTANTA c IMEET SMYSL HARAK�
TERNOJ SKOROSTI I EE MOVNO POLOVITX RAWNOJ EDINICE�� d�X � �LEMENT OB�EMA� D �
OBLASTX TREHMERNOGO PROSTRANSTWA�� W KOTOROJ IZMENQ�TSQ KOORDINATYX�� X�� X��

t�� t� � GRANICY WREMENNOGO INTERWALA�
pOD d�X MY PONIMAEM �ESTESTWENNYJ� �LEMENT OB�EMA

d�X � dX�dX�dX�dX��

iNWARIANTNYJ �LEMENT OB�EMA d�� PROSTRANSTWENNO�WREMENNOGO MNOGOOBRAZIQ OPRE�
DELQETSQ NA OSNOWANII

d�� �
p
gdX�dX�dX�dX��

GDE g � OPREDELITELX �TO�NEE� EGO ABSOL�TNAQ WELI�INA�� SOSTAWLENNYJ IZ METRI�ES�
KIH KO�FFICIENTOW g��� pOSKOLXKU METRIKA PROSTRANSTWA�WREMENI GIPERBOLI�NA�

�aNALOGIQ MEVDU PROSTRANSTWOM I WREMENEM BYLA IZWESTNA E�E DREWNIM GREKAM� aRISTOTELX
WKL��AL WREMQ W �ISLO NEPRERYWNYH WELI�IN NARQDU S LINIQMI� POWERHNOSTQMI I TELAMI� w SO�
WREMENNOJ FIZIKE RAWNOPRAWIE PROSTRANSTWENNYH KOORDINAT I WREMENI UTWERVDALOSX W PROCESSE

STANOWLENIQ TEORII OTNOSITELXNOSTI� pROSTRANSTWENNO�WREMENNOE MNOGOOBRAZIE � NEOT�EMLEMYJ
�LEMENT TEORII OTNOSITELXNOSTI� gEOMETRIQ PROSTRANSTWA�WREMENI KAK OB�EKT FIZI�ESKOJ TEORII
RASSMATRIWAETSQ� NAPRIMER� W ���� p���
��
	�� s TO�KI ZRENIQ KLASSI�ESKOJ MEHANIKI SPLO�NYH

SRED PEREMENNYE X�� X�� X� WPOLNE ANALOGI�NY KOORDINATAM lAGRANVA� A OPERIROWANIE S �E�
TYREHMERNYM PROSTRANSTWENNO�WREMENNYM MNOGOOBRAZIEM ISKL��ITELXNO UDOBNO PRI OPISANII

DINAMI�ESKIH PROCESSOW W DEFORMIRUEMYH SREDAH�
�w RAMKAH KLASSI�ESKOJ NELINEJNOJ MEHANIKI SPLO�NYH SRED SLEDUET S�ITATX� �TO D 
 KR �KR

� OTS�ETNAQ KONFIGURACIQ TELA� DEFORMACI� KOTOROGO OBY�NO OPISYWA�T� SRAWNIWAQ OTS�ETNU�
KONFIGURACI� S AKTUALXNOJ DEFORMIROWANNOJ�� LIBO D � PODOBLASTX KR�
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TO OBY�NO WMESTO
p
g PI�UT

p�g� IBO W POSLEDNEM SLU�AE WELI�INA POD KORNEM

BUDET POLOVITELXNOJ�
iTAK� INWARIANT

p�gdX�dX�dX�dX� � WELI�INA �ETYREHMERNOGO OB�EMA� IZME�
RENNOGO W LOKALXNOJ KOORDINATNOJ SISTEME POSREDSTWOM TWERDYH MAS�TABOW I �ASOW

PO PRINCIPAM SPECIALXNOJ TEORII OTNOSITELXNOSTI�iNWARIANTNYJ �LEMENT OB�EMA
SLEDUET OTLI�ATX OT �ESTESTWENNOGO� �LEMENTA OB�EMA d�X � dX�dX�dX�dX�� TAK

KAK KOORDINATNAQ SISTEMA PROSTRANSTWENNO�WREMENNOGO MNOGOOBRAZIQ MOVET BYTX
KRIWOLINEJNOJ� I W �TOM SLU�AE WELI�INA

p�g OTLI�NA OT EDINICY� pRI ISPOLXZO�
WANII KRIWOLINEJNOJ KOORDINATNOJ SISTEMY W PROSTRANSTWENNO�WREMENNOM MNOGO�
OBRAZII FUNKCIONAL DEJSTWIQ SLEDUET PISATX W FORME
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L�	k � ��	k � ����	k� ���� X��
p�gd�X�

qSNO PO�TOMU� �TO �ASTO HARAKTER KOORDINATNOJ SISTEMY MOVNO WOOB�E NE SPECI�
FICIROWATX� NO TOGDA W URAWNENIQH POLQ POD FUNKCIEJ lAGRANVA SLEDUET PONIMATX
NE L� A p�gL�

pROSTRANSTWO�WREMQ QWLQETSQ �ETYREHMERNYM PSEWDOEWKLIDOWYM PROSTRANSTWOM��

METRIKA KOTOROGO ZADAETSQ ZNAKONEOPREDELENNOJ KWADRATI�NOJ FORMOJ
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��� �
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GDE

�� � �� �� � �� �� � �� �� � ���
oPREDELENNOE PODOBNYM OBRAZOM 
�PROSTRANSTWO OBY�NO NAZYWA�T PROSTRANST�

WOM mINKOWSKOGO �H� Minkowski��
�EREZ �� ZDESX I W DALXNEJ�EM OBOZNA�AETSQ OPERATOR �ASTNOGO DIFFERENCIROWA�

NIQ PO PROSTRANSTWENNO�WREMENNYM KOORDINATAM X�� mY BUDEM ISPOLXZOWATX �TOT

OPERATOR �WMESTO BOLEE UDOBNOJ NABLY gAMILXTONAr�� S TEM� �TOBY IZLOVENIE BYLO
WYDERVANO W DUHE KLASSI�ESKOGO WARIACIONNOGO IS�ISLENIQ� wPRO�EM� WSE URAWNENIQ
IS�ISLENIQ WARIACIJ BEZ TRUDA PREDSTAWLQ�TSQ W PRQMOJ INWARIANTNOJ ZAPISI� �TO
POZWOLQET SFORMULIROWATX IH W FORME� INWARIANTNOJ OTNOSITELXNO PREOBRAZOWANIJ
PROSTRANSTWENNO�WREMENNYH KOORDINAT X� �

bOLX�INSTWO SOWREMENNYH FIZI�ESKIH TEORIJ OGRANI�IWAETSQ GRADIENTAMI PER�
WOGO PORQDKA OT POLEJ 	k�

dLQ KLASSI�ESKOJ MEHANIKI SPLO�NYH SRED FIZI�ESKIE POLQ 	k � �TO ZAKON DWI�
VENIQ �ILI DEFORMIROWANIQ� TELA� PREDSTAWLENNYJ KAK ZAWISIMOSTI KOORDINAT �J�
LERA �T�E� KOORDINAT W PROSTRANSTWE� KOTORYE WYBIRA�TSQ NABL�DATELEM DLQ PRED�
STAWLENIQ POLOVENIJ TO�EK SPLO�NOJ SREDY W PROCESSE EE DEFORMACII� OT KOORDINAT
lAGRANVA �KOORDINATY lAGRANVA� SOGLASNO TRADICIONNYM PREDSTAWLENIQM MEHANI�
KI SPLO�NYH SRED� INDIWIDUALIZIRU�T TO�KI KONTINUUMA� QWLQQSX DLQ KAVDOJ IZ
NIH UNIKALXNOJ METKOJ�


xk � xk�X�� X�� X�� X���

tAKIM OBRAZOM� W DALXNEJ�EM MOVNO S�ITATX� �TO 	k ESTX �JLEROWY KOORDINA�
TY
 	k � xk�

�gEOMETRIQ PSEWDOEWKLIDOWYH PROSTRANSTW I PROSTRANSTWENNO�WREMENNOGO MNOGOOBRAZIQ W DE�
TALQH IZLOVENA W KNIGE� rOZENFELXD b� a� mNOGOMERNYE PROSTRANSTWA� m�� nAUKA� ����� ��� S�



nELINEJNAQ TEORIQ UPRUGOSTI KAK FIZI�ESKAQ TEORIQ POLQ ��

w PRINCIPE DEFORMACI� SPLO�NOGO TELA MOVNO OPISYWATX OBRATNYM OTOBRAVE�
NIEM �TAK NAZYWAEMOE OBRATNOE lAGRANVEWO OPISANIE�


X� � X��x�� x�� x�� t��

tOGDA ROLX FIZI�ESKIH POLEWYH WELI�IN BUDUT IGRATX PEREMENNYE lAGRANVA� nI
ODNO IZ OPISANIJ � PRQMOE lAGRANVEWO I OBRATNOE lAGRANVEWO � NE IMEET NIKA�
KIH PREIMU�ESTW PO SRAWNENI� S DRUGIM� iSTORI�ESKI SLOVILOSX TAK� �TO �IROKOE
RASPROSTRANENIE POLU�ILO LI�X PRQMOE OPISANIE� i TOLXKO W POSLEDNEE WREMQ OB�
RATNOE OPISANIE STALO PRONIKATX W RABOTY PO NELINEJNOJ TEORII UPRUGOSTI �SM��
NAPRIMER� MONOGRAFI� ��	��

oSOZNANNOE MANIPULIROWANIE S WARIACIEJ DEJSTWIQ � PODRAZUMEWAET QSNOE I

STROGOE OPREDELENIE RAZLI�NYH WIDOW WARXIROWANIQ KAK SAMIH POLEJ 	k� TAK I

PROSTRANSTWENNO�WREMENNYH PEREMENNYH X�� pO�TOMU MY NA�NEM S BAZOWYH PONQ�
TIJ I OPREDELENIJ�

oSNOWNYM ISHODNYM �LEMENTOM� NEOBHODIMYM DLQ OPREDELENIQ PONQTIQ WARIA�
CII� QWLQETSQ ODNOPARAMETRI�ESKOE SEMEJSTWO �GRUPPA� PREOBRAZOWANIJ PROSTRANST�
WENNO�WREMENNYH KOORDINAT I FIZI�ESKIH POLEJ
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� 	k�

wELI�INA � � PARAMETR GRUPPY� KOTORYJ MOVET BYTX SKALQRNYM� WEKTORNYM ILI
TENZORNYM�

iSKL��ITELXNYJ INTERES PREDSTAWLQ�T ODNOPARAMETRI�ESKIE GRUPPY PREOBRA�
ZOWANIJ� KOTORYE NE IZMENQ�T WELI�INY DEJSTWIQ �ILI IZMENENIE DEJSTWIQ QWLQETSQ
BESKONE�NO MALOJ WELI�INOJ� PORQDKA WYS�EGO� �EM �� L�BOJ 
�OBLASTI PROSTRAN�
STWENNO�WREMENNOGO MNOGOOBRAZIQ� uKAZANNYE GRUPPY OBY�NO NAZYWA�T GRUPPAMI

INWARIANTNOSTI DEJSTWIQ �ILI WARIACIONNYMI SIMMETRIQMI��
sLEDUET OBRATITX WNIMANIE NA TOT FAKT� �TO PROSTRANSTWENNO�WREMENNYE KOOR�

DINATY X� I FIZI�ESKIE POLQ 	k WHODQT W GRUPPU PREOBRAZOWANIJ QWNO NE SIMMET�
RI�NO� IBO ZAKON PREOBRAZOWANIQ ���
�� NE DOPUSKAET TRANSFORMACI� PEREMENNYH

X� � ZAWISQ�U� OT POLEJ 	k� wPOSLEDSTWII MY RASSMOTRIM BOLEE �IROKIJ SPEKTR

PREOBRAZOWANIJ S CELX� USTRANENIQ UKAZANNOJ NESIMMETRI�NOSTI�
zAMETIM� �TO INWARIANTNOSTX DEJSTWIQ OZNA�AET� �TO�

�Ld��� � Ld�X�
GDE

�L � �L� �	k � ��� �	k� ��� ��� �	k� ���� �X��

� PLOTNOSTX LAGRANVIANA� WYRAVENNAQ S POMO�X� NOWYH PROSTRANSTWENNO�WREMEN�
NYH KOORDINAT �X� I FIZI�ESKIH POLEJ �	k �

�iLI PRIWODIMOE NIVE RAWENSTWO DOLVNO UDOWLETWORQTXSQ S TO�NOSTX� DO BESKONE�NO MALOJ

WELI�INY� PORQDKA WYS�EGO� �EM ��
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qSNO� �TO W REZULXTATE PREOBRAZOWANIQ GRUPPOJ INWARIANTNOSTI DEJSTWIQ PLOT�
NOSTX LAGRANVIANA PREOBRAZUETSQ �WOZMOVNO� S TO�NOSTX� DO BESKONE�NO MALOJ WE�
LI�INY� PORQDKA WYS�EGO� �EM �� KAK OBY�NAQ SKALQRNAQ PLOTNOSTX


det

�
� �X�

�X�

�
�L� �	k � ��� �	k � ��� ��� �	k� ���� �X�� � L�	k � ��	k� ����	k� ���� X���

�ASTI�NAQ �T�E� PRI NEWARXIRUEMYH PROSTRANSTWENNO�WREMENNYH KOORDINATAH

X�� WARIACIQ POLQ 	k OPREDELQETSQ KAK
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oPERATORY �� I �� PERESTANOWO�NY
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wARIACIQM FIZI�ESKIH POLEJ 	k� IS�EZA��IM KAK NA GRANICE PROSTRANSTWEN�
NOJ OBLASTI INTEGRIROWANIQ� TAK I NA GRANICAH WREMENNOGO INTERWALA� OTWE�AET
WARIACIQ DEJSTWIQ
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sTACIONARNOSTX DEJSTWIQ NEOBHODIMO WLE�ET URAWNENIQ �JLERA�lAGRANVA
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oBOB�ENIE URAWNENIJ �JLERA�lAGRANVA NA TOT SLU�AJ� ESLI PLOTNOSTX LAGRAN�
VIANA ZAWISIT OT PROIZWODNYH PORQDKA WY�E PERWOGO� ESTX
�

�L
�	k

� �L
�	k

� ��
�L

����	k�
� ����

�L
������	k�

� ��

pOLNYE WARIACII PROSTRANSTWENNO�WREMENNYH KOORDINAT X� I FIZI�ESKIH PO�
LEJ 	k OPREDELENY� KAK �TO SLEDUET NIVE
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�mY NE BUDEM RAZWIWATX DALEE TEORI� POLQ DLQ LAGRANVIANA� ZAWISQ�EGO OT GRADIENTOW POLE�
WYH WELI�IN �k� PORQDKA WY�E PERWOGO� pO POWODU SOOTWETSTWU��EGO OBOB�ENIQ SM�� NAPRIMER�
�	� p�������
��



nELINEJNAQ TEORIQ UPRUGOSTI KAK FIZI�ESKAQ TEORIQ POLQ ��
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zDESX MY ISPOLXZUEM OBOZNA�ENIE WIDA�
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expl

DLQ PROIZWODNOJ FUNKCII ���� �� �� PO ARGUMENTU� KOTORYJ WYRAVAET EE QWNU� ZA�
WISIMOSTX OT TOJ PEREMENNOJ� PO KOTOROJ OSU�ESTWLQETSQ DIFFERENCIROWANIE� T�E�
DLQ �ASTNOJ PROIZWODNOJ FUNKCII ���� �� �� PO ARGUMENTU �� S�ITAQ PRI �TOM FIKSI�
ROWANNYMI WSE OSTALXNYE ARGUMENTY DAVE NESMOTRQ NA TO� �TO ONI MOGUT W SWO�
O�EREDX TAKVE ZAWISETX OT ��

pOLNAQ I �ASTI�NAQ WARIACII 	k SWQZANY SOOTNO�ENIEM
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pOLNOE WARXIROWANIE DEJSTWIQ PO PROSTRANSTWENNO�WREMENNYM KOORDINATAM X�

I FIZI�ESKIM POLQM 	k PRIWODIT K SLEDU��EMU REZULXTATU ��
� p����	
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GDE N� � EDINI�NAQ WNE�NQQ NORMALX K TREHMERNOJ GIPERPOWERHNOSTI� OGRANI�IWA�
��EJ OBLASTX INTEGRIROWANIQ W �ETYREHMERNOM PROSTRANSTWENNO�WREMENNOM MNO�
GOOBRAZII� dA � �LEMENT PLO�ADI UKAZANNOJ GIPERPOWERHNOSTI�

�� tEOREMA nETER

tEOREMA nETER �PO POWODU DOKAZATELXSTWA SM� ��
� p��������	� USTANAWLIWAET ZA�
KON SOHRANENIQ� SOOTWETSTWU��IJ ODNOPARAMETRI�ESKOJ GRUPPE PREOBRAZOWANIJ� NE
IZMENQ��IH WELI�INU DEJSTWIQ �ILI IZMENQ��IH TAKOWU�� NO NA BESKONE�NO MALU�
WELI�INU� PORQDKA WYS�EGO� �EM �� L�BOJ 
�OBLASTI PROSTRANSTWENNO�WREMENNOGO
MNOGOOBRAZIQ� dRUGIMI SLOWAMI� INWARIANTNOSTX DEJSTWIQ �WARIACIONNAQ SIMMET�
RIQ DEJSTWIQ� OTNOSITELXNO ODNOPARAMETRI�ESKOJ GRUPPY PREOBRAZOWANIJ

�X� � 	k�� � �X�� �	k�

POROVDAET NEKOTORYJ �INOGDA WESXMA NETRIWIALXNYJ� DIWERGENTNYJ ZAKON SOHRANE�
NIQ��

�oB�AQ TEORIQ ZAKONOW SOHRANENIQ DLQ SISTEM DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ W �ASTNYH PROIZ�
WODNYH� SLEDU��IH IZ WARIACIONNOGO PRINCIPA� IZLAGAETSQ� NAPRIMER� W ���� p�		
�	����
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tREBOWANIE INWARIANTNOSTI DEJSTWIQ PREVDE WSEGO WYRAVAET OSNOWNYE SWOJSTWA

PROSTRANSTWA�WREMENI� HOTQ OTN�DX I NE OGRANI�IWAETSQ LI�X �TIMI POSLEDNIMI
SWOJSTWAMI�

aPRIORI MOVNO UKAZATX SLEDU��IE PREOBRAZOWANIQ PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO�
OTNOSITELXNO KOTORYH DEJSTWIE INWARIANTNO� A URAWNENIQ POLQ KOWARIANTNY


�� tRANSLQCII NA�ALA KOORDINAT �ODNORODNOSTX 
�PROSTRANSTWA�WREMENI��
�� wRA�ENIQ 
�PROSTRANSTWA�WREMENI� SODERVA�IE KAK OBY�NYE POWOROTY W PRO�

STRANSTWE� TAK I PREOBRAZOWANIQ lORENCA �H� A� Lorentz� W SOBSTWENNOM SMYSLE �TOGO
SLOWA �IZOTROPIQ PROSTRANSTWA I SPECIALXNYJ PRINCIP OTNOSITELXNOSTI��

�� zERKALXNYE OTRAVENIQ �INWERSII� I OBRA�ENIE WREMENI�

� pROIZWOLXNYE TO�E�NYE PREOBRAZOWANIQ KOORDINAT W PROSTRANSTWE mINKOW�

SKOGO� T�E� PEREHOD K KRIWOLINEJNYM KOORDINATAM �OB�IJ PRINCIP OTNOSITELXNOSTI
� OTSUTSTWIE PREIMU�ESTWENNYH SISTEM OTS�ETA��

pERE�ISLENNYM PREOBRAZOWANIQM� OTNOSITELXNO KOTORYH URAWNENIQ POLQ KOWA�
RIANTNY� SOOTWETSTWU�T FUNDAMENTALXNYE ZAKONY SOHRANENIQ� IME��IE SMYSL SO�
HRANENIQ IMPULXSA� MOMENTA IMPULXSA I �NERGII �WSEGO DESQTX ZAKONOW SOHRANENIQ��
eSLI UDAETSQ RAZYSKATX INYE GRUPPY INWARIANTNOSTI DEJSTWIQ I POLU�ITX DOPOL�
NITELXNYJ ZAKON SOHRANENIQ� TO EGO PRINQTO NAZYWATX NETRIWIALXNYM��


iSHODNYM PUNKTOM RASSUVDENIJ QWLQETSQ POLU�ENNAQ WY�E FORMULA DLQ POLNOJ

WARIACII DEJSTWIQ�
pOSKOLXKU FIZI�ESKIE POLEWYE WELI�INY 	k W L�BOM SLU�AE OBESPE�IWA�T STA�

CIONARNOSTX DEJSTWIQ� TO URAWNENIQ �JLERA�lAGRANVA
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WARIACI� DEJSTWIQ MOVNO TAKVE PREDSTAWITX W FORME
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�	�ASTO OKAZYWAETSQ NEWOZMOVNYM USTANOWITX FIZI�ESKIJ SMYSL NETRIWIALXNYH ZAKONOW SOHRA�
NENIQ� �TO KASAETSQ TEORII UPRUGOSTI� TO UVE NE PODDA�TSQ FIZI�ESKOJ INTERPRETACII ZAKONY

SOHRANENIQ� SLEDU��IE IZ IZOTROPII PROSTRANSTWA I WOZMOVNOSTI PREOBRAZOWANIQ MAS�TABA KO�
ORDINATNYH OSEJ�



nELINEJNAQ TEORIQ UPRUGOSTI KAK FIZI�ESKAQ TEORIQ POLQ ��

wOSPOLXZUEMSQ TEPERX PREDPOLOVENIEM OB INWARIANTNOSTI DEJSTWIQ OTNOSITELX�
NO ODNOPARAMETRI�ESKOJ GRUPPY PREOBRAZOWANIJ��
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PRINCIPA DWOJSTWENNOSTI I POLNOJ RAWNOPRAWNOSTI OTS�ETNOJ I AKTUALXNOJ KONFIGURACIJ TELA W

SOSTOQNII EGO DEFORMACII� PRONIZYWA��IH MEHANIKU DEFORMIRUEMYH TEL KAK EDINU� TEORI��



��
 ��n�rADAEW

W
�X� � X �� �	s� X� � ���

POLU�IM URAWNENIE
�X� � X ���s�	k�X��� �X�� ��� X� � ���

NEQWNO OPREDELQ��EE ZAWISIMOSTX �X� � �X��X� � ���
pODSTAWIW �TO POSLEDNEE URAWNENIE W

�	k � �k�	s�X��� �X�� ���

POLU�IM SOOTNO�ENIE

�	k � �k�	s�X��� X�� ���

NA OSNOWANII KOTOROGO PREOBRAZOWANNYE FIZI�ESKIE POLQ �	k MOGUT BYTX PREDSTAWLE�
NY �PRAWDA� UVE S POMO�X� INYH FUNKCIJ �k��� �� ��� �EGO MY NE OTRAVAEM W OBOZNA�
�ENIQH� �EREZ ISHODNYE � 	k I PROSTRANSTWENNO�WREMENNYE KOORDINATY X�� pODOB�
NOE PEREPREDSTAWLENIE WEDET TAKVE K PEREPREDSTAWLENI� NOWYH PROSTRANSTWENNO�
WREMENNYH KOORDINAT �X�


�X� � X ��	s� X� � ���

dEJSTWIE

� �

Z
D��t��t��

L�	k � ��	k� X��d�X

W REZULXTATE OBOB�ENNOGO PREOBRAZOWANIQ �X�� 	k�� � �X�� �	k� TRANSFORMIRUETSQ W

�� �

Z

D��
t��
t��

�L� �	k� ��� �	k� �X��d� �X�

GDE

L�	k � ��	k� X��� �L� �	k � ��� �	k� �X��

ESTX PREOBRAZOWANIE PLOTNOSTI LAGRANVIANA�
dLQ OCENKI IZMENENIQ DEJSTWIQ W REZULXTATE PRIMENENIQ OBOB�ENNOJ GRUPPY

PREOBRAZOWANIJ WOSPOLXZUEMSQ FORMULOJ

�� �� � ��� o����

wY�ISLQQ PERWU� WARIACI� DEJSTWIQ� NAHODIM

�� �

Z �
�L
�	k

��	k �
�L

����	k�
�����	

k��

�
�L
�X�

��X� �

�
L��� � ���	

k�
�L

����	k�

�
�����X

��

�
d�X�

GDE

��X� � �

�
�X ��	s�X��� X� � ��

��

�
�	


� ��	k � �

�
� �k�	s�X��� X�� ��

��

�
�	


� �ASTI�NYE WARIACII PROSTRANSTWENNO�WREMENNYH KOORDINAT X� I FIZI�ESKIH PO�
LEJ 	s� FORMALXNOGO RAZLI�IQ MEVDU KOTORYMI �I SPOSOBAMI WARXIROWANIQ KOTO�
RYH� UVE NET���

��iNOGDA ISPOLXZUETSQ NESKOLXKO DRUGAQ TERMINOLOGIQ� NAPRIMER� W MONOGRAFII �	� �TI WARIACII
NAZYWA�TSQ SOOTWETSTWENNO lAGRANVEWOJ I �JLEROWOJ �LEMENTARNYMI WARIACIQMI�



nELINEJNAQ TEORIQ UPRUGOSTI KAK FIZI�ESKAQ TEORIQ POLQ ���

eSLI PREDPOLOVITX� �TO �ASTI�NYE WARIACII IS�EZA�T NA GRANICE RASSMATRI�
WAEMOJ 
�OBLASTI� TO POSLEDN�� FORMULU MOVNO TAKVE PREDSTAWITX W WIDE

�� �

Z ��
�L
�	k

� ��

�
�L

����	k�

��
��	k�

�

�
�L
�X�

� ��

�
L��� � ���	

k�
�L

����	k�

��
��X�

�
d�X�

ILI W SLEDU��EJ ZAME�ATELXNOJ SIMMETRI�NOJ FORME


�� �

Z ��
�L
�	k

� ���S
��
�k �

�
��	k �

�
�L
�X�

� ���P
��
�� �

�
��X�

�
d�X� ������

GDE

�S���k �
�L

����	k�
� ������

�P��
�� � L��� � ���	

k�
�L

����	k�
� ������

tAKIM OBRAZOM MOVNO WWESTI E�E DWA KANONI�ESKIH TENZORA S ESTESTWENNYMI

��KONTRAWARIANTNYMI I ��KOWARIANTNYMI KOMPONENTAMI���

qSNO TAKVE� �TO W PRIMENENII K KLASSI�ESKOJ MEHANIKE SPLO�NYH SRED

S��
�k �

�L
���t	k�

� ��Rvk �vk � �t	
k��

P ��
�� � ���	

k�
�L

���t	k�
� �Rvk��	

k �
 � �� �� ��� P ��
�� � H�

GDE vk � KONTRAWARIANTNYE KOMPONENTY �JLEROWOJ SKOROSTI� �R � PLOTNOSTX SREDY
W OTS�ETNOM SOSTOQNII� H � OB�EMNAQ PLOTNOSTX GAMILXTONIANA�

zAMETIM� �TO GRADIENT DEFORMACII F W RAMKAH KLASSI�ESKOJ TEORII POLQ OPRE�
DELQETSQ KANONI�ESKIM SOOTNO�ENIEM

F k�
�� � ��	

k

I IMEET ��KONTRAWARIANTNYE PROSTRANSTWENNYE I ��KOWARIANTNYE OTS�ETNYE ESTES�
TWENNYE KOMPONENTY� tENZOR S���k �
 � �� �� �� ANALOGI�EN�� OTS�ETNOMU TENZORU NA�
PRQVENIJ �TENZORU NAPRQVENIJ pIOLA�kIRHGOFA� S � JF��T


ST � ��L
�F

�

A TENZOR P��
�� ��� 
 � �� �� �� � TENZORU NAPRQVENIJ ��ELBI
�� P � ��LI� S �F��

OBOB�ENNOe PREOBRAZOWANIe PROSTRANSTWENNO�WREMENNYH KOORDINAT X� I FIZI�
�ESKIH POLEJ 	s
 �X�� 	k�� � �X� � �	k� ESTESTWENNO POROVDAET TRI RAZLI�NYH KLASSA

��sLEDUET OTMETITX� �TO KANONI�ESKIJ TENZOR S
��
�k

��KONTRAWARIANTEN PO �OTS�ETNOMU� INDEKSU
I ��KOWARIANTEN PO �PROSTRANSTWENNOMU��
��pOD ANALOGIEJ MY PONIMAEM SOOTWETSTWIE TOGO ILI INOGO OB�EKTA TRADICIONNYM OPREDELENI�

QM� IZWESTNYM IZ MEHANIKI KONTINUUMA�
��dOPOLNITELXNO ZAMETIM TAKVE� �TO

�P
��
�� 
 T

��
�� �

GDE T
��
�� � TENZOR �NERGII�IMPULXSA�



��� ��n�rADAEW

PREOBRAZOWANIJ I TRI KLASSA �ASTI�NYH WARIACIJ� K OBSUVDENI� KOTORYH MY I
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nAKONEC� RASSMOTRIM ODNOPARAMETRI�ESKU� GRUPPU PREOBRAZOWANIJ
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POLEJ 	s PRINQTO W �TOM SLU�AE NAZYWATX WNUTRENNIMI �ASTI�NYMI WARIACIQMI
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pOKAVEM� �TO KAVDAQ OBOB�ENNAQ GRUPPA INWARIANTNOSTI DEJSTWIQ POZWOLQET
PRI USLOWII WYPOLNENIQ URAWNENIJ �JLERA�lAGRANVA
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sLEDUET TAKVE OTMETITX� �TO MOVNO E�E BOLEE RAS�IRITX KLASS ODNOPARAMET�
RI�ESKIH PREOBRAZOWANIJ� DOPUSKAQ IH ZAWISIMOSTX TAKVE I OT GRADIENTOW PERWOGO
PORQDKA �ILI BOLEE WYSOKIH PORQDKOW� FIZI�ESKIH POLEWYH WELI�IN 	k
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NON�LINEAR ELASTICITY AS A FIELD THEORY

Y�Radayev��

Non�linear elasticity is considered from the physical viewpoint as a �eld theory�

First� �eld equations and constitutive relations of �nite�strain elasticity in their

canonical forms are derived in a conventional way� In view of practical application to

fracture� special attention is paid to to the construction and immediate consequences

of the canonical equations of energy and pseudomomentumbalance� thus demonstrating

the wealth of the framework� and allowing readily introduce Eshelby�s stress tensor�

the path�independent integral and Eshelby�s force� acting on an elastic inhomogeneity�

Then the �eld�theoretic concept is used in order to de�ne the tensors of non�

linear elasticity and reveal their natural co�ordinate representation� The variational

formulation and Noether�s theorem are chosen to derive conservation laws and

additional path�independent integrals� Inverse�motion description and variational

symmetries of the Hamiltonian action are shown provide a true �eld theory of non�

linear inhomogeneous elasticity�
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