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pREDLOVEN NOWYJ PODHOD K POSTROENI� DIFFERENCIALXNYH INWARIANTOW OD�

NOPARAMETRI�ESKOJ GRUPPY LOKALXNYH PREOBRAZOWANIJ W PROSTRANSTWE ODNOJ

NEZAWISIMOJ I m ZAWISIMYH PEREMENNYH� pOKAZANO� �TO PRI IZWESTNOM UNIWER�

SALXNOM INWARIANTE POLNYJ NABOR FUNKCIONALXNO NEZAWISIMYH DIFFERENCI�

ALXNYH INWARIANTOW PROIZWOLXNOGO PORQDKA TAKOJ GRUPPY MOVNO POSTROITX

S POMO�X� ODNOJ KWADRATURY I DIFFERENCIROWANIQ� pROANALIZIROWANA SWQZX

MEVDU DIFFERENCIALXNYMI INWARIANTAMI PERWOGO PORQDKA I INTEGRIROWANIEM

URAWNENIJ rIKKATI�

wWEDENIE

tEORIQ DIFFERENCIALXNYH INWARIANTOW QWLQETSQ WAVNOJ SOSTAWNOJ �ASTX� GRUP�
POWOGO ANALIZA DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ� w �ASTNOSTI� EE ISPOLXZU�T �W QW�
NOM ILI NEQWNOM WIDE� PRI INTEGRIROWANII W KWADRATURAH ILI PONIVENII PORQDKA
OBYKNOWENNYH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ� OPISANII KLASSOW INWARIANTNYH DIF�
FERENCIALXNYH URAWNENIJ ��	
�� w SWQZI S TEHNI�ESKOJ SLOVNOSTX� POSTROENIQ POL�
NOGO NABORA DIFFERENCIALXNYH INWARIANTOW PROIZWOLXNOGO PORQDKA OSOBU� ROLX W

IH TEORII IGRA�T RAZLI�NYE WARIANTY TEOREMY O KONE�NOM BAZISE DIFFERENCIALX�
NYH INWARIANTOW� KOTORU� NESTROGO MOVNO SFORMULIROWATX SLEDU��IM OBRAZOM�
DLQ PROIZWOLXNOJ GRUPPY G LOKALXNYH PREOBRAZOWANIJ SU�ESTWUET TAKOJ KONE��
NYJ NABOR DIFFERENCIALXNYH INWARIANTOW� �TO PROIZWOLXNYJ DIFFERENCIALXNYJ

INWARIANT GRUPPY G QWLQETSQ FUNKCIEJ �TIH INWARIANTOW I IH G�INWARIANTNYH
PROIZWODNYH� wPERWYE PODOBNOE UTWERVDENIE �DLQ ODNOPARAMETRI�ESKOJ GRUPPY LO�
KALXNYH PREOBRAZOWANIJ W PROSTRANSTWE DWUH PEREMENNYH� POLU�ENO E�E s� lI W

KONCE hIh W� ��� �SM� TAKVE �� ��� I WSKORE SU�ESTWENNO OBOB�ENO a� tRESSOM ����
dALXNEJ�EE RAZWITIE TEORII DIFFERENCIALXNYH INWARIANTOW SWQZANO S RABOTAMI

l�w� oWSQNNIKOWA ��� I p� oLWERA ��	���� GDE WWEDENY PONQTIQ OPERATORA INWARI�
ANTNOGO DIFFERENCIROWANIQ� SOWOKUPNOSTI NEZAWISIMYH KONTAKTNO�INWARIANTNYH
DIFFERENCIALXNYH FORM I DR�� A TAKVE POLU�ENY REZULXTATY O STABILIZACII RANGA

PRODOLVENNOGO DEJSTWIQ GRUPPY I OCENKI KOLI�ESTWA DIFFERENCIALXNYH INWARI�
ANTOW�

�pOPOWI� rOMAN eMELXQNOWI�� bOJKO wQ�ESLAW nIKOLAEWI�� iNSTITUT MATEMATIKI nan

uKRAINY
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w DANNOJ RABOTE IZU�A�TSQ DIFFERENCIALXNYE INWARIANTY ODNOPARAMETRI�ES�
KOJ GRUPPY LOKALXNYH PREOBRAZOWANIJ W PROSTRANSTWE ODNOJ NEZAWISIMOJ I m ZA�
WISIMYH PEREMENNYH �m � N�� oBOB�ENA TEOREMA lI O DIFFERENCIALXNYH INWA�
RIANTAH ODNOPARAMETRI�ESKOJ GRUPPY LOKALXNYH PREOBRAZOWANIJ� A IMENNO� DOKA�
ZANO� �TO PRI IZWESTNOM UNIWERSALXNOM INWARIANTE POLNYJ NABOR FUNKCIONALXNO

NEZAWISIMYH DIFFERENCIALXNYH INWARIANTOW PROIZWOLXNOGO PORQDKA TAKOJ GRUP�
PY MOVNO POSTROITX S POMO�X� ODNOJ KWADRATURY I DIFFERENCIROWANIQ� w STATXE

TAKVE PROANALIZIROWANA SWQZX MEVDU DIFFERENCIALXNYMI INWARIANTAMI PERWOGO

PORQDKA I INTEGRIROWANIEM URAWNENIJ rIKKATI�

�� oBOB�ENIE TEOREMY lI

O DIFFERENCIALXNYH INWARIANTAH

pUSTX Q � ��x� u��x � �i�x� u��ui � INFINITEZIMALXNYJ OPERATOR ODNOPARAMET�
RI�ESKOJ GRUPPY G LOKALXNYH PREOBRAZOWANIJ� DEJSTWU��EJ NA MNOVESTWE M �
J��� � X � U � GDE X � R � PROSTRANSTWO NEZAWISIMOJ PEREMENNOJ x I U � R

m �

PROSTRANSTWO ZAWISIMYH PEREMENNYH u � �u�� u�� � � � um�� G�n� � PRODOLVENIE DEJ�
STWIQ GRUPPY G NA PODMNOVESTWOM�n� �M�U ����U ����� � ��U �n� PRODOLVENNOGO
PROSTRANSTWA J�n� � X � U�n� STRUJ n�GO PORQDKA NAD PROSTRANSTWOM X � U �ZDESX

U�n� � U�U ����U ����� � ��U �n��� n � ��Q�n� � n�E PRODOLVENIE OPERATORAQ �SM� �����
dIFFERENCIALXNYM INWARIANTOM n�GO PORQDKA GRUPPY G �ILI OPERATORA Q� NAZY�
WAETSQ FUNKCIQ I �M�n� � R� QWLQ��AQSQ INWARIANTOM PRODOLVENNOGO DEJSTWIQ

G�n�� dLQ TOGO �TOBY FUNKCIQ I BYLA DIFFERENCIALXNYM INWARIANTOM n�GO PORQD�
KA GRUPPY G� NEOBHODIMO I DOSTATO�NO WYPOLNENIE SOOTNO�ENIQ Q�n�I � ��

zDESX I DALEE INDEKSY i� j� k� l IZMENQ�TSQ OT � DO m� pO POWTORQ��IMSQ INDEK�
SAM PROIZWODITSQ SUMMIROWANIE�

pUSTX I � I�x� u� � �I��x� u�� I��x� u�� � � � � Im�x� u�� � POLNYJ NABOR FUNKCIO�
NALXNO NEZAWISIMYH INWARIANTOW �ILI UNIWERSALXNYJ INWARIANT ���� OPERATORA Q�
A J�x� u� � �ASTNOE RE�ENIE URAWNENIQ QJ � �� tOGDA FUNKCII I��x� u�� I��x� u��
� � � � Im�x� u� I J�x� u� � FUNKCIONALXNO NEZAWISIMY� wYPOLNIM LOKALXNU� ZAMENU

PEREMENNYH� y � J�x� u� � NOWAQ NEZAWISIMAQ PEREMENNAQ I vk � Ik�x� u� � NOWYE

ZAWISIMYE PEREMENNYE� w PEREMENNYH y I v � �v�� v�� � � � � vm� OPERATOR Q IMEET

WID �y� sLEDOWATELXNO� DLQ PROIZWOLXNOGO n � � WID PRODOLVENNOGO OPERATORA Q�n�
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OBRAZU�T POLNYJ NABOR EGO FUNKCIONALXNO NEZAWISIMYH INWARIANTOW� T�E� v�n� �

�v� v�� v��� � � � � v�n�� � UNIWERSALXNYJ INWARIANT GRUPPY G�n�� �fUNKCIONALXNAQ NE�
ZAWISIMOSTX v� v�� v��� � � � � v�n� O�EWIDNA� POSKOLXKU �y� v�n�� QWLQETSQ NABOROM PERE�
MENNYH W PROSTRANSTWE J�n��� �TO ZNA�IT� �TO v � FUNDAMENTALXNYJ NABOR DIF�
FERENCIALXNYH INWARIANTOW OPERATORA Q� T�E� PROIZWOLXNYJ DIFFERENCIALXNYJ

INWARIANT OPERATORA Q MOVNO PREDSTAWITX KAK FUNKCI� OT v I PROIZWODNYH v PO
OPERATORU G�INWARIANTNOGO DIFFERENCIROWANIQ� KOTORYJ SOWPADAET ZDESX S OPERA�
TOROM Dy � �y � viy�vi � viyy�viy � � � � POLNOJ PROIZWODNOJ PO PEREMENNOJ y�



dIFFERENCIALXNYE INWARIANTY ODNOPARAMETRI�ESKOJ GRUPPY LOKALXNYH PREOBRAZOWANIJ 
�

wOZWRATIMSQ K STARYM PEREMENNYM� u�ITYWAQ RAWENSTWO
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tEOREMA �� pUSTX I � I�x� u� � �I��x� u�� I��x� u�� � � � � Im�x� u�� � UNIWERSALXNYJ

INWARIANT OPERATORA Q� J�x� u� � �ASTNOE RE�ENIE URAWNENIQ QJ � �� tOGDA
FUNKCII
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OBRAZU�T POLNYJ NABOR FUNKCIONALXNO NEZAWISIMYH DIFFERENCIALXNYH INWARIAN�
TOW �ILI UNIWERSALXNYJ DIFFERENCIALXNYJ INWARIANT� n�GO PORQDKA OPERATORA Q�

sLEDSTWIE �� dLQ PROIZWOLXNOGO OPERATORA Q SU�ESTWUET POLNYJ NABOR FUNK�
CIONALXNO NEZAWISIMYH DIFFERENCIALXNYH INWARIANTOW n�GO PORQDKA� W KOTOROM

KAVDYJ INWARIANT QWLQETSQ RACIONALXNOJ FUNKCIEJ PEREMENNYH ukx� u
k
xx� � � � � �u

k��n�

PRODOLVENNOGO PROSTRANSTWA S KO�FFICIENTAMI� ZAWISQ�IMI OT x I uk�

iZ TEOREMY � PRI m � � MOVNO LEGKO POLU�ITX REZULXTAT s� lI O DIFFERENCI�
ALXNYH INWARIANTAH ODNOPARAMETRI�ESKOJ GRUPPY PREOBRAZOWANIJ W PROSTRANSTWE

DWUH PEREMENNYH �SM� ��	����

sLEDSTWIE �� pUSTX I�x� u� I V �x� u� ux� � DIFFERENCIALXNYE INWARIANTY NULEWO�
GO I STROGO PERWOGO �T�E� �V��ux �� �� PORQDKA OPERATORA Q � ��x� u��x���x� u��u�
tOGDA FUNKCII
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� DIFFERENCIALXNYJ INWARIANT PERWOGO PORQDKA OPERATORA Q�

tAKIM OBRAZOM� ESLI NAJDEN UNIWERSALXNYJ INWARIANT OPERATORA Q� TO POLNYJ
NABOR EGO FUNKCIONALXNO NEZAWISIMYH DIFFERENCIALXNYH INWARIANTOW PROIZWOLX�
NOGO PORQDKA MOVNO POSTROITX S POMO�X� ODNOJ KWADRATURY I DIFFERENCIROWA�
NIQ�

�� dIFFERENCIALXNYE INWARIANTY

PERWOGO PORQDKA

rASSMOTRIM PODROBNEE DIFFERENCIALXNYE INWARIANTY PERWOGO PORQDKA� iZ TEORE�
MY � SLEDU�T TAKIE UTWERVDENIQ�

uTWERVDENIE �� eSLI I � �I��x� u�� I��x� u�� � � � � Im�x� u�� � UNIWERSALXNYJ IN�
WARIANT OPERATORA Q I J � J�x� u� � �ASTNOE RE�ENIE URAWNENIQ QJ � �� TO
FUNKCII
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OBRAZU�T POLNYJ NABOR FUNKCIONALXNO NEZAWISIMYH DIFFERENCIALXNYH INWARIAN�
TOW STROGO PERWOGO PORQDKA OPERATORA Q�

sLEDSTWIE �� kOMPONENTY STROGO PERWOGO PORQDKA UNIWERSALXNOGO DIFFERENCI�
ALXNOGO INWARIANTA OPERATORA Q MOVNO ISKATX W WIDE DROBNO�LINEJNYH FUNKCIJ
PEREMENNYH ukx PRODOLVENNOGO PROSTRANSTWA S KO�FFICIENTAMI� ZAWISQ�IMI OT

x I uk�

dLQ PEREFORMULIROWKI UTWERVDENIQ � WWEDEM NOWOE PONQTIE�

oPREDELENIE� dIFFERENCIAL dW �x� u� BUDEM NAZYWATX INWARIANTNYM OTNOSI�
TELXNO GRUPPY G �OPERATORA Q�� ESLI ON NE IZMENQETSQ POD DEJSTWIEM PREOB�
RAZOWANIJ IZ GRUPPY G�

wWEDENNOE PONQTIE INWARIANTNOGO DIFFERENCIALA QWLQETSQ �ASTNYM SLU�AEM BO�
LEE OB�EGO PONQTIQ KONTAKTNO�INWARIANTNOJ DIFFERENCIALXNOJ FORMY PERWOGO PO�
RQDKA W PRODOLVENNOM PROSTRANSTWE ����

nEOBHODIMYM I DOSTATO�NYM USLOWIEM INWARIANTNOSTI DIFFERENCIALA QWLQETSQ

RAWENSTWO dQW �x� u� � �� wOZMOVNY DWA PRINCIPIALXNO RAZNYH SLU�AQ�

�� FUNKCIQ W �x� u� � INWARIANT OPERATORA Q� T�E� QW �x� u� � �� DIFFERENCIAL
dW �x� u� AWTOMATI�ESKI BUDET INWARIANTNYM OTNOSITELXNO OPERATORA Q �INWARI�
ANTNYJ DIFFERENCIAL PERWOGO RODA��

� FUNKCIQ W �x� u� NE QWLQETSQ INWARIANTOM OPERATORA Q� NO DIFFERENCIAL

dW �x� u� INWARIANTEN OTNOSITELXNO OPERATORAQ �INWARIANTNYJ DIFFERENCIAL WTO�
ROGO RODA�� TOGDA QW �x� u� � NENULEWAQ POSTOQNNAQ�

uTWERVDENIE �� oTNO�ENIE INWARIANTNYH DIFFERENCIALOW OPERATORA Q PERWO�
GO I WTOROGO RODA QWLQETSQ EGO DIFFERENCIALXNYM INWARIANTOM STROGO PERWOGO

PORQDKA� eSLI dI�� dI�� � � � � dIm OBRAZU�T POLNYJ NABOR NEZAWISIMYH INWARIANT�
NYH DIFFERENCIALOW OPERATORA Q PERWOGO RODA� TO IH OTNO�ENIQ S EGO INWARI�
ANTNYM DIFFERENCIALOM WTOROGO RODA IS�ERPYWA�T FUNKCIONALXNO NEZAWISIMYE

DIFFERENCIALXNYE INWARIANTY STROGO PERWOGO PORQDKA OPERATORA Q�

eSLI IZWESTEN NEKOTORYJ NABOR FUNKCIJ Ik�x� u� I J�x� u�� ZADA��IH UNIWER�
SALXNYJ INWARIANT I INWARIANTNYJ DIFFERENCIAL WTOROGO RODA OPERATORA Q SOOT�
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WETSTWENNO� TO WSE TAKIE NABORY� O�EWIDNO� MOVNO NAJTI PO FORMULAM

�I�x� u� � F �I�x� u��� �J�x� u� � J�x� u� �H�I�x� u���

GDE F � �F �� F �� � � � � Fm� I H � DIFFERENCIRUEMYE FUNKCII SWOIH PEREMENNYH�
j�F��I j �� �� �TI FORMULY OPREDELQ�T OTNO�ENIE �KWIWALENTNOSTI � NA MNOVESTWE

N NABOROW IZ m�� GLADKIH FUNKCIJ OT m�� PEREMENNYH S NENULEWYM QKOBIANOM�
sOOTWETSTWU��EE MNOVESTWO KLASSOW �KWIWALENTNOSTI OBOZNA�IM KAK N���

uTWERVDENIE ��mEVDU MNOVESTWAMI N�� I fQg SU�ESTWUET WZAIMNOODNOZNA��
NOE SOOTWETSTWIE� SOWOKUPNOSTX f�Ik�x� u�� J�x� u��g RE�ENIJ SISTEMY QIk � ��
QJ � � QWLQETSQ �LEMENTOM MNOVESTWA N��� I NAOBOROT� ESLI �Ik�x� u�� J�x� u��
� NEKOTORYJ PREDSTAWITELX KLASA �KWIWALENTNOSTI IZ N��� TO SISTEMA QIk � ��
QJ � � QWLQETSQ OPREDELENNOJ SISTEMOJ LINEJNYH ALGEBRAI�ESKIH URAWNENIJ OT�
NOSITELXNO KO�FFICIENTOW SOOTWETSTWU��EGO OPERATORA Q�

�� sTANDARTNYJ PODHOD

I INTEGRIROWANIE URAWNENIJ rIKKATI

oPERATORY G�INWARIANTNOGO DIFFERENCIROWANIQ W SLU�AE ODNOJ NEZAWISIMOJ PERE�
MENNOJ TRADICIONNO I�UTSQ W WIDE
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ESLI �i �� � DLQ NEKOTOROGO FIKSIROWANNOGO i� zDESX u � U�x�C� I x � X�ui� C��
ul � U l�ui� C�� l �� i� RE�ENIQ SISTEMY ALGEBRAI�ESKIH URAWNENIJ I�x� u� � C OTNO�
SITELXNO PEREMENNYH u I x� ul� l �� i SOOTWETSTWENNO�kONSTANTYC � �C�� C�� � � � � Cm�
W SISTEMAH �� I ��� S�ITA�TSQ PARAMETRAMI� sLU�AJ �i �� � SWODITSQ K SLU�A�

� �� � S POMO�X� PREOBRAZOWANIQ GODOGRAFA �x � ui� A TAKVE � � �i� vi � ��vi I
vl � �vl�vi� l �� i�� pO�TOMU DALEE PODROBNO RASSMATRIWAETSQ TOLXKO SLU�AJ � �� ��

pREDLOVENNYJ W UTWERVDENII � SPOSOB NAHOVDENIQ DIFFERENCIALXNYH INWARI�
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tAK KAK u � U�z� C� � OB�EE RE�ENIE URAWNENIQ uz � ��z� u����z� u�� TO LEGKO

PROWERITX� �TO v � Uz�z� C� �ZDESX� KAK I W ���� C � PARAMETR� � �ASTNOE RE�ENIE

URAWNENIQ ���� oB�EE RE�ENIE URAWNENIQ �
� �ILI ���� IMEET WID
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dx
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� r�e�pOPOWI�	 w�n�bOJKO

zAKL��ENIE

tAKIM OBRAZOM� NAHOVDENIE DIFFERENCIALXNYH INWARIANTOW ODNOPARAMETRI�ESKOJ
GRUPPY G LOKALXNYH PREOBRAZOWANIJ W PROSTRANSTWE S ODNOJ NEZAWISIMOJ PERE�
MENNOJ SWODITSQ K POSTROENI� UNIWERSALXNOGO INWARIANTA GRUPPY G� pRIWEDENNOE
DOKAZATELXSTWO TEOREMY � NE QWLQETSQ SU�ESTWENNO �UWSTWITELXNYM K KOLI�ESTWU

NEZAWISIMYH PEREMENNYH I DOPUSKAET OBOB�ENIE NA NEKOTORYE KLASSY MNOGOPARA�
METRI�ESKIH GRUPP LOKALXNYH PREOBRAZOWANIJ �ILI ALGEBR lI DIFFERENCIALXNYH
OPERATOROW��
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