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refrakcii i kerrowskoj nelinejnostx�
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s POMO�X� MODIFIKACII OBOB�ENNOGO METODA MOMENTOW POSTROENA KONE�NO�

MERNAQ DINAMI�ESKAQ MODELX� OPISYWA��AQ RASPROSTRANENIE RAZ��STIROWAN�

NOGO ASTIGMATI�ESKOGO GAUSSOWA PU�KA S KRU�ENIEM W AKSIALXNO SIMMETRI��

NOJ NELINEJNOJ SREDE� iSSLEDOWAN RQD NETRIWIALXNYH OSOBENNOSTEJ DINAMIKI

PU�KA W �LLIPTI�ESKOM WOLNOWODE S PARABOLI�ESKIM POPERE�NYM PROFILEM LI�

NEJNOGO POKAZATELQ PRELOMLENIQ I KERROWSKOJ NELINEJNOSTX�� pOKAZANA WOZ�

MOVNOSTX PRIMENENIQ OBNARUVENNYH QWLENIJ DLQ POWY�ENIQ �FFEKTIWNOSTI

KERROWSKOGO �LEMENTA W LAZERAH S PASSIWNOJ SINHRONIZACIEJ MOD�

wWEDENIE

mODELIROWANIE WNEOSEWYH PU�KOW W POPERE�NO�NEODNORODNYH NELINEJNYH SRE�
DAH QWLQETSQ NEOBHODIMYM �LEMENTOM KORREKTNOGO OPISANIQ LAZEROW I OPTI�ESKIH

WOLNOWODOW PRI NALI�II RAZ��STIROWKI ����� w NA�EJ RABOTE �	� BYLA POLU�ENA

KONE�NOMERNAQ DINAMI�ESKAQ MODELX� OPISYWA��AQ RASPROSTRANENIE OBOB�ENNOGO
GAUSSOWA PU�KA W AKSIALXNO�SIMMETRI�NOJ SREDE S PROIZWOLXNO ZAWISQ�EJ OT PO�
LQ WOSPRIIM�IWOSTX� PRI NALI�II ASTIGMATIZMA� OTKLONENIQ OT OSI I KRU�ENIQ�
dINAMI�ESKIMI PEREMENNYMI TAKOJ MODELI QWLQ�TSQ PARAMETRY PU�KA 
MOMENTY��
ZAWISQ�IE OT PRODOLXNOJ KOORDINATY� aNALIZ DINAMIKI DANNOJ MODELI BYL PRO�
WEDEN DLQ KRUGLOGO WOLNOWODA S KWADRATI�NOJ ZAWISIMOSTX� LINEJNOGO POKAZATELQ

PRELOMLENIQ OT RADIALXNOJ KOORDINATY I KERROWSKOJ NELINEJNOSTX� ����
cELX� NASTOQ�EJ RABOTY QWLQETSQ ISSLEDOWANIE DINAMIKI RASPROSTRANENIQ OB�

OB�ENNYH GAUSSOWYH PU�KOW W WOLNOWODE �LLIPTI�ESKOGO SE�ENIQ� kAK I W ���� LI�
NEJNYJ POKAZATELX PRELOMLENIQ KWADRATI�NO ZAWISIT OT POPERE�NYH KOORDINAT�
A NELINEJNOSTX QWLQETSQ KERROWSKOJ� dLQ SRAWNENIQ DAETSQ KRATKIJ OBZOR KL��E�
WYH �FFEKTOW W KRUGLOM WOLNOWODE� oBNARUVENNYE OSOBENNOSTI DINAMIKI PU�KOW W
�LLIPTI�ESKOM WOLNOWODE PREDSTAWLQ�TSQ PERSPEKTIWNYMI DLQ UWELI�ENIQ �FFEK�
TIWNOSTI KERROWSKOJ SINHRONIZACII MOD W LAZERAH�

�dERBOW wLADIMIR lEONARDOWI�� bY�ENKOW aLEKSEJ iWANOWI�� KAFEDRA TEORETI�ESKOJ I QDERNOJ

FIZIKI sARATOWSKOGO GOSUDARSTWENNOGO UNIWERSITETA



dINAMIKA OBOB�ENNYH GAUSSOWYH PU�KOW W WOLNOWODAH ��� ��


�� dINAMI�ESKAQ MODELX RASPROSTRANENIQ PU�KA

rASPROSTRANENIE PU�KA BUDEM OPISYWATX S POMO�X� SKALQRNOGO PARABOLI�ES�
KOGO URAWNENIQ DLQ KOMPLEKSNOJ AMPLITUDY �LEKTRI�ESKOGO POLQ � ���
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�� oB�AQ HARAKTERISTIKA DINAMIKI PU�KA

W KWADRATI�NO�NEODNORODNOJ SREDE

S KERROWSKOJ NELINEJNOSTX�

rASSMOTRIM PROZRA�NU� AKSIALXNO�SIMMETRI�NU� WOLNOWODNU� SREDU S KWAD�
RATI�NYM POPERE�NYM PROFILEM LINEJNOGO POKAZATELQ PRELOMLENIQ I NELINEJNOS�
TX� KERROWSKOGO TIPA�
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�	�� PRI RASPROSTRANENII PU�KA PQTNO INTENSIWNOSTI MOVET
SOWER�ATX SLOVNOE DWIVENIE� WKL��A��EE SME�ENIE� IZMENENIE RAZMEROW I WRA�
�ENIE WOKRUG SWOEJ OSI� wID �TOGO DWIVENIQ MOVET SILXNO RAZLI�ATXSQ W ZAWISI�
MOSTI OT NA�ALXNYH USLOWIJ� dLQ WOLNOWODA S KWADRATI�NYM PROFILEM LINEJNOJ
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IMEET WID �LLIPSA� FORMA KOTOROGO ODNOZNA�NO OPREDELQETSQ NA�ALXNYMI ZNA�E�
NIQMI WNE�NIH PEREMENNYH� UGLOM POWOROTA WOLNOWOGO FRONTA 
� I PARAMETRAMI
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�� sRAWNENIE DINAMIKI PU�KA W KRUGLOM

I �LLIPTI�ESKOM WOLNOWODAH

���� sTACIONARNYE I PERIODI�ESKIE REVIMY

w RAMKAH PREDSTAWLENNOJ MODELI POISK STACIONARNYH REVIMOW I ANALIZ IH USTOJ�
�IWOSTI UDAETSQ PROWESTI ANALITI�ESKI� w REZULXTATE STANDARTNOJ PROCEDURY NA�
HODIM NA�ALXNYE USLOWIQ� SOOTWETSTWU��IE STACIONARNOJ WOLNOWODNOJ MODE
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 SOHRANQ�TSQ� ESLI IH NA�ALXNYE ZNA�ENIQ RAWNY NUL�� I OSCILLIRU�T
W PROTIWNOM SLU�AE� pRI �TOM PQTNO NEIZMENNOJ FORMY I ORIENTACII SOWER�AET PO

POPERE�NOJ PLOSKOSTI POSTUPATELXNOE DWIVENIE�
nEIZMENNOSTX RAZMEROW PQTNA I KRIWIZNY WOLNOWOGO FRONTA DOSTIGAETSQ TAKVE

W SPECIFI�ESKOM DLQ DANNOJ SISTEMY REVIME� KOGDA POSTOQNNY NE SAMI UGLY 	 I
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DLQ ��� �� IMEETSQ DWA DEJSTWITELXNYH POLOVITELXNYH RE�ENIQ 
��� ��� I 
��� ���� w
�ASTNOSTI� DLQ KRUGLOGO WOLNOWODA 
Rx � Ry � R�� ONI QWLQ�TSQ SIMMETRI�NYMI�
TO ESTX �� � ��� �� � ���

dLQ WYQSNENIQ USTOJ�IWOSTI NAJDENNYH REVIMOW WY�ISLIM SOBSTWENNYE ZNA�
�ENIQ �i MATRICY qKOBI SISTEMY NA SOOTWETSTWU��IH STACIONARNYH RE�ENIQH�
rASSMOTRIM WNA�ALE STACIONARNYJ WOLNOWODNYJ REVIM BEZ WRA�ENIQ PQTNA� dLQ
KRUGLOGO WOLNOWODA POLU�AEM

�� � �� ���� � �ip���R�� ���� � �i
�
I�nl�

�
�

��

R�
�

����

�

dLQ �LLIPTI�ESKOGO WOLNOWODA 
Rx �� Ry�

�� � �� ���� � �iN�
fn� pm�� ���� � �iN�
fn� pm��
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GDEN� IN� � NELINEJNYE FUNKCII DINAMI�ESKIH PEREMENNYH fn I PARAMETROW SREDY
pm� QWNYE WYRAVENIQ �TIH FUNKCIJ NE PRIWODQTSQ ZDESX IZ�ZA GROMOZDKOSTI� pRI
�nl � � �TI FUNKCII ZNA�ITELXNO UPRO�A�TSQ I PRIOBRETA�T WID�

N�
fn� pm� �

p
��

Rx
� N�
fn� pm� �

p
��

Ry
�

dLQ REVIMA RAWNOMERNOGO WRA�ENIQ PQTNA BEZ PULXSACIJ SPEKTR SOBSTWENNYH

ZNA�ENIJ MATRICY qKOBI IMEET SHODNU� STRUKTURU�oTLI�IE SOSTOIT W TOM� �TO� KAK
BYLO OTME�ENO WY�E� W �TOM SLU�AE SU�ESTWU�T DWE WETWI RE�ENIJ SISTEMY 
����
aNALITI�ESKOE WYRAVENIE SOOTWETSTWU��IH SOBSTWENNYH ZNA�ENIJ W �TOM SLU�AE

NAJTI NE UDAETSQ� MOVNO UKAZATX LI�X STRUKTURU SPEKTRA� tAK� DLQ Rx � Ry IMEEM�

������ � �� ���� � �i�
plinm �� ���� � �iN
fn� pm��

GDE N � NEKOTORAQ NELINEJNAQ FUNKCIQ OT fn I pm� � � FUNKCIQ OT PARAMETROW

LINEJNOJ �ASTI WOSPRIIM�IWOSTI plinm � nA SIMMETRI�NYH RE�ENIQH 
��� ��� I 
��� ���
SOBSTWENNYE ZNA�ENIQ MATRICY qKOBI SOWPADA�T�w �LLIPTI�ESKOM WOLNOWODE 
Rx ��
Ry�

������ � �� ���� � �iN�
fn� pm�� ���� � �iN�
fn� pm��

w PROTIWOPOLOVNOSTX KRUGLOMU WOLNOWODU DLQ RAZNYH WETWEJ RE�ENIQ POLU�A�TSQ

SU�ESTWENNO RAZNYE SOBSTWENNYE ZNA�ENIQ� w KA�ESTWE PRIMERA NA RIS�� POKAZANA
�ISLENNO NAJDENNAQ ZAWISIMOSTX WELI�INY N�� OPREDELQ��EJ SOBSTWENNYE ZNA�ENIQ
����� OT NA�ALXNOGO ZNA�ENIQ KRIWIZNY WOLNOWOGO FRONTA � DLQ DWUH RE�ENIJ 
��� ���
I 
��� ��� SISTEMY 
����

rIS� �� zAWISIMOSTX N�
��� DLQ DWUH RE�ENIJ 
��� ��� I 
��� ���� OTWE�A�
��IH REVIMU RAWNOMERNOGO WRA�ENIQ PQTNA BEZ PULXSACII

dLQ INTERPRETACII POLU�ENNYH REZULXTATOW WAVNO NAPOMNITX� �TO POQWLENIE
�ISTO MNIMYH SOBSTWENNYH ZNA�ENIJ W TEORII NELINEJNYH DINAMI�ESKIH SISTEM

OTWE�AET ROVDENI� KOLEBATELXNOGO REVIMA� w SLU�AE ORBITALXNO USTOJ�IWYH KOLE�
BANIJ MNIMAQ �ASTX SOBSTWENNOGO ZNA�ENIQ IMEET SMYSL KRUGOWOJ �ASTOTY�

aNALIZ USTOJ�IWOSTI NAIBOLEE PROSTO PROWESTI W SLU�AE KRUGLOGO WOLNOWODA BEZ

KERROWSKOJ NELINEJNOSTI 
�nl � ��� w �TOM SLU�AE MULXTIPLIKATORY PERIODI�ESKO�
GO RE�ENIQ MOVNO NAJTI BEZ QWNOGO WY�ISLENIQ MATRICY MONODROMII Y � SOPOSTA�
WIW PERIODY KOLEBANIJ FAZOWYH PEREMENNYH ISHODNOJ SISTEMY 
	��
�	� I EE LINE�
ARIZOWANNOGO ANALOGA� �TI PERIODY OKAZYWA�TSQ RAWNYMI� pOSKOLXKU y
z � T � �
Y 
T �y
z�� GDE y
z� � RE�ENIE LINEARIZOWANNOJ SISTEMY� T � PERIOD RE�ENIQ ISHOD�
NOJ SISTEMY� TO MATRICA Y 
T � EDINI�NAQ�mULXTIPLIKATORY TAKOGO PERIODI�ESKOGO
RE�ENIQ RAWNY �� I REVIM ORBITALXNO USTOJ�IW�
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pRI UDALENII NA�ALXNOJ TO�KI FAZOWOJ TRAEKTORII OT OBLASTI STACIONARNYH

RE�ENIJ AMPLITUDA KOLEBANIJ RASTET PLAWNO� �TO PODTWERVDAETSQ �ISLENNYMI �KS�
PERIMENTAMI� w KA�ESTWE PRIMERA RASSMOTRIM AMPLITUDY OSCILLQCIJ PEREMENNYH

� I � W KRUGLOM WOLNOWODE PRI OTKLONENII OT USLOWIJ� OBESPE�IWA��IH REVIM RAW�
NOMERNOGO WRA�ENIQ PQTNA BEZ PULXSACII� iSPOLXZOWALSQ SLEDU��IJ BAZOWYJ NA�
BOR PARAMETROW SREDY I NA�ALXNYH ZNA�ENIJ PEREMENNYH PU�KA� �� � �� R� � ����
�nl � ����� I � ��� � � ������
� � � ������
� � � ����� � � ���� xI � ����� yI � �����
� � ����� 
 � ������ nA RIS� � POKAZANO POWEDENIE AMPLITUD OSCILLQCIJ PEREMENNYH
�� � PRI IZMENENII I � � I �� PRI�EM WARXIROWANIE POSLEDNEJ IZ �TIH WELI�IN PROIZ�
WODILOSX S SOBL�DENIEM USLOWIQ SIMMETRII SEDLOWIDNOGO WOLNOWOGO FRONTA � � ���
wIDNO� �TO OSCILLQCII PQTNA PLAWNO NARASTA�T S UDALENIEM NA�ALXNYH ZNA�ENIJ

WSEH WYBRANNYH PEREMENNYH OT ZNA�ENIJ� SOOTWETSTWU��IH REVIMU RAWNOMERNOGO
WRA�ENIQ BEZ PULXSACII�

rIS� �� mALYE IZMENENIQ AMPLITUD KOLEBANIJ PEREMENNYH � I � PRI

OTKLONENII I 
a�� � 
b� I � 
c� OT ZNA�ENIJ� SOOTWETSTWU��IH REVIMU
RAWNOMERNOGO WRA�ENIQ BEZ PULXSACII

tAKIM OBRAZOM� � I
p
���R� IME�T SMYSL �ASTOT PERIODI�ESKIH KOLEBANIJ� REA�

LIZU��IHSQ W SLU�AE RASPROSTRANENIQ PU�KA W LINEJNOJ SREDE��TI �ASTOTY� SOGLAS�
NO PROWEDENNYM RAS�ETAM� RAWNY�oSTALXNYE SOBSTWENNYE ZNA�ENIQ OPREDELQ�TSQ NE
TOLXKO PARAMETRAMI SREDY� NO I STACIONARNYMI ZNA�ENIQMI FAZOWYH PEREMENNYH�
pO�TOMU W OPTI�ESKI NELINEJNOJ SREDE KOLEBANIQ PEREMENNYH PU�KA� WOZNIKA��IE
PRI OTKLONENII OT SOSTOQNIQ RAWNOWESIQ� KWAZIPERIODI�NY� iZ QWNOJ FORMULY DLQ

���� SLEDUET� �TO PRI ROVDENII KOLEBATELXNOGO REVIMA IZ SOSTOQNIQ STACIONARNOGO
WOLNOWODNOGO RASPROSTRANENIQ �ASTOTA KWAZIPERIODI�ESKIH KOLEBANIJ SKLADYWAET�
SQ IZ �ASTOTY KOLEBANIJ W LINEJNOJ SREDE I MALOJ DOBAWKI� tO VE MOVNO SKAZATX I O
REVIME RASPROSTRANENIQ PU�KA S RAWNOMERNO WRA�A��IMSQ PQTNOM BEZ PULXSACIJ�

w SLU�AE LINEJNOJ SREDY SPEKTR KOLEBANIJ SISTEMY� WOZNIKA��IH IZ REVIMA
RAWNOMERNOGO WRA�ENIQ PQTNA BEZ PULXSACIJ� SODERVIT DWE �ASTOTY� PRI�EM � �
�N
�nl � ��� pRI ODNOJ I TOJ VE WELI�INE POKAZATELQ NELINEJNOSTI �nl ZNA�ENIE
FUNKCII N OTLI�NO OT SOOTWETSTWU��EGO SOBSTWENNOGO ZNA�ENIQ MATRICY qKOBI W

REVIME STACIONARNOGO WOLNOWODNOGO RASPROSTRANENIQ�

���� kWAZIPERIODI�ESKIE REVIMY� NELINEJNYE REZONANSY�
ROVDENIE CIKLOW

kAK UVE BYLO OTME�ENO� PRI �nl �� � ZAWISIMOSTX SOBSTWENNYH ZNA�ENIJ MATRICY
qKOBI OT DINAMI�ESKIH PEREMENNYH PRIWODIT K WOZNIKNOWENI� KWAZIPERIODI�ES�
KIH KOLEBANIJ� mOVNO INTERPRETIROWATX �TO KAK PROQWLENIE NELINEJNOJ SWQZI DI�
NAMI�ESKIH PEREMENNYH� PRIWODQ�EJ K IH WZAIMNOJ MODULQCII� BLAGODARQ KOTOROJ
WOZNIKA�T NOWYE �ASTOTY� W OB�EM SLU�AE NE KRATNYE DRUG DRUGU�
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dLQ WIZUALIZACII I KA�ESTWENNOGO ANALIZA DINAMI�ESKIH �FFEKTOW BUDEM IS�
POLXZOWATX METODY FAZOWYH PORTRETOW I OTOBRAVENIJ pUANKARE� w BOLX�INSTWE

PRIMEROW W KA�ESTWE SEKU�EJ WYBIRALASX POWERHNOSTX I � const� POSKOLXKU W �TOM
SLU�AE POLU�AEMYE REZULXTATY IME�T LEGKO INTERPRETIRUEMYJ FIZI�ESKIJ SMYSL�

rOVDENIE KWAZIPERIODI�ESKOGO REVIMA OTWE�AET PREWRA�ENI� PERIODI�ESKOJ

ORBITY W INWARIANTNYJ TOR� �TO PRIWODIT K TRANFORMACII STACIONARNOJ TO�KI

OTOBRAVENIQ pUANKARE W NEKOTORU� WS�DU PLOTNO ZAPOLNENNU� OBLASTX 
RIS� 
�a�b��

rIS� 
� iZMENENIE SE�ENIQ pUANKARE 
I � const� W PROEKCII NA PLOS�
KOSTX 
�� �� S ROSTOM PARAMETRA KERROWSKOJ NELINEJNOSTI� 
a� � PERIODI�
�ESKIE KOLEBANIQ PRI �nl � �� 
b� � PREWRA�ENIE PERIODI�ESKOJ ORBITY
W INWARIANTNYJ TOR PRI �nl � ���
� 
c� � NELINEJNAQ SINHRONIZACIQ PRI
�nl � ���	

rASSMOTRIM BOLEE DETALXNO OSOBENNOSTI DINAMIKI PU�KA DLQ KRUGLOGO I �LLIP�
TI�ESKOGO WOLNOWODOW� rAS�ETY DLQ KRUGLOGO WOLNOWODA Rx � Ry � R� PROWODILISX

PRI NA�ALXNYH USLOWIQH I � ��� � � ��	� � � ���� � � ����� � � ����� xI � �����
yI � ����� � � ����� 
 � ������ pARAMETRY WOLNOWODA BRALISX RAWNYMI �� � ��
R� � ���� POSTOQNNAQ kERRA �nl WARXIROWALASX W PREDELAH OT � DO �����

pRI NA�ALXNOM USLOWII �
�� � � WELI�INA �
z� OSTAETSQ RAWNOJ NUL� DLQ L�BOGO

z� TAK �TO 	
z� � 

z� � const� A ZNA�IT PQTNO I WOLNOWOJ FRONT SOHRANQ�T PER�
WONA�ALXNU� ORIENTACI�� iZMENQQ ZNA�ENIE PARAMETRA �nl W INTERWALE 
�����������
MOVNO NABL�DATX RQD NELINEJNYH REZONANSOW� PROQWLQ��IHSQ W FAZOWOJ SINHRONI�
ZACII DWUH I BOLEE PEREMENNYH� dLQ PAR PEREMENNYH �TOT �FFEKT LEGKO FIKSIRUETSQ
NA SOOTWETSTWU��IH FAZOWYH PORTRETAH� sREDI MNOVESTWA PRIMEROW �TOGO QWLENIQ�
O�EWIDNO� NAIBOLX�IJ INTERES PREDSTAWLQET SINHRONIZACIQ PEREMENNYH PROSTRAN�
STWENNOGO SDWIGA 
xI � yI � �� 
� PO OTNO�ENI� K WNUTRENNIM PEREMENNYM 
�� �� �� ���
oDIN IZ PODOBNYH PRIMEROW POKAZAN NA RIS� ��

rIS� �� sINHRONIZACIQ OTNOSITELXNOGO FAZOWOGO SDWIGA WNUTRENNEJ PERE�
MENNOJ � I WNE�NEJ xI PRI UWELI�ENII PARAMETRA KERROWSKOJ NELINEJ�
NOSTI OT �nl � ���
 
a� DO �nl � ���� 
b�

aNALOGI�NYJ �FFEKT NABL�DALSQ PRI RAZLI�NYH ZNA�ENIQH �nl DLQ PROIZWOLX�
NYH PAR DINAMI�ESKIH PEREMENNYH� bLAGODARQ TOMU� �TO SEKU�AQ POWERHNOSTX pU�
ANKARE MOVET BYTX WYBRANA PROIZWOLXNO� OKAZYWAETSQ WOZMOVNYM NABL�DENIE FA�
ZOWOJ SINHRONIZACII TREH I BOLEE PEREMENNYH� wYROVDENIE WS�DU PLOTNOGO INWARI�
ANTNOGO TORA W PO�TI ZAMKNUTU� ORBITU PROQWLQETSQ W WIDE ZAMETNOGO SOKRA�ENIQ

�ISLA RAZLI�IMYH TO�EK OTOBRAVENIQ pUANKARE 
SM�� NAPRIMER� RIS� 
�c��
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nARQDU S FAZOWOJ SINHRONIZACIEJ� NABL�DALSQ OBRATNYJ �FFEKT� KOGDA OTNOSI�
TELXNYJ FAZOWYJ SDWIG NEUPORQDO�ENNO POKRYWAET OTREZOK ��� ���� tAKOE POWEDENIE
MOVNO NABL�DATX W OKRESTNOSTI TO�KI SINHRONIZACII� NAPRIMER� DLQ PEREMENNYH
� I xI 
RIS� ��a��

pRI UWELI�ENII �nl WZAIMNAQ MODULQCIQ PEREMENNYH 
�� �� 
ILI 
�� ��� PRIWO�
DIT K ROVDENI� CIKLOW� �TO QWLENIE MOVET BYTX LEGKO OBNARUVENO� NAPRIMER� W
PROEKCII FAZOWOJ TRAEKTORII NA PLOSKOSTX 
�� �� 
RIS� ��a�b��

rIS� �� rOVDENIE CIKLOW W PROEKCII FAZOWOJ TRAEKTORII NA PLOSKOSTX


�� �� PRI IZMENENII �nl OT ���� 
a� DO ���� 
b�

dLQ LU��EGO PONIMANIQ MEHANIZMA ROVDENIQ CIKLOW POLEZNO RASSMOTRETX SPEK�
TRALXNOE PREDSTAWLENIE WELI�INY �
z� 
RIS� ���

rIS� �� sPEKTRALXNOE PREDSTAWLENIE PEREMENNOJ �
z� PRI �nl�����
a� I
���
b��

wIDNO� �TO ROST �nl PRIWODIT K SME�ENI� MAKSIMUMA RASPREDELENIQ SPEKTRALX�
NOJ INTENSIWNOSTI� kA�ESTWENNO �TOT �FFEKT UVE BYL POLU�EN WY�E� KOGDA BYLI
NAJDENY KWAZI�ASTOTY KOLEBANIJ W NELINEJNOJ SREDE WBLIZI STACIONARNOJ TO�KI

I POKAZANO� �TO ONI PROPORCIONALXNY �nl� pOKAZANNYE NA RIS� � REZULXTATY SWI�
DETELXSTWU�T O TOM� �TO POQWLENIE NOWYH CIKLOW SWQZANO NE TOLXKO S NELINEJNYM
FAZOWYM SDWIGOM KOLEBANIJ DINAMI�ESKIH PEREMENNYH� NO I S GENERACIEJ NOWYH

�ASTOT�
pEREJDEM K RASSMOTRENI� BOLEE OB�EGO SLU�AQ� KOGDA PU�OK IMEET NENULEWOE

KRU�ENIE 
� �� ��� nA PERWYJ WZGLQD� POQWLENIE DOPOLNITELXNYH STEPENEJ SWOBODY
POZWOLQET OVIDATX BOLEE SLOVNOGO POWEDENIQ PU�KA� w DEJSTWITELXNOSTI DINAMIKA

PU�KA OKAZYWAETSQ BOLEE PROSTOJ� wYWODY� OTNOSQ�IESQ K �FFEKTU FAZOWOJ SINHRO�
NIZACII PRI � � �� OSTA�TSQ WERNYMI I PRI � �� �� dRUGIE �FFEKTY ISPYTYWA�T

KA�ESTWENNYE IZMENENIQ� tAK� NAPRIMER� SRAWNENIE RIS� ��a I RIS� 	 POKAZYWAET� �TO
DLQ PU�KA S KRU�ENIEM �FFEKT FAZOWOGO RASSOGLASOWANIQ IS�EZAET�

rAS�ETY POKAZYWA�T� �TO �TOT WYWOD SOHRANQET SILU WO WSEM DIAPAZONE FIZI�
�ESKI DOPUSTIMYH ZNA�ENIJ POKAZATELQ NELINEJNOJ REFRAKCII�

pRI � �� � DLQ TEH VE NA�ALXNYH USLOWIJ� �TO I W RASSMOTRENNYH WY�E PRI�
MERAH� BYLO USTANOWLENO TAKVE OTSUTSTWIE GENERACII NOWYH CIKLOW� wMESTO �TOGO
NABL�DAETSQ SLABAQ AMPLITUDNAQ MODULQCIQ PEREMENNYH 
RIS� ���

�FFEKT GENERACII CIKLOW UDALOSX NABL�DATX TOLXKO W TOM SLU�AE� KOGDA NA�
�ALXNYE ZNA�ENIQ � I � ZNA�ITELXNO OTLI�A�TSQ DRUG OT DRUGA�
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rIS� 	� fAZOWYJ SDWIG MEVDU � I �� PRI �nl � ���� DLQ PU�KA S � �� �

rIS� �� tIPI�NAQ PROEKCIQ FAZOWOJ TRAEKTORII NA PLOSKOSTX 
�� �� PRI
� �� �� iSPOLXZOWALOSX �nl�����

oSTANOWIMSQ NA OSOBENNOSTQH POWEDENIQ PEREMENNOJ �
z�� OPISYWA��EJ POWOROT
PQTNA OTNOSITELXNO WOLNOWOGO FRONTA� w ISSLEDOWANNYH NAMI SLU�AQH �TA WELI�INA

SOWER�ALA KOLEBANIQ POSTOQNNOJ AMPLITUDY� uMENX�ENIE NA�ALXNOGO ZNA�ENIQ ��
RAWNO KAK I UWELI�ENIE PARAMETRA KERROWSKOJ NELINEJNOSTI� PRIWODIT K ROSTU �TOJ
AMPLITUDY� sRAWNIWAQ ZAWISIMOSTI �
z� I �
z� DLQ NA�ALXNYH USLOWIJ �
�� � �
I �
�� �� �� MOVNO ZAKL��ITX� �TO KRU�ENIE PU�KA QWLQETSQ SINHRONIZIRU��IM

FAKTOROM�
pEREJDEM K ANALIZU OSOBENNOSTEJ �LLIPTI�ESKOGO WOLNOWODA 
Rx �� Ry�� rAS�ETY

POKAZYWA�T� �TO W �TOM SLU�AE KA�ESTWENNYE OSOBENNOSTI POWEDENIQ PU�KA GORAZDO

BOLX�E ZAWISQT OT NA�ALXNYH USLOWIJ� �EM W KRUGLOM WOLNOWODE�w KA�ESTWE BAZOWOGO
ISPOLXZOWALSQ SLEDU��IJ NABOR NA�ALXNYH ZNA�ENIJ PEREMENNYH� I � ��� � �
���� � � ���� � � ���� � � ���� xI � ����� yI � ����� � � ����� 
 � �����
aNALIZ PROWODILSQ PRI FIKSIROWANNYH PARAMETRAH WOLNOWODA �� � �� I Ry � ��� I
WARIACII PARAMETROW �nl I Rx W PREDELAH OT � DO ���� I OT ��� DO 
��� SOOTWETSTWENNO�

nA�NEM S ISSLEDOWANIQ DINAMIKI PU�KA BEZ NA�ALXNOGO KRU�ENIQ 
�
�� � ��� iZ
ISHODNYH URAWNENIJ LEGKO WIDETX� �TO PRI �TOM USLOWII� KAK I DLQ KRUGLOGO WOLNO�
WODA� WOLNOWOJ FRONT I PQTNO SOHRANQ�T PERWONA�ALXNU� ORIENTACI� OTNOSITELXNO

LABORATORNOJ SISTEMY KOORDINAT PRI RASPROSTRANENII PU�KA� qWLENIJ SINHRONI�
ZACII WNE�NIH I WNUTRENNIH PEREMENNYH� A TAKVE ROVDENIQ CIKLOW W FIZI�ESKI
DOPUSTIMOM DIAPAZONE ZNA�ENIJ �nl NE NABL�DAETSQ 
SM� TIPI�NYE FAZOWYE PORTRE�
TY NA RIS� ���

�TO� O�EWIDNO� SWQZANO S POQWLENIEM W SISTEME NESOIZMERIMYH �ASTOT PRI NENU�
LEWOJ NELINEJNOSTI� pRIZNAKI SINHRONIZACII MEVDU PEREMENNYMI IZ GRUPPY WNUT�
RENNIH OBNARUVIWALISX LI�X NA NEBOLX�IH DLINAH RASPROSTRANENIQ�

pO SRAWNENI� S KRUGLYM WOLNOWODOM� W �LLIPTI�ESKOM WOLNOWODE USLOVNQETSQ

DINAMIKA WNE�NIH PEREMENNYH� OPREDELQ��IH DWIVENIE PU�KA W CELOM� w OTSUT�
STWIE OPTI�ESKOJ NELINEJNOSTI� KAK UVE GOWORILOSX WY�E� TRAEKTORIQ CENTRA PQTNA
ODNOZNA�NO OPREDELQETSQ �LLIPTI�NOSTX� WOLNOWODA I PRINIMAET WID FIGUR lIS�
SAVU 
RIS� ����
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rIS� �� tIPI�NYE FAZOWYE PORTRETY 
�� �� I 
xI � �� DLQ PU�KA W �LLIPTI�
�ESKOM WOLNOWODE

nALI�IE NA�ALXNOGO KRU�ENIQ �
�� �� � NE PRIWODIT K KA�ESTWENNYM IZMENENIQM
W OTNO�ENII �FFEKTOW SINHRONIZACII I ROVDENIQ CIKLOW� sOOTWETSTWU��IE FAZO�
WYE PORTRETY OTLI�A�TSQ OT RIS� � LI�X BOLX�EJ SLOVNOSTX� OBLASTEJ� ZAPOLNQE�
MYH FAZOWOJ TRAEKTORIEJ� dWIVENIQ CENTRA PQTNA PO OSQM x I y� KAK BYLO POKAZANO
RANEE� PRI 	 �� � STANOWQTSQ SWQZANNYMI I NA�INA�T ZAWISETX OT DINAMIKI WNUT�
RENNIH PEREMENNYH� w ZAWISIMOSTI OT MO�NOSTI PU�KA NABL�DALISX TRAEKTORII�
KOTORYE LIBO BYLI SILXNO LOKALIZOWANY WBLIZI OSI WOLNOWODA 
ZAHWAT PU�KA�� LIBO
MOGLI UDALQTXSQ OT NEE NA RASSTOQNIQ� SRAWNIMYE S Rx� Ry� w POSLEDNEM SLU�AE NA

PRAKTIKE UDAWALOSX �ISLENNO NABL�DATX NA�ALXNYJ U�ASTOK TRAEKTORII� IME��IJ
WID RASHODQ�EJSQ SPIRALI� w BESKONE�NOJ SREDE S KWADRATI�NOJ NEODNORODNOSTX�

POKAZATELQ PRELOMLENIQ DWIVENIE PU�KA WSEGDA FINITNOE ����� oDNAKO W REALXNYH
WOLNOWODAH S KONE�NYM RADIUSOM GRADIENTNOJ SERDCEWINY� KOTORYJ DOLVEN BYTX
MAL PO SRAWNENI� S Rx� Ry� ZAMETNOE UDALENIE PQTNA OT OSI SWQZANO S WYTEKANIEM
IZLU�ENIQ IZ WOLNOWODA� w �TOM SMYSLE KWAZIPERIODI�NOSTX SLABOLOKALIZOWANNYH

TRAEKTORIJ QWLQETSQ TEORETI�ESKOJ ABSTRAKCIEJ� I W REALXNOM WOLNOWODE DWIVENIE

PU�KA MOVET BYTX INFINITNYM� pO�TOMU REVIM NELINEJNOGO ZAHWATA PREDSTAWLQ�
ET NAIBOLX�IJ INTERES� pRI PRO�IH ODINAKOWYH USLOWIQH S ROSTOM �LLIPTI�NOSTI

WOLNOWODA Rx�Ry REALIZACIQ �TOGO REVIMA DOSTIGAETSQ PRI BOLX�IH INTENSIWNOS�
TQH� rASSMOTRIM NEKOTORYE PRIMERY� pUSTX WOLNOWOD PO�TI KRUGLYJ� Rx � ����
I Ry � ���� pRI UWELI�ENII INTENSIWNOSTI PROEKCIQ TRAEKTORII CENTRA PQTNA NA
POPERE�NU� PLOSKOSTX xOy MENQETSQ� KAK POKAZANO NA RIS� ���

rIS� ��� tRAEKTORIQ DWIVENIQ CENTRA PQTNA W PROEKCII NA POPERE�NU�
PLOSKOSTX W LINEJNOJ SREDE DLQ SLU�AQ PU�KA BEZ KRU�ENIQ PRI Rx

Ry

� �

�

wIDNO� �TO UWELI�ENIE NA�ALXNOJ INTENSIWNOSTI PREWRA�AET RASHODQ�U�SQ TRA�
EKTORI� 
RIS� ���A� W LOKALIZOWANNU� 
RIS� ���b�� KOTORAQ DALEE STREMITSQ K �LLIP�
TI�ESKOJ 
RIS� ���c�� pRI PEREHODE K SILXNO �LLIPTI�ESKOMU WOLNOWODU S Rx � ���
I Ry � ��� SITUACIQ MENQETSQ NA PROTIWOPOLOVNU� � BOLEE WYSOKIE INTENSIWNOSTI
PRIWODQT K DELOKALIZACII TRAEKTORII PU�KA 
RIS� ����

uKAZANNYJ �FFEKT MOVET ISPOLXZOWATXSQ DLQ OGRANI�ENIQ MO�NOSTI PROHODQ�
�EGO �EREZ �LLIPTI�ESKIJ WOLNOWOD PU�KA KAK SWERHU� TAK I SNIZU� pRI NEKOTORYH
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ZNA�ENIQH �LLIPTI�NOSTI WOLNOWODA Rx�Ry 
OKOLO ��� DLQ RASSMATRIWAEMOGO ZDESX
NABORA NA�ALXNYH USLOWIJ I PARAMETROW� WSE TRAEKTORII STANOWQTSQ LOKALIZOWAN�
NYMI� NEZAWISIMO OT NA�ALXNOJ INTENSIWNOSTI�

rIS� ��� tRAEKTORII CENTRA PQTNA W PO�TI KRUGLOM WOLNOWODE S Rx � �����
Ry � ��� PRI TREH ZNA�ENIQH NA�ALXNOJ INTENSIWNOSTI I
�� � 
�
a�� ��
b��
	�
c�

rIS� ��� dWIVENIE CENTRA PQTNA W WOLNOWODE S PARAMETRAMI Rx � ����
Ry � ��� PRI I� � 
�
a�� ��
b�� 	�
c�

aNALIZ URAWNENIJ 
���� 
��� POKAZYWAET� �TO KL��EWOE WLIQNIE NA DINAMIKU

PEREMENNYH xI �yI OKAZYWAET HARAKTER WRA�ENIQ PQTNA� TO ESTX ZAWISIMOSTX 	
z��
�TOT FAKT MOVNO ISPOLXZOWATX DLQ UPRAWLENIQ DWIVENIEM PQTNA PUTEM IZMENENIQ

NA�ALXNOGO UGLA 	
��� dLQ DEMONSTRACII ISKL��IM USLOVNQ��IE DELO PULXSACII

RAZMERA PQTNA� INTENSIWNOSTI I KRIWIZNY WOLNOWOGO FRONTA� OBESPE�IW REVIM RAW�
NOMERNOGO WRA�ENIQ PQTNA� sOBL�DAQ USLOWIE � � ���� MOVNO WARXIROWATX 	
�� I
ZA S�ET �TOGO KA�ESTWENNO IZMENQTX TRAEKTORI� PQTNA� KAK �TO� NAPRIMER� POKAZANO
NA RIS� �
� wIDNO� �TO TRAEKTORIQ CENTRA PQTNA NA RIS� �
�a NIKOGDA NE POPADAET W
OKRESTNOSTX OSI WOLNOWODA� A NA RIS� �
�b � NAOBOROT�

rIS� �
� tRAEKTORII CENTRA PQTNA W REVIME RAWNOMERNOGO WRA�ENIQ DLQ
DWUH NA�ALXNYH ZNA�ENIJ 	
�� � ��� 
a� I ����� 
b� PRI Rx � 
� � � �����
� � ����

oPISANNYE �FFEKTY� KAK BUDET PRODEMONSTRIROWANO NIVE� MOGUT BYTX ISPOLX�
ZOWANY DLQ POWY�ENIQ �FFEKTIWNOSTI RABOTY KERROWSKOGO �LEMENTA W LAZERAH S

SINHRONIZACIEJ MOD�
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�� nOWYE WOZMOVNOSTI POWY�ENIQ �FFEKTIWNOSTI

KERROWSKOJ SINHRONIZACII MOD

kLASSI�ESKAQ SHEMA KERROWSKOJ SINHRONIZACII MOD� SLUVA�AQ DLQ GENERACII
ULXTRAKOROTKIH SWETOWYH IMPULXSOW 
SM�� NAPRIMER� ������ STROITSQ NA TOM� �TO ZA
S�ET NELINEJNOJ REFRAKCII RAZMER PQTNA PRI WYSOKOJ INTENSIWNOSTI PU�KA GORAZDO

MENX�E� �EM PRI NIZKOJ�pODAWLENIE GENERACII SLABOJ SOSTAWLQ��EJ LAZERNOGO POLQ
OBESPE�IWAET DIAFRAGMA� KOTORAQ RASPOLAGAETSQ TAK� �TOBY RAZNICA W POGLO�ENII

SILXNOJ I SLABOJ �ASTEJ IMPULXSA BYLA MAKSIMALXNOJ� w REZULXTATE PRI MNOGOKRAT�
NOM PROHOVDENII DLITELXNOSTX IMPULXSA UMENX�AETSQ� w AKSIALXNO�SIMMETRI�NYH
PU�KAH KRUGLOGO SE�ENIQ DOSTIVIMAQ STEPENX DISKRIMINACII SLABYH POLEJ PO SRAW�
NENI� S SILXNYMI OKAZYWAETSQ PORQDKA KONSTANTY kERRA� T�E� WESXMA MALOJ� pOKA�
VEM� �TO DLQ WNEOSEWYH ASTIGMATI�ESKIH PU�KOW S KRU�ENIEM MOVNO ISPOLXZOWATX

NE TOLXKO NELINEJNU� FOKUSIROWKU� NO I ZAWISIMOSTX SKOROSTI WRA�ENIQ PQTNA OT
INTENSIWNOSTI 
SM� RIS� ���� �TO POZWOLQET SU�ESTWENNO POWYSITX POGLO�ENIE SLA�
BOGO PU�KA PO SRAWNENI� S SILXNYM NA OPTIMALXNO PODOBRANNOJ DIAFRAGME�

rIS� ��� zAWISIMOSTX SKOROSTI IZMENENIQ UGLA 	 W REVIME RAWNOMERNO�
GO WRA�ENIQ PQTNA OT ZNA�ENIQ POSTOQNNOJ kERRA DLQ DWUH RAZLI�NYH

MO�NOSTEJ PU�KA

dLQ �ISLENNOGO ISSLEDOWANIQ POLOVIM I
�� � � DLQ SLABOGO PU�KA I I
�� �
� �� DLQ SILXNOGO� oSTALXNYE NA�ALXNYE ZNA�ENIQ PEREMENNYH I PARAMETRY SREDY

PRIMEM SOWPADA��IMI� w KA�ESTWE WYHODNOJ DIAFRAGMY ISPOLXZUEM PRQMOUGOLXNOE

OTWERSTIE� RAZMERY KOTOROGO SOWPADA�T S RAZMERAMI OSEJ �LLIPTI�ESKOGO PQTNA

INTENSIWNOGO PU�KA� oTWERSTIE RASPOLAGAETSQ TAK� �TOBY OBESPE�ITX MAKSIMALXNOE

PROPUSKANIE SILXNOGO PU�KA� PRI �TOM EGO POTERI SOSTAWLQ�T OKOLO �� OT POLNOJ

MO�NOSTI� sLABYJ PU�OK ISPYTYWAET BOLX�OE POGLO�ENIE W DWUH SLU�AQH� �� KOGDA
RAZMERY EGO PQTNA IZ�ZA NELINEJNOJ FOKUSIROWKI BOLX�E� �EM U SILXNOGO� �� KOGDA
U OBOIH PU�KOW PQTNA IME�T WID SILXNO WYTQNUTYH �LLIPSOW� BOLX�IE OSI KOTORYH
PERPENDIKULQRNY DRUG DRUGU�

mEHANIZM PERWOGO TIPA NE OTLI�AETSQ OT KLASSI�ESKOJ AKSIALXNO�SIMMETRI�NOJ
SHEMY� EGO �FFEKTIWNOSTX PROPORCIONALXNA KONSTANTE kERRA� oSTANOWIMSQ BOLEE
PODROBNO NA MEHANIZME WTOROGO TIPA� dLQ NAHOVDENIQ SOOTWETSTWU��EGO POLOVENIQ
DIAFRAGMY POSTROIM WSPOMOGATELXNU� FUNKCI� f
z� � jsin
	� �	��j
�� � ���
�� �
���� bOLX�AQ DISKRIMINACIQ SLABOGO PU�KA DOSTIGAETSQ PRI MAKSIMALXNYH PO MO�
DUL� OTRICATELXNYH ZNA�ENIQH f
z�� wWIDU MNOGOMERNOSTI ZADA�I� TAKOJ KRITERIJ
LI�X PRIBLIZITELXNO UKAZYWAET NAIBOLEE �FFEKTIWNYE POLOVENIQ DIAFRAGMY NA

OSI z� PRI�EM W OTSUTSTWIE SME�ENIQ PU�KA OTNOSITELXNO OSI WOLNOWODA� �ISLEN�
NYJ ANALIZ POKAZYWAET� �TO INTERESU��EE NAS RASPOLOVENIE PQTEN DOSTIGAETSQ NA
DOSTATO�NO DLINNYH DISTANCIQH� SOSTAWLQ��IH OKOLO ����� DIFRAKCIONNYH DLIN�
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dEJSTWITELXNO� ESLI PRINQTX SREDN�� SKOROSTX WRA�ENIQ PQTNA RAWNOJ EE POSTO�
QNNOMU ZNA�ENI� W REVIME RAWNOMERNOGO WRA�ENIQ BEZ PULXSACIJ 
RIS� ���� TO EE
ZAWISIMOSTX OT POSTOQNNOJ kERRA LINEJNA� bOLX�IE DLINY RASPROSTRANENIQ DELA�
�T DANNU� METODIKU TRUDNO REALIZUEMOJ �KSPERIMENTALXNO�

rIS� ��� 
I
�� � �� I SILXNOGO 
I
�� � ��� PU�KOW� nA�ALXNYE USLOWIQ
� � ���� � � ���� � � ���� � � ���� xI � ����� yI � ����� � � ����� 
 � ������
	 � ��	� 
 � �� pARAMETRY WOLNOWODNOJ SREDY �� � ��� Rx � 
��� Ry � ���
I �nl � ����

uSILENIQ �FFEKTA MOVNO DOBITXSQ PUTEM ISPOLXZOWANIQ OSOBENNOSTEJ DWIVENIQ

PQTNA W �LLIPTI�ESKOM WOLNOWODE� tAK� NAPRIMER� PRI USLOWIQH� UKAZANNYH W PODPI�
SI K RIS� ��� UDAETSQ NABL�DATX 
�� POGLO�ENIE SLABOGO PU�KA PRI �� POGLO�ENII

SILXNOGO NA RASSTOQNIQH WSEGO W ��
 DIFRAKCIONNYH DLINY� dLQ PRAKTI�ESKOJ REA�
LIZACII WAVEN TAKVE PRODOLXNYJ PO OSI z RAZMER OBLASTI� W KOTOROJ DISKRIMINACIQ
SLABOGO PU�KA DIAFRAGMOJ OSTAETSQ ZNA�ITELXNOJ� w �LLIPTI�ESKOM WOLNOWODE� KAK
WIDNO IZ RIS� ��� PROTQVENNOSTX �TIH OBLASTEJ SOSTAWLQET PORQDKA ��
 DIFRAKCI�
ONNOJ DLINY� �TO PRIMERNO W � RAZ BOLX�E� �EM W KRUGLOM WOLNOWODE�

aWTORY BLAGODARNY l�a�mELXNIKOWU I e�a�rOMANOWOJ ZA POLEZNYE OBSUVDENIQ�
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Using the modi�ed generalized method of moments the equation of motion
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and Kerr nonlinearity� Application of dynamical e�ects in elliptic waveguides are
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