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linearizaciq obyknowennyh
differencialxnyh urawnenij wtorogo
porqdka� dopuska��ih simmetrii li

m�i�tIMO�IN�

w DANNOJ STATXE WWODITSQ TERMINOLOGIQ KLASSI�ESKOGO GRUPPOWOGO ANALIZA�

pRIWODITSQ TEOREMA O LINEARIZACII�dANY NEKOTORYE PRIMERY INTEGRIRUEMYH

SLU�AEW URAWNENIQ aBELQ WTOROGO RODA�

wWEDENIE

rABOTY sOFUSA lI ������ POSWQ��NNYE SIMMETRIQM DIFFERENCIALXNYH URAWNE�
NIJ� POKAZALI� �TO MNOGIE RANEE IZWESTNYE METODY ANALITI�ESKOGO RE�ENIQ DIF�
FERENCIALXNYH URAWNENIJ IME�T W SWOEJ OSNOWE GRUPPOWOJ PODHOD� oSNOWNYE IDEI
KLASSI�ESKOGO GRUPPOWOGO ANALIZA IZLOVENY W RABOTAH �	�
��

pRIWED�M SOOTWETSTWU��U� TERMINOLOGI�� pRINQTO GOWORITX� �TO DIFFEREN�
CIALXNOE URAWNENIE

y�n� � F �x� y� y�� � � � � y�n���
� ��
 � d�dx ��


DOPUSKAET SIMMETRI� �� ESLI ZAMENA PEREMENNYH ��x� �y
 � ��x� y
 NE MENQET WI�
DA URAWNENIQ� �A�E WSEGO� GOWORQ O SIMMETRIQH OBYKNOWENNYH DIFFERENCIALXNYH
URAWNENIJ �odu
 PODRAZUMEWA�T TO�E�NYE PREOBRAZOWANIQ�� � D � D�� ZAWISQ�IE
OT SKALQRNOGO PARAMETRA � � KOTORYE W KOORDINATNOJ FORME ZAPISYWA�TSQ W WIDE

�x � f�x� y� �
� �y � g�x� y� �
� ��


GDE D�D� � OBLASTI IZ R�� PRI �TOM WYPOLNQETSQ ZAKON KOMPOZICII ���s � ���s�
tAKIE PREOBRAZOWANIQ PRINQTO NAZYWATX ODNOPARAMETRI�ESKIMI GRUPPAMI�

wYDELQ�T DWA SLU�AQ� KOGDA URAWNENIE ��
 DOPUSKAET SIMMETRII ��
�

�a
 y�n� � F �x� y� y�� � � � � y�n���
 � �� �y�n� � F ��x� �y� �y�� � � � � �y�n���
 � ��

�b
 y�n� � F �x� y� � � � � y�n���
 � �� ���x� �y� � � � � �y�n���
��y�n� � F ��x� �y� � � � � �y�n���

 � ��

���x� �y� � � � � �y�n���
 �� ��

�tIMO�IN mIHAIL iWANOWI�� KAFEDRA ALGEBRY sAMARSKOGO GOSUDARSTWENNOGO PEDAGOGI�ESKOGO

UNIWERSITETA



lINEARIZACIQ odu WTOROGO PORQDKA� DOPUSKA��IH SIMMETRII lI ��

w PERWOM SLU�AE GOWORQT� �TO URAWNENIE ��
 INWARIANTNO OTNOSITELXNO PREOBRAZO�
WANIQ ��
� lEWAQ �ASTX PRI �TOM NAZYWAETSQ DIFFERENCIALXNYM INWARIANTOM n�GO
PORQDKA� wTOROJ SLU�AJ �b
 BOLEE OB�IJ� I IMENNO WO WTOROM SLU�AE PRINQTO GO�
WORITX O SIMMETRII DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ� pREOBRAZOWANIE ��
 MOVNO RAS�
SMATRIWATX KAK RE�ENIE ZADA�I kO�I DLQ AWTONOMNOJ SISTEMY URAWNENIJ�

����
���

d�x

d�
� ���x� �y
� �x��
 � x�

d�y

d�
� ���x� �y
� �y��
 � y�

�	


dLQ UDOBSTWA ISPOLXZOWANIQ WWODITSQ PONQTIE INFINITEZIMALXNOGO OPERATORA

X � ��x� y

�

�x
� ��x� y


�

�y
� ��


zNANIE OPERATORA ��
 POLNOSTX� OPREDELQET GRUPPU ��
 KAK RE�ENIE ZADA�I kO�I
�	
� dIFFERENCIALXNOE URAWNENIE ��
 PRI NAHOVDENII SIMMETRIJ OBY�NO TRAKTUET�
SQ KAK NEKOTORAQ GIPERPOWERHNOSTX W PROSTRANSTWE x� y� y�� � � � � y�n�� PRI �TOM GRUPPA
OPREDELQETSQ NA PLOSKOSTI x� y� A OSTALXNYE KOORDINATY WY�ISLQ�TSQ PO FORMULE

PRODOLVENIQ

��j� �
d��j���

dx
� y�j�

d�

dx
� �j � �� n
 ��


sOOTWETSTWU��IJ OPERATOR� DEJSTWU��IJ W PROSTRANSTWE n�� PEREMENNOJ OPREDE�
LQETSQ WYRAVENIEM

X
n
� ��x� y


�

�x
� ��x� y


�

�y
� ��

�

�y�
� � � �� ��n�

�

�y�n�
� ���


w TERMINAH INFINITEZIMALXNOGO OPERATORA KRITERIJ INWARIANTNOSTI ZAPISYWAETSQ

W WIDE

X
n
�y�n� � F �x� y� y�� � � � � y�n���

 � � ��


I FAKTI�ESKI OZNA�AET WZQTIE PROIZWODNOJ PO PARAMETRU � � w SLU�AE� KOGDA DIFFE�
RENCIALXNOE URAWNENIE DOPUSKAET SIMMETRI�� NO NE QWLQETSQ INWARIANTOM� NAKLA�
DYWA�T DOPOLNITELXNOE TREBOWANIE

X
n
�y�n� � F �x� y� y�� � � � � y�n���



����
y�n��F �x�y�����y�n����

� �� ��


zNANIE SIMMETRII POZWOLQET PONIZITX PORQDOK RASSMATRIWAEMOGO URAWNENIQ� pRI
�TOM OBY�NO ISPOLXZU�TSQ LIBO TO�E�NYE PREOBRAZOWANIQ �WYPRQMLENIE KOORDI�
NAT
� LIBO PREOBRAZOWANIQ� POSTROENNYE NA OSNOWE INWARIANTOW� w SLU�AE WYPRQM�
LENIQ KOORDINAT OPERATOR GRUPPY ��
 PRIWODITSQ K PERENOSAM LIBO PO NOWOJ NEZA�
WISIMOJ PEREMENNOJ

t � X � ��x� y

�

�x
� ��x� y


�

�y
� X �

�

�t
�

LIBO PO NOWOJ ZAWISIMOJ FUNKCII

u�t
 � X � ��x� y

�

�x
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�
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� X �

�

�u
�
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w PERWOM SLU�AE NOWYE PEREMENNYE DOLVNY UDOWLETWORQTX SISTEME Xu � �� Xt � ��
PRI��M URAWNENIE ��
 W �TIH KOORDINATAH BUDET IMETX WID

dnu

dtn
� G�u�

du

dt
� � � � �

d�n���u

dt�n���

�

A WO WTOROM SLU�AE Xu � �� Xt � ��

dnu

dtn
� H�t�

du

dt
� � � � �

d�n���u

dt�n���

�

o�EWIDNO� W OBOIH SLU�AQH PORQDOK URAWNENIQ PONIVAETSQ NA EDINICU�
dIFFERENCIALXNYE INWARIANTY OPREDELQ�TSQ PRI RE�ENII SISTEMY URAWNENIJ�

dx

��x� y

�
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��x� y

�

dy�

���x� y� y�

� � � � �

dy�n�

��n�
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oBY�NO OGRANI�IWA�TSQ RE�ENIEM PERWYH DWUH URAWNENIJ I NAHODQT WELI�INY PER�
WYH INWARIANTOW I��x� y
� I��x� y� y

�
� POSKOLXKU OSTALXNYE INWARIANTY W SLU�AE TO�
�E�NYH SIMMETRIJ MOGUT BYTX NAJDENY REKURRENTNO

dI�
dI�

�
I�x � I�yy

� � I�y�y
��

I�x � I�yy�
� I�� � � � �

dIn��
dI�

� In� �



�TO POZWOLQET WYRAZITX URAWNENIE ��
 W WIDE

��I�� I��
dI�
dI�

� � � � �
d�n���I�

dI
�n���
�


 � ��

�TO TAKVE POZWOLQET PONIZITX PORQDOK URAWNENIQ� sOFUS lI POKAZAL� �TO ISPOLXZO�
WANIE WY�EPRIWED�NNOJ TEHNIKI DLQ URAWNENIQ WTOROGO PORQDKA �FFEKTIWNO� KOGDA
URAWNENIE ��
 DOPUSKAET PO KRAJNEJ MERE DWA OPERATORA X�� X� WIDA ��
� KOTORYE� W
SWO� O�EREDX� UDOWLETWORQ�T RAWENSTWU

�X�� X�� � ��X� � ��X�� ���


GDE ��� �� � const� �X�� X�� � X��X�
 � X��X�
� w �TOM SLU�AE OPERATORY X�� X�

OBRAZU�T DWUMERNU� ALGEBRU lI� I ODNOPARAMETRI�ESKIE PREOBRAZOWANIQ ��
 MOGUT
BYTX OB�EDINENY W DWUHPARAMETRI�ESKU� GRUPPU� wSE DWUMERNYE ALGEBRY MOGUT

BYTX SWEDENY PREOBRAZOWANIEM BAZISNYH OPERATOROW

X �

� � ��X� � ��X�� X �

� � 	�X� � 	�X�� 
 � ��	� � ��	� �� ��

��i� 	j � const
 K ODNOMU IZ SLEDU��IH �ETYR�H TIPOW�

I� �X �

�� X
�

�� � �� ���� � ���� �� ��

II� �X �

�� X
�

�� � �� ���� � ���� � �� ���


III� �X �

�� X
�

�� � X �

�� ���� � ���� �� ��

IV� �X �

�� X
�

�� � X �

�� ���� � ���� � ��

pRIWED�NNYE SOOTNO�ENIQ ���
 NE MENQ�TSQ POD DEJSTWIEM NEWYROVDENNOJ ZAMENY

PEREMENNYH

t � t�x� y
� u � u�x� y
�
��t� u


��x� y

� txuy � tyux �� �� ���




lINEARIZACIQ odu WTOROGO PORQDKA� DOPUSKA��IH SIMMETRII lI �


w SLU�AQH I�II OPERATORY KOMMUTIRU�T� I OSU�ESTWLQTX WYPRQMLENIE KOORDINAT�
ILI WYBIRATX W KA�ESTWE NOWYH PEREMENNYH INWARIANTY MOVNO� ISPOLXZUQ L�BOJ
IZ OPERATOROWX �

�� X
�

�� oSTAW�U�SQ W �TOM SLU�AE SIMMETRI� TAKVE ISPOLXZU�T DLQ

PONIVENIQ PORQDKA� PREDWARITELXNO NAJDQ E� PREDSTAWLENIE W NOWYH KOORDINATAH�
w SLU�AQH III� IV OPERATOR X �

� QWLQETSQ IDEALOM DWUMERNOJ ALGEBRY �SOOTWETSTWU��
�AQ EMU ODNOPARAMETRI�ESKAQ PODGRUPPA NAZYWAETSQ NORMALXNOJ
 I IMENNO S NEGO
NEOBHODIMO NA�INATX PROCESS PONIVENIQ PORQDKA� POSKOLXKU W PROTIWNOM SLU�AE

SIMMETRIQ BUDET POTERQNA�
nAIBOLEE ALGORITMI�EN PROCESS ISPOLXZOWANIQ TO�E�NYH SIMMETRIJ DLQ INTEG�

RIROWANIQ DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ PORQDKA NE MENEE WTOROGO� TAK KAK TOLXKO
W �TOM SLU�AE TOVDESTWO ��
 �KWIWALENTNO PEREOPREDEL�NNOJ SISTEME LINEJNYH DIF�
FERENCIALXNYH URAWNENIJ OTNOSITELXNO NEIZWESTNYH FUNKCIJ ��x� y
� ��x� y
�

�� lINEARIZACIQ

w RABOTE ���� POKAZANO� �TO MODIFICIROWANNOE URAWNENIE Painleve�Ince

y�� � �yy� � 	y� � �� ��	


�� 	 � const� DOPUSKA��EE DWUMERNU� ALGEBRU

X� �
�

�x
� X� � x

�

�x
� y

�

�y
� �X�� X�� � X�� ���


MOVET BYTX PRIWEDENO K WIDU

d�u

dt�
� �

du

dt
� �	u � ��

s TO�KI ZRENIQ KLASSI�ESKOGO GRUPPOWOGO ANALIZA LINEJNOE odu WTOROGO PORQD�
KA

y�� � a�x
y� � b�x
y � �

DOPUSKAET MAKSIMALXNO WOZMOVNU� ��MERNU� ALGEBRU lI� tAKIM OBRAZOM� NA PRIME�
RE URAWNENIQ ��	
 W RABOTE ���� PRODEMONSTRIROWAN SPOSOB POLU�ENIQ ��MI SIMMET�
RIJ IZ ��H� pOKAVEM� KAK �TO MOVNO OSU�ESTWITX W SLU�AE PROIZWOLXNYH DWUMERNYH
ALGEBR� bUDEM NAZYWATX LINEARIZACIEJ PREOBRAZOWANIQ odu K LINEJNYM odu�

tEOREMA�� oBYKNOWENNOE DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE WTOROGO PO�
RQDKA y�� � F �x� y� y�
� DOPUSKA��EE DWUMERNU� ALGEBRU lI ����� KONSTRUKTIWNO
LINEARIZUETSQ KASATELXNYM PREOBRAZOWANIEM�

dOKAZATELXSTWO� s�lI POKAZAL� �TO PODHODQ�EJ TO�E�NOJ ZAMENOJ ���
 BAZISY
���
 MOGUT BYTX WYBRANY W WIDE�

I� X� �
�

�x
� X� �
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�y
�

II� X� �
�

�y
� X� � x

�

�y
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III� X� �
�

�y
� X� � x
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�x
� y

�

�y
�

IV� X� �
�

�y
� X� � y

�

�y
�
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kAVDOJ ALGEBRE OPERATOROW ���
 SOOTWETSTWUET SWOJ TIP DIFFERENCIALXNOGO URAW�
NENIQ�

I� y�� � F �y�
�

II� y�� � F �x
�

III� y�� �
�

x
F �y�
�

IV� y�� � F �x
y��

o�EWIDNO� �TO DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE IV TIPA QWLQETSQ LINEJNYM� A URAWNE�
NIE II TIPA PRIWODITSQ K LINEJNOMU TO�E�NOJ ZAMENOJ PEREMENNYH

y � �y �

Z �Z
F �x
dx

�
dx� x � �x�

pOSKOLXKU TO�E�NYE PREOBRAZOWANIQ ���
 NE MOGUT IZMENITX KOLI�ESTWA SIMMETRII
odu� TO SLEDOWATELXNO� ESLI odu WTOROGO PORQDKA DOPUSKAET SIMMETRII TIPA II� IV�
TO ONO DOPUSKAET I WOSXMIMERNU� ALGEBRU� lEGKO ZAMETITX� �TO DIFFERENCIALXNYE
URAWNENIQ TIPA I� III LINEARIZU�TSQ ISPOLXZOWANIEM PREOBRAZOWANIQ lEVANDRA�

������
�����

t � �y��

u � �x�y� � �y�

du

dt
� �x�

pRI �TOM IZ URAWNENIQ PERWOGO TIPA POLU�AETSQ URAWNENIE WTOROGO TIPA� A IZ URAW�
NENIQ TRETXEGO TIPA � URAWNENIE �ETW�RTOGO TIPA� tEOREMA DOKAZANA�

pRIMER�w KA�ESTWE PRIMERA LINEARIZUEM PRIWED�NNOE WY�E DIFFERENCIALXNOE
URAWNENIE ��	
� lEGKO ZAMETITX� �TO SOOTWETSTWU��AQ EMU ALGEBRA PRINADLEVIT K
TIPU III� pRIWED�M OPERATORY ���
 K WIDU ���
� pRI �TOM NOWYE PEREMENNYE DOLVNY
UDOWLETWORQTX SISTEME URAWNENIJ

X��y � �� X��x � �� X��x � �x� X��y � �y�

RAZRE�AQ KOTORU� NAHODIM ZNA�ENIQ

�y � x�
�

y
� �x �

�

y
�

sDELAW ZAMENU PEREMENNYH W URAWNENII ��	
� PRID�M K URAWNENI�

�y���x� ��y� � �
��� ���y� � �
 � 	��y� � �
�
 � ��

wOSPOLXZOWAW�ISX PREOBRAZOWANIEM lEVANDRA� POLU�IM LINEJNOE URAWNENIE

du

dt
�

d�u

dt�
�t� �
��� ��t � �
 � 	�t� �
�
 � ��

wOPROS O PRIWEDENII OBYKNOWENNYH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ S PEREMENNYMI

KO�FFICIENTAMI K LINEJNYM URAWNENIQM S POSTOQNNYMI KO�FFICIENTAMI PODROBNO

RASSMATRIWALSQ W ����� tEOREMA � POZWOLQET� OPIRAQSX NA PROIZWOLXNYE DWUMERNYE
ALGEBRY� KONSTRUKTIWNO LINEARIZOWYWATX URAWNENIQ WTOROGO PORQDKA�



lINEARIZACIQ odu WTOROGO PORQDKA� DOPUSKA��IH SIMMETRII lI ��

nALI�IE DWUMERNYH ALGEBR NE QWLQETSQ NEOBHODIMYM USLOWIEM LINEARIZACII� w
RABOTAH �����	� PRIWED�N RQD PRIMEROW AWTONOMNYH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ�
KOTORYE TAKVE DOPUSKA�T LINEARIZACI��

pOSKOLXKU SU�ESTWOWANIE ODNOJ SIMMETRII POZWOLQET W SLU�AE odu WTOROGO PO�
RQDKA PEREJTI K odu PERWOGO PORQDKA� DOPUSKA��IH BESKONE�NOMERNYE ALGEBRY�
TO PRI �TOM WSEGDA PROISHODIT PEREHOD K BEZRAZMERNYM ALGEBRAM� rASSMOTRIM SO�
OTWETSTWU��U� PROCEDURU NA PRIMERE AWTONOMNYH odu WTOROGO PORQDKA

y�� � F �y� y�
� ���


uRAWNENIE ���
 DOPUSKAET SIMMETRI�

X �
�

�y
� ���


pUSTX u� t � FUNKCIONALXNO NEZAWISIMYE INWARIANTY OPERATORA ���
� IH MOVNO PRED�
STAWITX W WIDE ��

�
u � ���y� y�
�

t � �
�y� y�
�

rAZRE�IW POSLEDN�� SISTEMU OTNOSITELXNO PEREMENNYH y� y� I PROWEDQ DIFFEREN�
CIROWANIE� POLU�IM

y � 
�t� u
� y� � ��t� u
� y�� � ��t� u

�t � �u

du
dt


t � 
u
du
dt

� ���


wOSPOLXZOWAW�ISX NAJDENNYMI WYRAVENIQMI� PRIWED�M ���
 K WIDU

��t� u

�t � �u

du
dt


t � 
u
du
dt

� F �
� �
� ��



pEREHOD OT URAWNENIQ ���
 ZAMENOJ ���
 K URAWNENI� ��

 MOVNO RAZBITX NA DWA

�TAPA�
�� pRIMENENIE K URAWNENI� ���
 PREOBRAZOWANIQ WIDA

z � y� p � y��
dp

dz
�

y��

y�
�

y��

p
���


I PEREHOD K URAWNENI�

p
dp

dz
� F �z� p
� ���


�� oSU�ESTWLENIE W URAWNENII ���
 NEWYROVDENNOJ TO�E�NOJ ZAMENY�

z � 
�t� u
� p � ��t� u
�
dp

dz
�

�t � �u
du
dt


t � 
u
du
dt

� ���


KOTORAQ PRIWODIT K URAWNENI� ��

�
pREOBRAZOWANIE ���
 QWLQETSQ PROIZWOLXNYM TO�E�NYM PREOBRAZOWANIEM odu

PERWOGO PORQDKA W odu PERWOGO PORQDKA� hORO�O IZWESTNO� �TO L�BYE DWA odu
PERWOGO PORQDKA MOVNO LOKALXNO PEREWESTI DRUG W DRUGA TO�E�NOJ ZAMENOJ PERE�
MENNYH� w �ASTNOSTI� ZA S��T WYBORA PREOBRAZOWANIQ ���
 WSEGDA MOVNO PRIWESTI
URAWNENIE ���
 K WIDU du

dt
�



�� m�i�tIMO�IN

w KA�ESTWE PRIMERA RASSMOTRIM WOPROS OB INTEGRIROWANII DIFFERENCIALXNOGO

URAWNENIQ

y�� � y� �R�y
 � �� ��	


SWQZANNOGO S ISSLEDOWANIEM URAWNENIQ kOLMOGOROWA�pETROWSKOGO�pISKUNOWA� w ����
OPUBLIKOWANY WSE SLU�AI FUNKCIJ R�y
� PRI KOTORYH ONO DOPUSKAET DWUMERNYE AL�
GEBRY� wOSPOLXZOWAW�ISX PREOBRAZOWANIEM ���
� PRID�M K KANONI�ESKOMU URAWNENI�
aBELQ WTOROGO RODA

p
dp

dz
� p�R�z
 � �� ���


pOSTROIM odu WIDA ���
� ISHODQ IZ LINEJNOGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ PER�
WOGO PORQDKA

du

dt
�

�c�t� c�
u� k�t� k�
c�t� � c�t� c	

� �� �c�� c�� c�� c�� c	� k�� k� � const
�

ISPOLXZUQ W KA�ESTWE ���
 PREOBRAZOWANIQ WIDA

u � ��z
� t � f�z
p� s�z
�

pRI �TOM POLU�AEM �ETYRE NETRIWIALXNYH INTEGRIRUEMYH KLASSA URAWNENIQ ���
 S
PARAMETRI�ESKIM ZADANIEM FUNKCII R�z
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�
� � c� � c�c�
�

c��c� � �

�

f�z
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�c� � s�z
 � �
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�� k�

�
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R � �
�c�� � c�c� � c	
�

� � �c�k� � �c	k� � c�c�k� � �c�k�
�� c�k�k� � c	k
�
� � k��

��c� � c�
�� c�k� � c�k� � k�
�

z � �c� � �c�
�� ln��� k�
�k�c� � k�
�

f�z
 � �� � k�
��� s�z
 � �
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