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nA OSNOWE REZULXTATOW ������� S ISPOLXZOWANIEM METODOW GRUPPOWOGO ANALIZA

RASSMOTRENO POSTROENIE I ISSLEDOWANIE URAWNENIQ RAZWETWLENIQ �ur�lQPUNOWA�
�MIDTA S SIMMETRIEJ KRISTALLOGRAFI�ESKIH GRUPP� cELX� PERWOJ �ASTI RA�
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OKRESTNOSTI ��� �� � E� ��R
� NELINEJNYJ OPERATOR� R��� �� � �� Rx��� �� � �� sTAWIT�

SQ ZADA�A OPREDELENIQ PERIODI�ESKIH RE�ENIJ URAWNENIQ ���� OBLADA��IH SIMMET�
RIEJ PLOSKIH I PROSTRANSTWENNYH KRISTALLOGRAFI�ESKIH GRUPP �ZADA�A O NARU�E�
NII SIMMETRII�� I POSTROENIQ IH ASIMPTOTIKI PO MALOMU PARAMETRU �� w OKREST�
NOSTQH KRITI�ESKIH TO�EK ROVDA�TSQ PERIODI�ESKIE RE�ENIQ ��� S SIMMETRIEJ POD�
GRUPP GRUPPY DWIVENIJ EWKLIDOWA PROSTRANSTWA PO PROSTRANSTWENNYM PEREMEN�
NYM� rASSMATRIWAETSQ OB�IJ SLU�AJ �����������
�� KOGDA A�SPEKTR �A�B� OPERATORA
B �OBOB�ENNOJ ZADA�I NA SOBSTWENNYE ZNA�ENIQ �B � A����� � �� PERESEKAET MNI�
MU� OSX W KONE�NOM �ISLE KONE�NOZNA�NYH SOBSTWENNYH ZNA�ENIJ� IZOLIROWANNYH
OT OSTALXNYH �ASTEJ �A�B�� LEVA�IH W PRAWOJ I LEWOJ POLUPLOSKOSTQH�mNoVESTWO
�ISTO MNIMYH SOBSTWENNYH ZNA�ENIJ RAZLAGAETSQ NA NEPERESEKA��IESQ PODKLASSY�
kAVDOMU PODKLASSU PRINADLEVAT WSE SOBSTWENNYE ZNA�ENIQ � � �i�r� r � �� ����m�
KRATNOSTI nr TAKIE� �TO �r � kr�� GDE kr�NATURALXNYE �ISLA� NE IME��IE NETRIWI�
ALXNYH OB�IH DELITELEJ� kOLI�ESTWO PODKLASSOW SOWPADAET S KOLI�ESTWOM RAZLI��
NYH �� dLQ KAVDOGO � STROITSQ SWO� URAWNENIE RAZWETWLENIQ ��

��� �PERIODI�ESKIH

RE�ENIJ ��
�� GDE � � ����� � PRI �� ��
fREDGOLXMOW OPERATOR B c PODPROSTRANSTWOM NULEJ N�B� � spanf��� ���� �ng I

PODPROSTRANSTWOM DEFEKTNYH FUNKCIONALOW N��B� � spanf��� ���� �ng POROVDAET
RAZLOVENIE BANAHOWYH PROSTRANSTW E��E� W PRQMYE SUMMY�
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sLEDUQ a�pUANKARE �	���� WYPOLNIM ZAMENU PEREMENNYH t � �
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tOGDA ZADA�A O PERIODI�ESKIH RE�ENIQH URAWNENIQ ��� SWODITSQ K OPREDELENI� ���
PERIODI�ESKIH RE�ENIJ URAWNENIQ S DWUMQ MALYMI PARAMETRAMI � I ��

By � �By��
� � By �
sX

k��

�kAk

dky

d
k
�

sX
l��

�l
s�lX
j��

Cl
l�j�

jAl�j
dl�jy

d
 l�j
�

�R�y� �� � R�y� �� �� � �C��� ��y��
� �R�y� ��� ���

sOGLASNO PREDPOLOVENI� O SPEKTRE �A�B� NA MNIMOJ OSI�

N�B �A�i�r�� � spanf�r�ju �� �i
r�j
u ���� �

r�j
u �� �i

r�j
u ���� j � �� ��� nrg�

N�B �A��i�r�� � spanf�r�ju �� �i
r�j
u ���� �

r�j
u �� �i

r�j
u ���� j � �� ��� nrg�

N��B �A�i�r�� � spanf�� r�j
v �� �i

r�j
v ���� �

r�j
v �� �i

r�j
v ���� j � �� ��� nrg�

N��B �A��i�r�� � spanf�� r�j
v �� �i r�jv ���� �

r�j
v �� �i r�jv ���� j � �� ��� nrg�

oPERATORY �By��
� I �C��� ��y��
� OTOBRAVA�T PROSTRANSTWO Y ���PERIODI�ESKIH s
RAZ NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMYH FUNKCIJ 
 SO ZNA�ENIQMI W E� � E� ��iE� W PRO�
STRANSTWO Z ���PERIODI�ESKIH NEPRERYWNYH FUNKCIJ SO ZNA�ENIQMI W E� � E� ��iE��
I DLQ y � Y �f � Y � �ILI y � Z�f � Z��

	 y� f 
�
�

��

��Z
�

	 y�
�� f�
� � d
�

pODPROSTRANSTWA N�B� I N��B� OPERATORA B � E� � E� IME�T WID

N�B� � spanfr�j��r�j
�
���

� �
r�j
u �� �i

r�j
u ���e

ikr� �
r�j
�

���

� �
r�j
u �� �ir�ju ���e

�ikr�g�

j � �� ��� nr� r � �� ���m� �	�

N��B� � spanf
r�j

��
r�j

�

���

� �� r�j
v �� �i

r�j
v ���e

ikr� �
r�j

�

���

� �� r�j
v �� �i

r�j
v ���e

�ikr�g�
pROEKCIONNYE OPERATORY

P �

nX
k��

�	 �� 
k 
 �k�	 �� 
k 
 �k� � Y � N�B� � Y �n�

Q �

nX
k��

�	 �� �k 
 zk�	 �� �k 
 zk� �

Z � spanfz�� z�� � � � � zn� zng � Z�n

POROVDA�T RAZLOVENIQ Y � Y �n ��Y���n� Z � Z�n ��Z���n�
tEOREMA ���
��pUSTX OPERATOR B FREDGOLXMOW� tOGDA W USLOWIQH SU�ESTWO�

WANIQ BIKANONI�ESKOGO ovn ur BIFURKACII aNDRONOWA�hOPFA DLQ URAWNENIQ ���
IMEET WID

fr�j��� ��� �� �� � �i�kr�
pr�j �r�j � L

�r�j���� ��� �� �� � ��



zADA�I O NARU�ENII SIMMETRII PRI BIFURKACII aNDRONOWA�hOPFA� I �


j � �� ��� nr� r � �� ���m� ���

�fr�j��� ��� �� �� � ��i�kr�pr�j ��r�j � L�r�j���� ��� �� �� � ��

GDE ��L
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rAS�IRQQ �TI PREDSTAWLENIQ NA PROSTRANSTWA Ek� POLU�AEM� �TO URAWNENIE ��� DO�
PUSKAET TU VE SIMMETRI�� pODPROSTRANSTWO NULEJ N�B� I OBLASTX ZNA�ENIJ R�B�
�SLEDOWATELXNO� I N��B�� OPERATORA B INWARIANTNY OTNOSITELXNO Lg I Kg �K
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pUSTX � � f��� ��� �� �� � ff���� ��� �� ��gn� � �n � �n � ur BIFURKACII aNDRONOWA�
hOPFA� GDE � � MALAQ DOBAWKA K �ASTOTE KOLEBANIJ I � � BIFURKACIONNYJ PARAMETR�
dALEE NE UKAZYWAETSQ ZAWISIMOSTX f OT MALYH PARAMETROW � I �� NESU�ESTWENNAQ
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GDE Ag I Bg � KONE�NOMERNYE PREDSTAWLENIQ DOPUSKAEMOJ GRUPPY W PODPROSTRANSTWE

NULEJ N�B� I DEFEKTNOM PODPROSTRANSTWE N��B�� w SILU AWTONOMNOSTI URAWNENIQ

���� T�E� EGO INWARIANTNOSTI OTNOSITELXNO SDWIGOW PO WREMENI t� ur DOPUSKAET TAKVE
GRUPPU SO��� � A���� W KAVDOJ PARE PEREMENNYH �k� ��k� fk� �fk� k � �� ���� n
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MNOGOOBRAZIE F � f � f��� ��� � �� �f � �f��� ��� � � W �n�MERNOM PROSTRANSTWE QWLQ�
ETSQ INWARIANTNYM I� SLEDOWATELXNO� DLQ POSTROENIQ EGO OB�EGO WIDA PO GRUPPE
SIMMETRIJ MOVNO PRIMENITX METODY GRUPPOWOGO ANALIZA �����������

fUNKCIQ F ��� �� f� f� NAZYWAETSQ INWARIANTOM �l����PARAMETRI�ESKOJ GRUPPY
�������� ESLI ONA POSTOQNNA NA G�ORBITE ��� �� f� f�� kRITERIEM INWARIANTA F QWLQ�
�TSQ USLOWIQ

X	F ��� �� f� f� � �� � � �� �� � � � � l� ����

GDE X	 � � � �� � � � � l � INFINITEZIMALXNYE OPERATORY GRUPPY PREOBRAZOWANIJ ��� GO�
MOMORFNOJ GRUPPE PREOBRAZOWANIJ PROSTRANSTWENNYH PEREMENNYH� �ISLO RE�ENIJ
SISTEMY DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ ���� OPREDELQETSQ RANGOM r f� �X	 � �F	�g � r�
MATRICY M� �X� �F � KO�FFICIENTOW INFINITEZIMALXNYH OPERATOROW� ESLI ��� �� f� f��
TO�KA OB�EGO POLOVENIQ OTNOSITELXNO DEJSTWIQ GRUPPY �r� � const W NEKOTOROJ

E� OKRESTNOSTI�� TO SISTEMA ���� IMEET �n � r� FUNKCIONALXNO NEZAWISIMYH RE�E�
NIJ� 	TI RE�ENIQ OBRAZU�T BAZIS INWARIANTOW GRUPPY ������� � POLNU� SISTEMU

FUNKCIONALXNO NEZAWISIMYH INWARIANTOW�
pUSTX � �X	���� �X	�f��

l
� � BAZIS ALGEBRY lI INFINITEZIMALXNYH xOPERATOROW �l�

���PARAMETRI�ESKOJ GRUPPY �������� w PREDPOLOVENII� �TO F NEOSOBOE INWARIANTNOE

MNOGOOBRAZIE� T�E� RANG rf� �X	 � �F	�
l
	��g MATRICYM� �X� �F � NA MNOGOOBRAZII F SOWPA�

DAET S E� OB�IM RANGOM r��M�� F MOVET BYTX WYRAVENO� �s�I�� ���� I�n�r�� � �� s �
�� ���� �n �EREZ POLNU� SISTEMU FUNKCIONALXNO NEZAWISIMYH INWARIANTOW �������

I���� ��� f� �f�� ���� I�n�r����
��� f� �f�� ����

F DOLVNO BYTX PREDSTAWLENO W WIDE� RAZRE�ENNOM OTNOSITELXNO PEREMENNYH f� �f �
T�E� PODLEVAT OPREDELENI� FUNKCII fk��� ���� k � �� ���� n� dLQ WOZMOVNOSTI OPREDELE�

NIQ IH OB�EGO WIDA DOLVNO BYTX WYPOLNENO USLOWIE rank� D�I�
D�f� �f�

� � �n NEZAWISIMOS�

TI SISTEMY INWARIANTOW ���� PO PEREMENNYM fk� �fk� dOSTATO�NYM USLOWIEM �TOGO

QWLQETSQ RAWENSTWO r��M� �X� �F �� � r��M� �X�� ���� S������
w PRAKTI�ESKOM PRIMENENII IZLOVENNOJ SHEMY PRI HARAKTERNYH DLQ BIFUR�

KACII aNDRONOWA�hOPFA WYSOKIH RAZMERNOSTQH n � dimN�B� ANALITI�ESKOGO ur
WOZNIKA�T TEHNI�ESKIE TRUDNOSTI� SWQZANNYE S NEWOZMOVNOSTX� DELENIQ NA NEKOTO�
RYE INWARIANTY� ZAWISQ�IE TOLXKO OT �� nEOBHODIMO PRIWLE�ENIE DOPOLNITELXNYH
MONOMIALXNYH INWARIANTOW NAIMENX�IH WOZMOVNYH STEPENEJ S POSLEDU��EJ FAK�
TORIZACIEJ PO SWQZQM MEVDU INWARIANTAMI RAZLOVENIQ f��� �� �� W STEPENNYE RQDY�



zADA�I O NARU�ENII SIMMETRII PRI BIFURKACII aNDRONOWA�hOPFA� I ��

POZWOLQ��EJ IZBEVATX POWTORENIQ �LENOW S ODINAKOWYMI STEPENQMI � ����� 	TA FAK�
TORIZACIQ PO OTNO�ENI� K WYRAVENI� WNUTRI SKOBOK DALEE OBOZNA�AETSQ SIMWOLOM

�� � ��out�
uRAWNENIQ SISTEMY RAZWETWLENIQ WYRAVA�TSQ ZATEM �EREZ NEKOTORU� IH �ASTX

DEJSTWIEM DISKRETNOJ GRUPPY SIMMETRII� eSLI PRI DEJSTWII NEKOTOROGO E� �LEMEN�
TA SOHRANQETSQ NOMER URAWNENIQ� TO �TO PRIWODIT K RAWENSTWU NEKOTORYH KO�FFI�
CIENTOW PRI ODINAKOWOM PORQDKE MONOMIALXNYH SLAGAEMYH W URAWNENII�

dALEE IZLOVENNAQ SHEMA PRIMENQETSQ DLQ POSTROENIQ I ISSLEDOWANIQ ur DOPUS�
KA��IH SIMMETRI� KRISTALLOGRAFI�ESKIH GRUPP�

�� ur S SIMMETRIEJ PLOSKIH

KRISTALLOGRAFI�ESKIH GRUPP

oGRANI�IMSQ ZDESX� W OSNOWNOM� SLU�AEM m � ��

���� pRQMOUGOLXNAQ RE��TKA

��� rASSMATRIWAETSQ POSTROENIE ur f��� ����� �� � � PRI n� � n � � �m � �� OPREDE�
LENIQ PERIODI�ESKIH PO DWUM PROSTRANSTWENNYM PEREMENNYM RE�ENIJ NELINEJNOGO

URAWNENIQ S SIMMETRIEJ PRQMOUGOLXNOJ RE��TKI�
pUSTX
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��	������ p	 � ������	�� oB�IJ RANG r� MATRICY INFINITEZIMALXNYH OPERATOROW�

� ���� ���� ���� ���� ��	� ��	� ���� ���
���� ���� ��� ����� ��	� ��	� ��� ����
���� ���� ��� ����� �	� ���	� ���� ���

�
A

RAWEN 	� �	��n�r� FUNKCIONALXNO NEZAWISIMYH INWARIANTOW OPREDELQ�TSQ IZ SISTE�
MY DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ

� �X	��� � �X	�f��I��� f� � �� � � �� 	�

GDE

Ik��� � �k ��k� k � �� �� Ij�� �
fj

�j
� �Ij�� �

�fj
��j
� j � �� �

I I�	��� � ���� ��	 ���� pRI ISPOLXZOWANII DOPOLNITELXNOGO INWARIANTA I����� � I�	���
PERWOE URAWNENIE SISTEMY RAZWETWLENIQ ZAPI�ETSQ W WIDE

f������ �� �
X
p�q

apq��� ����� ����
p� ������ ����

p� �������� ��	 ����
q����� ����	���

q� �out �

� ��
X
p

ap���� ����
p� ������ ����

p� �
X
p
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p� ������ ����
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� ��� ��	 ����
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�bpk ��
k��
� �����	���

k� � �� ����

GDE SIMWOLOM �����out OBOZNA�ENA FAKTORIZACIQ WYRAVENIQ WNUTRI SKOBKI PO SWQ�
ZI I�	I�� � I�I��I��I��� OSU�ESTWLQEMAQ OTBRASYWANIEM SOMNOVITELEJ Ik� k � �� �
UVE U�TENNYH STEPENQMI p� oSTALXNYE URAWNENIQ SISTEMY RAZWETWLENIQ OPREDELQ�
�TSQ IZ USLOWIQ SIMMETRII ur OTNOSITELXNO GRUPPY PRQMOUGOLXNIKA fk����� �� �
pk��f������ �� � �� k � �� 	� ��

��� rAZMERNOSTX ur S SIMMETRIEJ GRUPPY PRQMOUGOLXNIKA OPREDELQETSQ �ISLOM

PREDSTAWLENIJ s�m � j�lj� � m�
�a

� � m�
�b

�� GDE �l � PROIZWOLXNYJ WEKTOR OBRATNOJ

RE��TKI �l � m�
�l��� �m�

�l���� �l��� � a�e�� �l
��� � b�e�� pO�TOMU WOZMOVNY SLU�AI BOLEE

WYSOKIH WYROVDENIJ n � � OPERATORA B� nAPRIMER� PRI a � �� b � � I sm � � MOVNO
WZQTX DWA OSNOWNYH ZNA�ENIQ PARY �m��m�� � �	� �� I ��� ��� T�E� N�B� � 
� zDESX

N�B� � spanf�j � vexp�i�	 �lj � q � �t��� ��j � j � �� 
g� �l� � m��e���m��e�� �l	 � m
���
� �e��

�m
���
� �e�� �l� � m

���
� �e�� mATRICA KO�FFICIENTOW INFINITEZIMALXNYH OPERATOROW W

�TOM SLU�AE IMEET WID�
� �� ���� �� ���� �	 ���	 �� ���� �� ���� �
 ���
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sISTEMA BAZISNYH INWARIANTOW SOSTOIT IZ �� INWARIANTA�

Ik��� � �k ��k� k � �� 
� Ij�
 �
fj

�j
� �Ij�
 �

�fj
��j
� j � �� 
�

I����� � ���� ��	 ���� I����� � �	�� ��� ��
� I����� � ��� ������
�

dOPOLNITELXNYE INWARIANTY

I����� � ��� ����	��� I�	��� � ���� ��� ��
� I����� � ��	 ������
�

sWQZI MEVDU INWARIANTAMI�

I��I�� � I�I�I	I�� I��I�	 � I�I�I�I
� I��I�� � I	I�I�I


�STANDARTNYE� I

I��I�� � I��I�I�� I��I�� � I�	I	I�� I��I�� � I��I�I
�

I��I�	 � I��I�I�� I��I�� � I��I	I�� I�	I�� � I��I�I


�NESTANDARTNYE�� wYPI�EM PERWOE I PQTOE URAWNENIQ SISTEMY RAZWETWLENIQ
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p�q
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�
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X
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a���pq ��� �����
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p� �����
 ��
�
p� �������� ��	 ����
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�
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��	�� ��� ��
�q� �out � ��

GDE SIMWOL �����out OZNA�AET FAKTORIZACI� PO SWQZQM MEVDU ISPOLXZOWANNYMI INWA�
RIANTAMI� rASSMATRIWAQ POSLEDOWATELXNO WOZMOVNOSTI� IMEEM SLEDU��EE�
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A� DWA IZ qj RAWNY�
q� � q� 	 q	� q� � q� � q	� q� � q	 � q�� q� � q	 	 q�� q� � q	 	 q�� q� � q	 � q��
B� WSE qj RAZLI�NY� POLU�AEM RASKRYTIE SIMWOLA �� � ��out� OTBRASYWAQ W WYRAVENII
WNUTRI SKOBKI SOMNOVITELI WIDA �k ��k�
mY NE PRIWODIM WIDA WOZNIKA��EGO ur WWIDU PROSTOTY PROCESSA I GROMOZDKOSTI

POLU�A��EGOSQ WYRAVENIQ�

���� tREUGOLXNAQ RE��TKA

bAZIS N�B� WYBEREM W WIDE
�j � v exp�i�a 	 �li� q � �t��� ��j � �v exp��i�a 	 �li� q � �t���

�l� � �� � 	k��e� �
p
	p�e�� �l� �

�

�
��	p� 	k � ���e� �

p
	�	k � p� ���e���

�l	 �
�

�
���	p� 	k � ���e� �

p
	�	k � p� ���e���

GDE CELYE �ISLA ���	k� I p IME�T ODINAKOWU� ��TNOSTX �
���� w �ASTNOSTI� PRI k �
�� p � � �OPREDELENIE NUMERACII WER�IN TREUGOLXNIKA W OBRATNOJ RE��TKE� IMEET
MESTO �ESTIKRATNOE WYROVDENIE �n � 	� OPERATORA B� iNWARIANTNOSTX NELINEJNOGO
URAWNENIQ OTNOSITELXNO GRUPPY SDWIGOW INDUCIRUET MATRI�NOE PREDSTAWLENIE

Ag� � �� exp i�a�a� �
p
	a�� � a�� � ��� expf�i�a�a� �

p
	a�� � a��g�

��� exp i�a�a� �
p
	a�� � a�� � ��� expf�i�a�a� �

p
	a�� � a��g�

��	 exp i�a��a�� � a�� � ��	 expf�i�a��a�� � a��g
S MATRICEJ KOO�FFICIENTOW INFINITEZIMALXNYH OPERATOROW�

� �� ���� �� ���� �	 ���	
�� ���� �� ���� ��	 ��	
�� ���� ��� ��� � �

�
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dISKRETNAQ SIMMETRIQ WYRAVAETSQ PODSTANOWKAMI GRUPPY TREUGOLXNIKA

p� � ���	�� p� � ��	��� p	 � �����	�� p� � ��	����� p� � �����	�� ��	�

wYPI�EM SISTEMU FUNKCIONALXNO NEZAWISIMYH INWARIANTOW

Ik��� � �k ��k� k � �� 	� Ij�	 �
fj
�j
� �Ij�	 �

�fj
��j
� j � �� 	 I SISTEMU RAZWETWLENIQ

fj����� �� � �juj��� ���� �� ���� �	 ��	��� �� � �� j � �� 	� iNWARIANTNOSTX E� OTNOSITELXNO
PODSTANOWOK ��	� DA�T uj � u����� ��� T�E�

fj����� �� � �ju��� ���� �� ���� �	 ��	��� �� � �� j � �� 	�

GDE FUNKCIQ u��� �� 
��� �� INWARIANTNA OTNOSITELXNO L�BYH PERESTANOWOK ARGUMEN�
TOW �� �� 
�

iZ OPREDELQ��EGO BIFURKACI� DISPERSIONNOGO SOOTNO�ENIQ

N � �� � 	k�� � 	p��

GDE �ISLA �� � 	k� I p IME�T ODINAKOWU� �ETNOSTX� SLEDUET WOZMOVNOSTX BOLEE WY�
SOKIH WYROVDENIJ OPERATORA B � NAPRIMER n � 
 PRI N � ���
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���� kWADRATNAQ RE��TKA

pODPROSTRANSTWO N�B� IMEET BAZIS WIDA �n � exp i�	 n� q � �t�� ��n� EGO RAZMER�
NOSTX OPREDELQETSQ DISPERSIONNYM SOOTNO�ENIEM jnj� � s� � n�� � n��� T�E��ISLOM
PREDSTAWLENIJ CELOGO s� W WIDE SUMMY DWUH KWADRATOW� pRI n� � n� �ISLO r�s

�� TA�
KIH PREDSTAWLENIJ NE MENEE �ETYR�H� ESLI VE n� �� n�� TO r�s

�� � �� oB�AQ FORMULA
DLQ r�s� IMEETSQ W �����

��� dimN�Bs� � �� n� � n� � n�� �� � exp i�n��x� y� � t��

�	 � exp i�n���x� y� � t�� �� � exp i�n���x� y� � t��

�� � exp i�n��x� y� � t��

dISKRETNAQ GRUPPA WRA�ENIJ�OTRAVENIJ KWADRATA POROVDAETSQ PODSTANOWKAMI�
p� � ��	���� p� � �����	�����

pERWOE URAWNENIE SISTEMY RAZWETWLENIQ IMEET WID ���� S SIMMETRIQMI KO�F�
FICIENTOW� OPREDELQEMYMI EGO INWARIANTNOSTX� OTNOSITELXNO PODSTANOWKI p��p� �
�������	��� oSTALXNYE URAWNENIQ WYPISYWA�TSQ NA OSNOWE DEJSTWIQ DISKRETNOJ

GRUPPY SIMMETRII

f������ �� � p�f������ �� � �� f	����� �� � p�f������ �� � ��

f������ �� � p	�f������ �� � ��

zAME�ANIE ����� nAMI RASSMOTRENY W WIDE ILL�STRACII OB�EGO SLU�AQ ���	 DWA
PRIMERA POSTROENIQ ur
 ��� dimN�B� � ��m � �� �n�� n�� � �� n� �� n� I

��� dimN�B� � �
�m � �� �ni�� ni�� � ��p� ��� ����p�� i � �� ��
��� pOLU�EN OB�IJ WID ur S GRUPPOJ SIMMETRII ROMBI�ESKOJ RE�TKI� SOOT�

WETSTWU��IE GIDRODINAMI�ESKIE PRILOVENIQ MOVNO NAJTI W ��	�

���� gEKSAGONALXNAQ RE��TKA

pUSTX BAZIS N�B� SOSTOIT IZ �LEMENTOW �j � v exp i�a 	 �lj � q � �t��� GDE

�l� � p�e� �
p
	q�e�� �l	 �

�

�
��p� 	q��e� �

p
	��p� q��e���

�l� �
�

�
���p� 	q��e� �

p
	�p� q��e��� �l�k � ��l�k��� k � �� 	�

PRI��M CELYE �ISLA IME�T ODINAKOWU� ��TNOSTX �
����
rASSMATRIWAETSQ SLU�AJ �ESTIMERNOGO WYROVDENIQ OPERATORA B� NAPRIMER PRI

l � m � � �OPREDELENIE NUMERACII WER�IN �ESTIUGOLXNIKA W OBRATNOJ RE��TKE��
sIMMETRIQ RE��TKI WLE��T INWARIANTNOSTX ur OTNOSITELXNO GRUPPY WRA�ENIJ�
OTRAVENIJ �ESTIUGOLXNIKA

p� � �����	����
�� p� � �����	����
�� p	 � ��	�������
�� p� � ��
������	���

p� � �������	
�� p
 � �������
	�� p� � ������	�����
�� ����

p� � ��	���
�� p� � ������
��	����� p�� � ��
���	�� p�� � �������	
������
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wYPI�EM BAZISNYE WEKTORNYE POLQ SOOTWETSTWU��EJ ALGEBRY lI W WIDE MATRICY

KOMPONENT�
� �� ���� �� ���� �	 ���	 �� ���� �� ���� �
 ���
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bAZISNAQ SISTEMA SODERVIT INWARIANTY�

Ik��� � �k ��k� k � �� 
� Ij�
 �
fj

�j
� �Ij�
 �

�fj
��j
� j � �� 
�

oSTAW�IESQ �n� r� � �� � ��� �� � 	 INWARIANTA SLEDUET WYBRATX W WIDE MONOMOW
NAIMENX�EJ WOZMOVNOJ STEPENI PO �

I�� � ���� ��	 ���� I�� � �	�� ��� ��
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��	�� ��
�
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�

I	� � ����	
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�
� � I�k � �I�k��� k � ��� ���

iZ SOOTNO�ENIJ� I��I�I
 � I��I�	� I��I�I� � I��I�	� I��I	I� � I��I���

I��I�I
 � I�	I	�� I�
I�I� � I�	I	�� I��I�I	I� � I��I	
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I��I�I	 � I��I	�� I	�I�I	 � I��I	�� I		I�I
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 � I��I	�

WYDELQ�T 
 INWARIANTNYH MONOMOW

I������ I������ I�	���� I	����� I	����� I	����� I	
���� ��
�

SWQZANNYH STANDARTNYMI SWQZQMI

I��I��I�	 � I� � � � I
� I	�I	� � I�� I	I�I
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 � I	�I	
 � I�� I	I�I

�
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�

I DWUMQ NESTANDARTNYMI
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 � I��	I��I	I� � I�	I� � � � I
 � I��I��I	�I	
 � I�	I�I�I
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	 I

�
� I�I
� ����

T�K� DWOJSTWENNOE SOOTNO�ENIE I��I��I	�I	� � I��I�I�I
�
	 I

�
� I�I
 W SILU SWQZEJ ���� DA�T

I��	I	�I	� � I�� I
�
� I	I�I

�
� I

�

 � OTKUDA SLEDUET

I	�I	�I	I� � I���I
�
��� ����

tAKIM OBRAZOM� 
 INWARIANTNYH MONOMOW ��
� SWQZANY TREMQ STANDARTNYMI ��
�
I DWUMQ NESTANDARTNYMI SWQZQMI ��������� KOTORYE SLEDUET U�ITYWATX PRI RASKRY�
TII SIMWOLA �� � ��out� pO�TOMU ur ZAPI�ETSQ W WIDE

f������ �� �
X
p�q

a���pq ��� �����
����

p� �����
 ��
�
p� �������� ��	 ����

q���	�� ��� ��
�
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���� ������
�q����� ��	�� ���
�q�������	 �����
�q������	 ��� �����q������ ��	������q� �out � ��

fk������� �� � pkf������ �� � ��

GDE pk � GRUPPA PODSTANOWOK ����� PRIWODQ�AQ TAKVE K SOOTNO�ENIQM SIMMET�
RII MEVDU KO�FFICIENTAMI ur�rASKRYTIE SIMWOLA �� � ��out PROIZWODITSQ POSLEDO�
WATELXNYM RASSMOTRENIEM SLU�AEW� A� WSE qj RAWNY� B� 
 IZ qj RAWNY� WOZMOVNY 

KOMBINACIJ� W KAVDOJ IZ KOTORYH � SLU�AQ� KOGDA NERAWNYJ OSTALXNYM POKAZATELX
STEPENI BOLX�E ILI MENX�E IH� S U��TOM USTANOWLENNYH SWQZEJ ��
� � ���� MEVDU
INWARIANTAMI I T�D�
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�� ur RE�ENIJ� INWARIANTNYH

OTNOSITELXNO NORMALXNYH DELITELEJ

DISKRETNOJ GRUPPY SIMMETRII

sOGLASNO �������� DLQ POSTROENIQ OB�EGO WIDA TAKIH ur SLEDUET PEREJTI W POD�
PROSTRANSTWAH N�B� K BAZISU fejgn� NEPRIWODIMYH INWARIANTNYH PODPROSTRANSTW

OTNOSITELXNO SOOTWETSTWU��EJ GRUPPY PODSTANOWOK�pRODEMONSTRIRUEM OB�U� SHE�
MU NA PRIMERE ur S SIMMETRIEJ KWADRATNOJ RE��TKI �ISPOLXZU�TSQ METODY TEORII
HARAKTEROW ��
��

w PRINQTOJ NUMERACII WER�IN KWADRATA W OBRATNOJ RE��TKE GRUPPA WRA�ENIJ�
OTRAVENIJ KWADRATA T �

p� � e� p� � ��	���� p� � �����	��� p	 � ����	�� p� � ������	��

p� � ��	������ p
 � �����	����� p� � �������	��

IMEET SLEDU��IE KLASSY SOPRQV�NNYH �LEMENTOW�

M� � feg� M� � fp�� p	g� M	 � fp�g� M� � fp�� p�g� M� � fp
� p�g�

eE NORMALXNYE DELITELI�

N� �M� �M	� N� �M� �M	 �M��

N	 �M� �M� �M	� N� �M� �M	 �M��

w ��
� DOKAZANO SLEDU��EE UTWERVDENIE�
lEMMA �� N�B� RAZLAGAETSQ W PRQMU� SUMMU DWUH ODNOMERNYH I ODNOGO DWU�

MERNOGO NEPRIWODIMYH INWARIANTNYH PODPROSTRANSTW

T � T� ��T� ��T�� N�B� � N
���
�

��N
���
�

��N
���
� �

bAZIS W N�B�� PREOBRAZU��IJSQ PO SOOTWETSTWU��IM NEPRIWODIMYM PREDSTAW�
LENIQM� IMEET WID
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� � b�� � b�� � c�	 � c���

GDE
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�

p
�
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�
�
	
p
�

�
�

wYPISANY TAKVE PROEKTORY P �Nk� �
�

jNkj

P
g�Nk

�Pg � GDE �Ps � C��
� PsC�� C� � MATRICA

TRANSPONIROWANNAQ K POLU�ENNOJ W ��
�� 	TI PROEKTORY OPREDELQ�T KOORDINATNYE

GIPERPLOSKOSTI W PEREMENNYH �� W KOTORYH I�UTSQ RE�ENIQ� INWARIANTNYE OTNOSI�
TELXNO SOOTWETSTWU��IH NORMALXNYH DELITELEJ�
P �N�� � diagf�� �� �� �g� T�E� �	 � �� � ��
P �N�� � diagf�� �� �� �g� T�E� �	 � �� � ��
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P �N	� � diagf�� �� �� �g� T�E� �� � �	 � �� � ��
P �N�� � diagf�� �� �� �g� T�E� �� � �	 � �� � ��
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tEM SAMYM DOKAZANO� �TO DLQ RAZYSKANIQ N��INWARIANTNYH RE�ENIJ �INWARIANT�
NYH PRI OTRAVENII OTNOSITELXNO CENTRA KWADRATA� I N��INWARIANTNYH RE�ENIJ
�PRI OTRAVENII OTNOSITELXNO CENTRA I DIAGONALEJ KWADRATA� SLEDUET PRINQTX �� �
��� �	 � ��� aNALOGI�NO PRI RAZYSKANII N	�INWARIANTNYH RE�ENIJ �OTNOSITELXNO
GRUPPY WRA�ENIJ KWADRATA� I N��INWARIANTNYH RE�ENIJ �PRI OTRAVENII OTNOSI�
TELXNO CENTRA KWADRATA I OSEJ KOORDINAT� NUVNO POLOVITX �� � �� � �	 � ���

�� ur S SIMMETRIEJ PROSTOJ KUBI�ESKOJ

RE�ETKI

sLU�AI PROIZWOLXNOJ PROSTOJ RE��TKI� A TAKVE SLOVNYH RE��TOK WYZYWA�T SLOV�
NOSTI TEHNI�ESKOGO HARAKTERA� pO�TOMU ZDESX RASSMATRIWAETSQ NAIBOLEE PROSTOJ
SLU�AJ POSTROENIQ 
�MERNOGO ur S SIMMETRIEJ GRUPPY OKTA�DRA� oPISANIE DEJST�
WIQ GRUPPY KUBA PRI RAZLI�NYH RAZMERNOSTQH E� PREDSTAWLENIQ W N�B� �DELITELI
jOhj � �� I NEKOTORYE IH SUMMY�� TABLICU UMNOVENIQ� RAZLOVENIEN�B� NA NEPRIWO�
DIMYE INWARIANTNYE PODPROSTRANSTWA MOVNO NAJTI W ����������� GDE SOOTWETSTWU��
�AQ GRUPPOWAQ SIMMETRIQ PRIMENQLASX PRI ISSLEDOWANII ZADA�I O KRISTALLIZACII

VIDKOGO FAZOWOGO SOSTOQNIQ W STATISTI�ESKOJ TEORII KRISTALLA�
iTAK� dimN�Bs� � ��� �j � exp i�	 lj � q � �t�� q � �x� y� z�� �lj � WEKTOR OBRATNOJ

RE�ETKI l �
	P

k��

mkl
�k�� 	 �l�k�� aj �� ���ij � I RASSMATRIWAETSQ ZADA�A POSTROENIQ

OB�EGO WIDA WE�ESTWENNOGO ur

f����� �� � �� � � ���� � � � � �
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PO GRUPPE

Ag � diagfexp i�	 �l�� q � �t�� exp��i�	 �l�� q � �t��� � � �

� � � � exp i�	 l
� q � �t�� exp��i�	 l
� q � �t��g�
INDUIROWANNOJ W N�B� TR�HMERNYMI SDWIGAMI L�u�x� y� z� � u�x � ��� y � ��� z �
�	�� T�E� Ag PREDSTAWLQ�TSQ WRA�ENIQMI W PLOSKOSTQH ��k � �� �k� I PODSTANOWKAMI
WER�IN OKTA�DRA
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bAZISNAQ SISTEMA FUNKCIONALXNO NEZAWISIMYH INWARIANTOW WYBIRAETSQ SODERVA�
�EJ INWARIANTY�
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� Ij�
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�j
� �Ij�
 �

�fj
��j
� j � �� 
�

oSTAW�IESQ �n� r� � �� � � INWARIANTA PODBIRA�TSQ W WIDE MONOMOW NAIMENX�EJ
STEPENI PO �� W DANNOM SLU�AE �ETW�RTOJ� tAKIMI RE�ENIQMI SOOTWETSTWU��EJ SIS�
TEMY DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ QWLQ�TSQ I�� � ���� ��	 ���� I�� � �	�� ��� ��
� I�	 �
��� ������
� I�k � �I�k��� k � ��� ��� ��� sOOTNO�ENIQ SWQZEJ
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POKAZYWA�T� �TO ISKOMYE DWA FUNKCIONALXNO NEZAWISIMYH INWARIANTA MOVNO WY�
BRATX� NAPRIMER� ���� ��	 ��� � I��� ��� ������
 � I�	� oDNAKO W SILU ANALITI�NOSTI ur
PRI ISPOLXZOWANII TOLXKO �TIH INWARIANTOW W N�M OKAVUTSQ PROPU�ENNYMI NEKOTO�
RYE MONOMIALXNYE SLAGAEMYE� eSLI VE WZQTX STEPENI WSEH INWARIANTOW� TO WOZNIK�
NUT POWTORQ��IESQ SLAGAEMYE� pO�TOMU PERWOE URAWNENIE SISTEMY RAZWETWLENIQ

SLEDUET ZAPISATX W WIDE �I��� I�� I I�� WYRAVA�TSQ �EREZ I��� I��� I�	�� f������ �� �

�
X
p�q

cpq��� ����� ����
p� �����
 ��
�

p� �������� ��	 ����
q� ���� ������
�

q���	�� ��� ��
�
q� �out � ��

pRI RASKRYTII SIMWOLA �� � ��out WOZNIKA�T WOZMOVNOSTI� A� WSE qj RAWNY� B� DWA qj
RAWNY� W KAVDOJ IZ TR�H KOMBINACIJ DWA SLU�AQ�
W� WSE qj NE RAWNY� POQWITSQ 
 KOMBINACIJ�
oTBRASYWAQ W KAVDOM IZ POLU�ENNYH �	 SLU�AEW SOMNOVITELI WIDA �k ��k � POLU�AEM
OB�IJ WID PERWOGO URAWNENIQ SISTEMY RAZWETWLENIQ� oSTALXNYE URAWNENIQ POLU�A�
�TSQ DEJSTWIEM GRUPPY PODSTANOWOK WER�IN OKTA�DRA� DEJSTWIE KOTOROJ DAET TAKVE
RAWENSTWA MEVDU KO�FFICIENTAMI ur�

f	����� �� � C
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� f������ �� � �� f������ �� � C
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zAME�ANIE �� ��� mY NE PRIWODIM ZDESX POLNOJ RAS�IFROWKI SIMWOLA �� � ��out

WWIDU GROMOZDKOSTI POLU�A��EGOSQ WYRAVENIQ�
��� nAMI POSTROEN TAKVE OB�IJ WID ���MERNOGO ur PRI ns � � S SIMMETRIEJ

GRUPPY KUBA� sLU�AJ ns � �� S SIMMETRIEJ KUBOOKTA�DRA� A TAKVE BOLEE WYSOKIE
WYROVDENIQ PRIWODQT K ZNA�ITELXNYM TEHNI�ESKIM TRUDNOSTQM�

iSSLEDOWANIQ PODDERVANY PROGRAMMOJ 
uNIWERSITETY rOSSII� fUNDAMENTALX�
NYE NAPRAWLENIQ
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SYMMETRY BRAKING PROBLEMS

AT ANDRONOV�HOPF BIFURCATION�I

B� Loginov	� M�Makarov�

In development of the resultsb ������� on the base of group analysis methods it
is considered the construction and investigation of Lyapounov�Schmidt branching
equation �BEq� at Andronov�Hopf bifurcation with crystallographic groups sym�
metry� The aim of the �rst part of this work is the construction of the BEq general
form on allowing group symmetry in symmetry braking problems	of the second one
is bifurcation solutions asymptotics�
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