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kanoni�eskie inwarianty urawnenij teorii
swqzannoj plasti�nosti i powrevdennosti
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rASSMATRIWA�TSQ TREHMERNYE URAWNENIQ RAWNOWESIQ UPRUGOPLASTI�ESKOJ

SREDY S RASSEQNNYMI POWREVDENIQMI PRI USLOWII PLASTI�NOSTI tRESKA I AS�
SOCIIROWANNYM S NIM ZAKONOM TE�ENIQ� nAPRQVENNOE SOSTOQNIE MOVET SOOT�
WETSTWOWATX KAK GRANI� TAK I REBRU POWERHNOSTI TEKU�ESTI� rASPREDELENIE PO�
WREVDENIJ W SREDE PREDSTAWLQETSQ S POMO�X� TENZORA POWREVDENNOSTI WTORO�
GO RANGA� GLAWNYE OSI KOTOROGO PREDPOLAGA�TSQ KOORIENTIROWANNYMI GLAWNYM
OSQM NAPRQVENIJ� pOLU�ENA ZAMKNUTAQ SISTEMA STATI�ESKIH I KINEMATI�ESKIH
URAWNENIJ TEORII SWQZANNOJ PLASTI�NOSTI I POWREVDENNOSTI� wYWEDENY STA�
TI�ESKIE I KINEMATI�ESKIE SOOTNO�ENIQ SWQZANNOJ ZADA�I WDOLX TRAEKTORIJ

GLAWNYH NAPRQVENIJ� KOTORYE PREDSTAWLENY W PRIRA�ENIQH� WZQTYH PRI IZ�
MENENII POLOVENIQ WDOLX TRAEKTORIJ GLAWNYH NAPRQVENIJ� �TO ISKL��ITELX�
NO UDOBNO PRI �ISLENNOJ REALIZACII PREDLAGAEMOJ SHEMY� pRI USLOWII RAS�
SLOENNOSTI POLQ SOBSTWENNYH WEKTOROW TENZORA NAPRQVENIJ� OTWE�A��IH NAI�
BOLX�EMU �ILI NAIMENX�EMU� GLAWNOMU NAPRQVENI�� NAJDENY TAKIE KANONI�
�ESKIE KRIWOLINEJNYE KOORDINATY� PRI PREOBRAZOWANII K KOTORYM URAWNENIQ

RAWNOWESIQ� SFORMULIROWANNYE DLQ REBRA POWERHNOSTI TEKU�ESTI� PRIWODQTSQ
K TREM URAWNENIQM� DOPUSKA��IM PRI NEKOTORYH OGRANI�ENIQH TO�NYE IN�
TEGRALY� nAJDENY INWARIANTY� SOHRANQ��IE SWOI ZNA�ENIQ PRI PRODWIVENII
WDOLX LINIJ GLAWNYH NAPRQVENIJ W SREDE S POWREVDENIQMI� wYDELENY KLASSY

PROSTRANSTWENNYH ZADA� RAWNOWESIQ UPRUGOPLASTI�ESKIH TEL� DLQ KOTORYH PO�
LQ NAPRQVENIJ QWLQ�TSQ RASSLOENNYMI� pOSTROENY KANONI�ESKIE KOORDINATY

PLOSKOJ ZADA�I I NAJDENY INWARIANTNYE OTNO�ENIQ� USTANAWLIWA��IE BALANS
GLAWNYH NAPRQVENIJ� POWREVDENIJ I KRIWIZN LINIJ GLAWNYH NAPRQVENIJ�

�� oSNOWNYE URAWNENIQ MODELI UPRUGOPLASTI�ESKOGO
TELA S USLOWIEM PLASTI�NOSTI tRESKA

uRAWNENIQ PROSTRANSTWENNOJ ZADA�I TEORII IDEALXNOJ PLASTI�NOSTI WPERWYE

BYLI POLU�ENY lEWI ���� pROSTRANSTWENNAQ ZADA�A TEORII PLASTI�NOSTI PRI USLO�
WII TEKU�ESTI mIZESA STATI�ESKI NEOPREDELIMA� I KROME TOGO� SOOTWETSTWU��AQ
KRAEWAQ ZADA�A QWLQETSQ �LLIPTI�ESKOJ ���� �TO W PRINCIPE NE POZWOLQET OBOB�ITX
METODY INTEGRIROWANIQ� RAZWITYE DLQ PLOSKOJ ZADA�I �� � 	�� nAPOMNIM� �TO URAW�
NENIQ PLOSKOJ ZADA�I PRINADLEVAT K GIPERBOLI�ESKOMU TIPU� �TO POZWOLQET WWESTI

�rADAEW �RIJ nIKOLAEWI�� KAFEDRA MEHANIKI SPLO�NYH SRED� sAMARSKIJ GOSUDARSTWENNYJ
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PREDSTAWLENIE O SISTEME SKOLXVENIQ KAK MEHANIZME PLASTI�ESKOGO TE�ENIQ� SOGLA�
SU��EESQ S MNOGO�ISLENNYMI �KSPERIMENTALXNYMI DANNYMI PO GEOMETRII PLASTI�
�ESKOGO TE�ENIQ METALLOW� pRINCIPIALXNO INAQ SITUACIQ NABL�DAETSQ W PROSTRAN�
STWENNOJ ZADA�E PRI ISPOLXZOWANII KRITERIQ TEKU�ESTI tRESKA� zDESX URAWNENIQ

PLASTI�ESKOGO RAWNOWESIQ W RQDE WAVNYH SLU�AEW STANOWQTSQ GIPERBOLI�ESKIMI ��
��
iSSLEDOWANI� URAWNENIJ OSESIMMETRI�NOJ I PROSTRANSTWENNOJ ZADA�I TEORII

PLASTI�NOSTI POSWQ�ENY RABOTY �� � ����
sMYSL GIPOTEZY POLNOJ PLASTI�NOSTI ���� KAK TAKOGO NAPRQVENNOGO SOSTOQNIQ

PLASTI�ESKOJ SREDY� PRI KOTOROM IZOBRAVA��AQ NAPRQVENIQ W PROSTRANSTWE GLAW�
NYH NAPRQVENIJ TO�KA RASPOLAGAETSQ NA REBRE PRIZMY tRESKA� BYL USTANOWLEN W

����oSESIMMETRI�NAQ VESTKOPLASTI�ESKAQ ZADA�A S ISPOLXZOWANIEM GIPOTEZY POLNOJ
PLASTI�NOSTI ISSLEDOWALASX W RABOTE �
�� GDE BYLO DOKAZANO� �TO URAWNENIQ STATI�
KI PRINADLEVAT K GIPERBOLI�ESKOMU TIPU� NAJDENY HARAKTERISTIKI I PREDLOVEN

�ISLENNYJ METOD INTEGRIROWANIQ �TIH URAWNENIJ�
w RABOTE ��
� POKAZANO� �TO PRI USLOWII PLASTI�NOSTI tRESKA PROSTRANSTWEN�

NAQ ZADA�A STATI�ESKI OPREDELIMA� ESLI NAPRQVENNOE SOSTOQNIE SOOTWETSTWUET REB�
RU PRIZMY tRESKA� CISTEMA URAWNENIJ PLASTI�ESKOGO RAWNOWESIQ PRINADLEVIT K

GIPERBOLI�ESKOMU TIPU I NORMALI K HARAKTERISTI�ESKIM POWERHNOSTQM SOWPADA�
�T S NORMALQMI K PLO�ADKAM MAKSIMALXNYH KASATELXNYH NAPRQVENIJ �PLO�ADKAM
SKOLXVENIQ�� oTMETIM TAKVE� �TO WOPROSY POSTROENIQ TEORII IDEALXNOJ PLASTI��
NOSTI PRI USLOWII SOOTWETSTWIQ NAPRQVENNOGO SOSTOQNIQ REBRU PRIZMY tRESKA RAS�
SMATRIWALISX W CIKLE RABOT ��
 � ����

aSSOCIIROWANNYJ ZAKON TE�ENIQ DLQ REBRA PRIZMY tRESKA NE FIKSIRUET NA�
PRAWLENIE WEKTORA� PREDSTAWLQ��EGO PRIRA�ENIE TENZORA PLASTI�ESKOJ DEFORMA�
CII ����� pO�TOMU POQWLQETSQ DOPOLNITELXNAQ FUNKCIQ � UGOL� OPREDELQ��IJ POLO�
VENIE WEKTORA PRIRA�ENIQ PLASTI�ESKOJ DEFORMACII MEVDU NORMALQMI K GRANQM

PRIZMY� KOTOROJ MOVNO WOSPOLXZOWATXSQ DLQ POSTROENIQ SOGLASOWANNOGO POLQ SKO�
ROSTEJ� iMENNO PO�TOMU NA REBRE PRIZMY tRESKA �ASTO MOVNO OTYSKATX RE�ENIQ

PRIKLADNYH ZADA� O TE�ENII PLASTI�ESKIH TEL�
nEOBHODIMO TAKVE OTMETITX TO OBSTOQTELXSTWO� �TO RE�ENIQ URAWNENIJ STATIKI�

POLU�ENNYE W IZWESTNYH RABOTAH ���� �
�� SOOTWETSTWU�T IMENNO REBRU PRIZMY tRES�
KA� TAK KAK USLOWIE PLASTI�NOSTI mIZESA W SO�ETANII S USLOWIEM hAARA�kARMANA
OSTAWLQET TOLXKO TE NAPRQVENNYE SOSTOQNIQ� KOTORYE SOOTWETSTWU�T PRQMYM� PO
KOTORYM PERESEKAETSQ CILINDR mIZESA I WPISANNAQ W NEGO PRIZMA tRESKA�

pRINCIPIALXNO WAVNYM TAKVE QWLQETSQ TOT FAKT� �TO SOOTNO�ENIQ PROSTRAN�
STWENNOJ I OSESIMMETRI�NOJ ZADA�I WDOLX HARAKTERISTIK QWLQ�TSQ NEINTEGRIRU�
EMYMI W OTLI�IE OT SLU�AQ PLOSKOJ PLASTI�ESKOJ DEFORMACII� kONE�NYE SOOTNO�
�ENIQ MOVNO POLU�ITX� KAK BUDET POKAZANO NIVE� TOLXKO WDOLX LINIJ GLAWNYH NA�
PRQVENIJ� pO�TOMU OTLI�ITELXNOJ �ERTOJ PREDLAGAEMOGO PODHODA QWLQETSQ TO� �TO
URAWNENIQ PROSTRANSTWENNOJ ZADA�I ISSLEDU�TSQ NE METODOM HARAKTERISTIK� A S

POMO�X� KANONI�ESKIH PREOBRAZOWANIJ� ESTESTWENNO OPREDELQEMYH S POMO�X� SET�
KI LINIJ GLAWNYH NAPRQVENIJ� pOSLEDOWATELXNOE PROWEDENIE TAKOGO PODHODA POD�
RAZUMEWAET PREDSTAWLENIE WSEH URAWNENIJ W KRIWOLINEJNOJ SETKE LINIJ GLAWNYH

NAPRQVENIJ �IZOSTAT�� qSNO� �TO IZOSTATY ISKL��ITELXNO UDOBNY PRI ANALIZE STA�
TI�ESKIH URAWNENIJ� NO PEREFORMULIROWKA URAWNENIJ KINEMATIKI W IZOSTATI�ESKIE
KOORDINATY SOPRQVENA SO ZNA�ITELXNYMI TRUDNOSTQMI�

sWQZANNAQ POSTANOWKA ZADA�I� KOGDA PLASTI�ESKOE TE�ENIE ISKAVAETSQ POLEM PO�
WREVDENIJ I ODNOWREMENNO POWREVDENIQ WOZRASTA�T W PROCESSE NAKOPLENIQ PLASTI�
�ESKIH DEFORMACIJ� WOOB�E NE PODWERGALASX ANALIZU S TO�KI ZRENIQ OB�IH SWOJSTW
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URAWNENIJ� WOZMOVNYH POSTANOWOK ZADA� I WOZMOVNYH PODHODOW K INTEGRIROWANI�
BOLEE SLOVNYH� PO SRAWNENI� S TRADICIONNYMI URAWNENIQMI TEORII PLASTI�NOSTI�
SWQZANNYH URAWNENIJ� nESKOLXKO SLOW NEOBHODIMO SKAZATX O WYBORE PREDSTAWLENIQ
ANIZOTROPNOJ POWREVDENNOSTI� mY ISPOLXZOWALI MODELX� PREDLOVENNU� W ����� I
OGRANI�ILISX TENZOROM �FFEKTIWNYH NAPRQVENIJ POSTROENNYM KAK PROIZWEDENIE

TENZORA NAPRQVENIJ kO�I I SOOSNOGO EMU OBRATNOGO TENZORA SPLO�NOSTI� �TO USLO�
WIE SOOSNOSTI� KAK BYLO USTANOWLENO W ����� DEJSTWITELXNO WYPOLNQETSQ TOLXKO W
TOM SLU�AE� KOGDA W PROCESSE NAGRUVENIQ WLIQNIEM UPRUGOJ DEFORMACII NA SOSTOQ�
NIE POWREVDENNOSTI MOVNO PRENEBRE�X� zAMETIM� �TO DOSTATO�NO POLNOE IZLOVENIE
SOWREMENNOJ MEHANIKI POWREVDENNOSTI MOVET BYTX NAJDENO W KNIGE ��
��

rASSMOTRIM� SLEDUQ ��
�� URAWNENIQ RAWNOWESIQ UPRUGOPLASTI�ESKOGO TELA� POD�I�
NQ��EGOSQ USLOWI� PLASTI�NOSTI tRESKA� pUSTX W VESTKOPLASTI�ESKOM TELE� MATE�
RIAL KOTOROGO HARAKTERIZUETSQ KONSTANTOJ k � PREDELOM TEKU�ESTI PRI �ISTOM SDWI�
GE� OSU�ESTWLQETSQ NAPRQVENNOE SOSTOQNIE� SOOTWETSTWU��EE REBRU PRIZMY tRESKA�
oBOZNA�IM �EREZ �ij TENZOR NAPRQVENIJ� li� mi� ni � ORTONORMIROWANNYJ BAZIS IZ
SOBSTWENNYH WEKTOROW TENZORA NAPRQVENIJ� ��� ��� �� � SOOTWETSTWU��IE SOBSTWEN�
NYE ZNA�ENIQ �GLAWNYE NAPRQVENIQ��

sPEKTRALXNOE RAZLOVENIE TENZORA NAPRQVENIJ IMEET SLEDU��IJ WID�

�ij � ��lilj � ��mimj � ��ninj� �����

w PROSTRANSTWE GLAWNYH NAPRQVENIJ USLOWIE TEKU�ESTI tRESKA DLQ TELA BEZ

POWREVDENIJ PREDSTAWLQETSQ PRAWILXNOJ �ESTIGRANNOJ PRIZMOJ S REBRAMI

�� � �k � �� � ���

�� � �� � �k � ���

�� � �� � �� � �k�

dLQ DANNOGO NAPRQVENNOGO SOSTOQNIQ� SOOTWETSTWU��EGO REBRU PRIZMY tRESKA�
WSEGDA MOVNO PERENUMEROWATX GLAWNYE OSI TENZORA NAPRQVENIJ TAK� �TOBY WYPOL�
NQLOSX RAWENSTWO

�� � �� � �� � �k�

pOSLEDNEE USLOWIE OZNA�AET� �TO GLAWNOE NAPRQVENIE �� QWLQETSQ LIBO NAIMENX�
�IM� LIBO NAIBOLX�IM GLAWNYM NORMALXNYM NAPRQVENIEM�

pOSKOLXKU BAZIS li� mi� ni PREDPOLAGAETSQ ORTONORMIROWANNYM� TO

�ij � lilj �mimj � ninj� �����

u�ITYWAQ SOOTNO�ENIQ ������ ����� I URAWNENIE REBRA PRIZMY �� � �� � ��� �k�
POLU�IM

�ij � ��� � �k��ij � �kninj� ���
�

tAKIM OBRAZOM� NAPRQVENIQ W NEPOWREVDENNOM VESTKOPLASTI�ESKOM TELE OPREDE�
LQ�TSQ SKALQRNYM POLEM �� I EDINI�NYM WEKTORNYM POLEM ni�

tRADICIONNOE URAWNENIE RAWNOWESIQ

��ij
�xj

� �
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POSLE PODSTANOWKI W NEGO RAZLOVENIQ ���
� MOVET BYTX PREDSTAWLENO W SLEDU��EJ
INWARIANTNOJ FORME

grad�� � �kdiv�n� n� � �� ���	�

sLEDOWATELXNO� ZADA�A O RAWNOWESII VESTKOPLASTI�ESKOGO TELA DLQ REBRA PRIZ�
MY tRESKA STATI�ESKI OPREDELIMA �POSKOLXKU IMEETSQ ROWNO TRI URAWNENIQ DLQ

OPREDELENIQ TREH NEIZWESTNYH� SOBSTWENNOGO ZNA�ENIQ �� I� NAPRIMER� DWUH UGLOW�
ZADA��IH ORIENTACI� EDINI�NOGO WEKTORA ni�� ESLI GRANI�NYE USLOWIQ ZADANY W

NAPRQVENIQH� uRAWNENIQ RAWNOWESIQ MOGUT BYTX RASSMOTRENY NEZAWISIMO OT KINE�
MATI�ESKIH URAWNENIJ�

wWODQ OBOZNA�ENIE

� �
��
��k �

URAWNENIE ���	� PRIWEDEM K WIDU�

grad� � div�n� n� � �� �����

w DEKARTOWYH KOORDINATAH URAWNENIE ����� �KWIWALENTNO SISTEME URAWNENIJ�

��

�xi
� nk

�ni
�xk

� ni
�nk
�xk

� � �i� k � �� �� 
�� �����

sISTEMA URAWNENIJ ����� PRINADLEVIT K GIPERBOLI�ESKOMU TIPU� TAK KAK W KAV�
DOJ TO�KE SU�ESTWUET TRI HARAKTERISTI�ESKIH NAPRAWLENIQ �NORMALI K HARAKTERIS�
TI�ESKIM POWERHNOSTQM�� eSLI OBOZNA�ITX �EREZ n���� n���� n��� EDINI�NYE NORMALI

K HARAKTERISTI�ESKIM POWERHNOSTQM W DANNOJ TO�KE� TO

n��� � n �
�p
�
� n��� � n � � �p

�
� n��� � n � �� �����

zAMETIM� �TO HARAKTERISTIKAMI QWLQ�TSQ NE TOLXKO POWERHNOSTI SKOLXVENIQ�
NO I POWERHNOSTI� SOSTAWLENNYE IZ INTEGRALXNYH LINIJ WEKTORNOGO POLQ n�

oTMETIM TAKVE E�E ODNU INWARIANTNU� FORMU URAWNENIQ ������

r� � �n �r�n� n�r �n� � �� ���
�

l�BOPYTNO OTMETITX� �TO URAWNENIQ STATIKI PLOSKOJ PLASTI�ESKOJ DEFORMACII
�SM�� NAPRIMER� �	��

�p

�x�
� �k

�
sin ��

��

�x�
� cos ��

��

�x�

�
� ��

�p

�x�
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�
cos ��

��

�x�
� sin��

��

�x�

�
� ��

�����

GDE p � ������ � ���� � � UGOL NAKLONA GLAWNOGO NAPRAWLENIQ� SOOTWETSTWU��EGO
NAIBOLX�EMU SOBSTWENNOMU ZNA�ENI� �� K OSI x�� PO FORME QWLQ�TSQ DWUMERNYM
ANALOGOM URAWNENIJ ������

dEJSTWITELXNO� WWODQ OBOZNA�ENIQ � � p���k� I OPREDELQQ EDINI�NOE PLOSKOE

WEKTORNOE POLE n S POMO�X� SOOTNO�ENIJ

n� � cos �� n� � sin ��
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SISTEMU ����� MOVNO PREDSTAWITX W FORME ������
w DALXNEJ�EM OSOBU� ROLX BUDUT IGRATX RASSLOENNYE WEKTORNYE POLQ n� wEKTOR�

NOE POLE� OPREDELENNOE W NEKOTOROJ OBLASTI PROSTRANSTWA� NAZYWAETSQ RASSLOENNYM�
ESLI SU�ESTWUET SEMEJSTWO POWERHNOSTEJ� ZAPOLNQ��IH �TU OBLASTX� TAKOE� �TO WEK�
TORNOE POLE EDINI�NYH NORMALEJ K POWERHNOSTQM SEMEJSTWA SOWPADAET S POLEM n�

dLQ TOGO �TOBY WEKTORNOE POLE n BYLO RASSLOENNYM W NEKOTOROJ OBLASTI PRO�
STRANSTWA� NEOBHODIMO I DOSTATO�NO� �TOBY WS�DU W �TOJ OBLASTI WYPOLNQLOSX SO�
OTNO�ENIE

n � rotn � �� ������

sLOI WEKTORNOGO POLQ n SOSTAWLQ�TSQ IZ WEKTORNYH LINIJ POLQ rotn SLEDU��
�IM OBRAZOM� SNA�ALA WYBIRAETSQ POWERHNOSTX TAK� �TOBY WEKTORY n KASALISX EE

W KAVDOJ TO�KE� ZATEM NA �TOJ POWERHNOSTI STROITSQ SEMEJSTWO TRAEKTORIJ� ORTO�
GONALXNYH WEKTORAM n� I IZ KAVDOJ TO�KI ORTOGONALXNOJ TRAEKTORII WYPUSKA�TSQ
WEKTORNYE LINII POLQ rotn� OBRAZUQ SLOJ WEKTORNOGO POLQ n�

dLQ EDINI�NOGO WEKTORNOGO POLQ n WWEDEM UGLY �� �� OPREDELQ��IE EGO ORIEN�
TACI� W PROSTRANSTWE�

n � sin� sin�i� cos� sin�j� cos�k� ������

tOGDA USLOWIE RASSLOENNOSTI POLQ NAPRQVENIJ� SLEDU��EE IZ ������ � MOVNO PO�
LU�ITX W WIDE�

cos�
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�x�
� sin�

��

�x�
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�
sin �� sin�

��

�x�
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�
�

�
sin �� cos�

��

�x�
� sin� �

��

�x�
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������

zAMETIM� �TO L�BOE PLOSKOE I OSESIMMETRI�NOE WEKTORNOE POLE QWLQETSQ RASSLO�
ENNYM�

tAKIM OBRAZOM� DLQ NAPRQVENNOGO SOSTOQNIQ� SOOTWETSTWU��EGO REBRU PRIZMY
tRESKA� KOTOROE� KROME TOGO� QWLQETSQ RASSLOENNYM W NEKOTOROJ OBLASTI PROSTRAN�
STWA� POLE SOBSTWENNYH WEKTOROW TENZORA NAPRQVENIJ S NAIBOLX�IM �ILI NAIMENX�
�IM� SOBSTWENNYM ZNA�ENIEM n DOLVNO UDOWLETWORQTX URAWNENIQM�

rotdiv�n� n� � �� n � rotn � �� n � n � �� ����
�

wEKTORNOE URAWNENIE ����� IMEET INWARIANTNU� FORMU� ISKL��ITELXNO UDOBNU�
DLQ PREOBRAZOWANIQ K KRIWOLINEJNYM KOORDINATAM� pREOBRAZUEM EGO K KRIWOLINEJ�
NYM KOORDINATAM 	�� 	�� 	�� kOWARIANTNYE KOMPONENTY WEKTORNOGO POLQ div�n� n�
OPREDELQ�TSQ� KAK SLEDUET NIVE �SM�� NAPRIMER� ������

�div�n� n��l �
�p
g
gkl

�

�	m
�p

gnknm
�
� nrns�rs� l�� ����	�

GDE gkl � KOMPONENTY METRI�ESKOGO TENZORA� g � detgij� �rs� l� � �rs�l � SIMWOLY

kRISTOFFELQ PERWOGO RODA� �EREZ nm OBOZNA�ENY KONTRAWARIANTNYE KOMPONENTY

WEKTORNOGO POLQ n�
iSPOLXZUQ FORMULU ����	�� PREDSTAWIM URAWNENIE ����� W KOWARIANTNOJ FORME�
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�
� nrns�rs� l� � �� ������
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nIVE MY WOSPOLXZUEMSQ POSLEDNIM URAWNENIEM DLQ PREOBRAZOWANIQ URAWNENIJ

PLASTI�ESKOGO RAWNOWESIQ K SPECIALXNYM OBRAZOM PODOBRANNYM KRIWOLINEJNYM KO�
ORDINATAM�

dLQ GRANI PRIZMY tRESKA� ZADAWAEMOJ URAWNENIEM �� � �� � �k� TENZOR NAPRQ�
VENIJ IMEET WID

�ij � ���ij � ��� � ���ninj � �klilj � ������

uRAWNENIQ RAWNOWESIQ PO�TOMU POLU�A�TSQ W WIDE �SR� ������

grad�� � div�l� l� � ��� ����div�n� n��

� �n � grad��� �����n � ��
������

GDE �� � �����k�� �� � �����k��
aNALOGOM WEKTORNOGO URAWNENIQ ���
� BUDET WYSTUPATX URAWNENIE�

r�� � �l �r�l� l�r � l� � ��� ���� ��n �r�n� n�r � n���
�n

�

�n
��� ���� � ��

����
�

wEKTORNOE URAWNENIE ���
� PREDSTAWIM TAKVE W FORME PROEKCIJ NA HARAKTERNYE

ORIENTACII� SWQZANNYE S POLEM NAPRQVENIJ� PROEKTIRUQ NA NAPRAWLENIE n� NAHODIM

��

�n
�r � n � �� ������

PROEKTIRUQ NA L�BOE ORTOGONALXNOE WEKTORU n NAPRAWLENIE �ZADAWAEMOE ORTOM � ��
POLU�IM

��

�

� � � ��n �r�n� � �� ������

pROEKTIRUQ WEKTORNOE URAWNENIE ����
� NA GLAWNYE OSI TENZORA NAPRQVENIJ� NA�
HODIM�

NAPRAWLENIE n �

���

�n
� n � ��l �r�l� � ��� �����r � n� � �� ������

NAPRAWLENIE l �

���

�l
� �r � l� � ��� � ��� fl � ��n �r�n�g � �� ������

NAPRAWLENIE m �

���

�m
�m � ��l �r�l� � ��� ���� fm � ��n �r�n�g � �� ����
�

oBRATIMSQ TEPERX K SOOTNO�ENIQM� SWQZYWA��IM PRIRA�ENIQ NAPRQVENIJ I

DEFORMACIJ� iZWESTNO� �TO ODNIM IZ WAVNEJ�IH PREIMU�ESTW KUSO�NO�LINEJNYH
USLOWIJ PLASTI�NOSTI �K KOTORYM OTNOSITSQ I USLOWIE PLASTI�NOSTI tRESKA� QW�
LQETSQ WOZMOVNOSTX DLQ NAPRQVENNYH SOSTOQNIJ� SOOTWETSTWU��IH GRANI POWERH�
NOSTI TEKU�ESTI� WYRAZITX PRIRA�ENIQ GLAWNYH PLASTI�ESKIH DEFORMACIJ d�Pi �E�
REZ POLNYE PRIRA�ENIQ d��i� zDESX I W DALXNEJ�EM �TRIHOM OBOZNA�AETSQ DEWIATOR
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TENZORA WTOROGO RANGA� qSNO� �TO PRINCIPIALXNO INAQ SITUACIQ W SLU�AE� KOGDA NA�
PRQVENNOE SOSTOQNIE SOOTWETSTWUET REBRU� PRIRA�ENIE PLASTI�ESKOJ DEFORMACII
ZDESX PRINCIPIALXNO OPREDELITX NELXZQ NI PO WELI�INE� NI PO NAPRAWLENI��

iSKOMYE SOOTNO�ENIQ �KAK DLQ GRANEJ� TAK I DLQ REBER PRIZMY tRESKA� BEZ
TRUDA WYWODQTSQ S POMO�X� RAZLOVENIQ PRIRA�ENIQ PLASTI�ESKOJ DEFORMACII NA

TRI �ASTI
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qSNO TAKVE� �TO DOSTATO�NO POLU�ITX TOLXKO TRI SOOTNO�ENIQ� SWQZYWA��IH
PRIRA�ENIQ GLAWNYH NAPRQVENIJ I DEFORMACIJ� POSKOLXKU ASSOCIIROWANNYJ ZAKON
TE�ENIQ USTANAWLIWAET LI�X SOOSNOSTX PRIRA�ENIQ TENZORA PLASTI�ESKIH DEFOR�
MACIJ I TENZORA NAPRQVENIJ I NE DAET NIKAKIH DOPOLNITELXNYH SOOTNO�ENIJ DLQ

OPREDELENIQ ORIENTACIJ l� m� n W PROSTRANSTWE��

oPUSKAQ DETALI WYWODA� PRIWEDEM ITOGOWYE SOOTNO�ENIQ
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�nAPOMNIM� �TO WEKTORY� ZADA��IE ORIENTACI� GLAWNYH OSEJ TENZORA NAPRQVENIJ� PRISUT�
STWU�T W URAWNENIQH RAWNOWESIQ DLQ REBRA ����� I GRANI ������ I NEIZBEVNO POQWLQ�TSQ W KINEMA�
TI�ESKIH URAWNENIQH � URAWNENIQH SOWMESTNOSTI DLQ PRIRA�ENIJ POLNOJ DEFORMACII�
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GDE G � UPRUGIJ MODULX SDWIGA�
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iZ POLU�ENNYH SOOTNO�ENIJ� W �ASTNOSTI� DLQ NAGRUVENIJ WDOLX REBRA PRIZMY
tRESKA� KOTOROE OPREDELQETSQ USLOWIEM
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dLQ NAGRUVENIJ� SOOTWETSTWU��IH SME�ENI� IZOBRAVA��EJ NAPRQVENIQ TO�KI

WDOLX GRANI PRIZMY
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POLU�IM POLNYE SOOTNO�ENIQ W FORME
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k URAWNENIQM RAWNOWESIQ I OPREDELQ��IM URAWNENIQM� O�EWIDNO� NEOBHODIMO
PRISOEDINITX E�E KINEMATI�ESKIE URAWNENIQ� w KA�ESTWE TAKOWYH WMESTO URAWNENIJ
DLQ SKOROSTEJ PEREME�ENIJ� TRADICIONNO ISPOLXZU��IHSQ W TEORII PLASTI�NOS�
TI� ISKL��ITELXNO UDOBNYMI OKAZYWA�TSQ URAWNENIQ SPLO�NOSTI DLQ PRIRA�ENIJ
POLNYH GLAWNYH DEFORMACIJ� SFORMULIROWANNYE W IZOSTATI�ESKOJ KRIWOLINEJNOJ
SETKE� uRAWNENIQ KINEMATIKI BUDUT RASSMOTRENY NESKOLXKO NIVE�
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PLASTI�ESKOGO RAWNOWESIQ

rASSMOTRIM KLASS NAPRQVENNYH SOSTOQNIJ S RASSLOENNYMI POLQMI n� kAK BY�
LO OTME�ENO WY�E� WSE PLOSKIE I OSESIMMETRI�NYE PLASTI�ESKIE POLQ NAPRQVENIJ
ZAWEDOMO WHODQT W �TOT KLASS�

wOSPOLXZUEMSQ PREDPOLOVENIEM O RASSLOENNOSTI WEKTORNOGO POLQ n I WYBEREM

KRIWOLINEJNYE KOORDINATY 	m SPECIALXNYM OBRAZOM� POWERHNOSTI 	� � const ESTX
SLOI POLQ n� A POWERHNOSTI 	� � const� 	� � const � INTEGRALXNYE POWERHNOSTI

WEKTORNOGO POLQ n�
pRI TAKOM WYBORE KRIWOLINEJNYH KOORDINAT IMEEM�
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uRAWNENIQ ����� INTEGRIRU�TSQ WDOLX LINIJ GLAWNYH NAPRQVENIJ� INWARIANT
I��� � � � ln

p
g�� SOHRANQET SWOE ZNA�ENIE NA KAVDOM IZ SLOEW POLQ n� INWARIANT

I� � �� ln
p
g�� � ln

p
g NE IZMENQETSQ WDOLX WEKTORNOJ LINII POLQ n�

oTMETIM� �TO PROSTRANSTWENNAQ ZADA�A DLQ VESTKOPLASTI�ESKOJ SREDY S KRI�
TERIEM TEKU�ESTI mIZESA ISSLEDOWALASX W RABOTE ���� W KOORDINATNOJ SETKE LINIJ
GLAWNYH NAPRQVENIJ� oSESIMMETRI�NAQ VESTKOPLASTI�ESKAQ ZADA�A TAKVE ANALI�
ZIROWALASX PRI POMO�I KRIWOLINEJNOJ SETKI LINIJ GLAWNYH NAPRQVENIJ W �� ��
��
iNWARIANTY PROSTRANSTWENNYH URAWNENIJ TEORII PLASTI�NOSTI BYLI POLU�ENY W

RABOTE ��	�� w �TOJ VE RABOTE BYLA USTANOWLENA SWQZX MEVDU PREOBRAZOWANIEM OB�
LASTI PLASTI�ESKOGO TE�ENIQ S POMO�X� KOORDINAT 	�� 	�� 	� I KANONI�ESKIMI PRE�
OBRAZOWANIQMI� IZU�AW�IMISQ W SWOE WREMQ a� pUANKARE ���� ��� �SM� TAKVE ������
kANONI�ESKIE PREOBRAZOWANIQ MOVNO �FFEKTIWNO ANALIZIROWATX S POMO�X� PRO�
IZWODQ�IH FUNKCIJ� kAK BYLO POKAZANO W ��	� �
�� URAWNENIQ DLQ PROIZWODQ�IH
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FUNKCIJ� KOTORYE PODLEVAT OPREDELENI� W PLOSKIH I OSESIMMETRI�NYH ZADA�AH TE�
ORII PLASTI�NOSTI� OBLADA�T WAVNYMI SWOJSTWAMI INWARIANTNOSTI OTNOSITELXNO
PREOBRAZOWANIJ lEVANDRA I aMPERA�

nEOBHODIMOE I DOSTATO�NOE USLOWIE INTEGRIRUEMOSTI SISTEMY ����� SOSTOIT W

WOZMOVNOSTI RAZLOVENIQ DETERMINANTA g NA PROIZWEDENIE DWUH POLOVITELXNYH

FUNKCIJ�
g � G��	

��G��	
�� 	��� ���
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uRAWNENIE ���
� QWLQETSQ ODNOWREMENNO I OB�IM INTEGRALOM URAWNENIJ ����
��
ESLI ZADATXSQ KRIWOLINEJNYMI KOORDINATAMI 	�� 	�� 	� TAK� �TOBY g�� � �� g�� � �
I WYPOLNQLOSX URAWNENIE ���
�� TO WEKTORNOE POLE

n �
grad	�

jgrad	�j
BUDET TOVDESTWENNO UDOWLETWORQTX URAWNENIQM ����
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w KA�ESTWE PRIMEROW RASSLOENNOGO POLQ NAPRQVENIJ MOVNO PRIWESTI OSESIM�
METRI�NU� ZADA�U I ZADA�U O PLOSKOJ DEFORMACII� dEJSTWITELXNO� L�BOE OSESIM�
METRI�NOE I PLOSKOE WEKTORNOE POLE QWLQETSQ RASSLOENNYM� eSLI WWESTI CILINDRI�
�ESKIE KOORDINATY r� �� z� TO SLOQMI OSESIMMETRI�NOGO POLQ n BUDUT POWERHNOSTI�
OBRAZOWANNYE WRA�ENIEM WOKRUG OSI SIMMETRII ORTOGONALXNYH POL� n TRAEKTO�
RIJ� RASPOLOVENNYH W PLOSKOSTI � � �� sLOQMI PLOSKOGO WEKTORNOGO POLQ QWLQ�TSQ
CILINDRI�ESKIE POWERHNOSTI NAD ORTOGONALXNYMI LINIQMI POLQ n�

CISTEMA URAWNENIJ ����� MOVET BYTX TAKVE WYWEDENA IZ IZWESTNYH URAWNENIJ
lAME � URAWNENIJ RAWNOWESIQ� PREDSTAWLENNYH W ORTOGONALXNOJ KRIWOLINEJNOJ SET�
KE IZOSTAT�� iZOSTATY OTN�DX NE WSEGDA OBRAZU�T SETKU� KOTORAQ DOPUSKAET PODBOR
KRIWOLINEJNYH KOORDINAT 	�� 	�� 	� TAK� �TOBY IZOSTATY SOWPADALI S KOORDINAT�
NYMI LINIQMI� nO ESLI TAKAQ WOZMOVNOSTX SU�ESTWUET� TO URAWNENIQ RAWNOWESIQ
SWODQTSQ K TREM SOOTNO�ENIQM WDOLX IZOSTAT�
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zAMETIM� �TO rij �� rji�

�nAPOMNIM� �TO IZOSTATOJ �ILI LINIEJ GLAWNOGO NAPRQVENIQ� NAZYWAETSQ KRIWAQ� KASATELXNAQ
K KOTOROJ NAPRAWLENA WDOLX GLAWNOJ OSI TENZORA NAPRQVENIJ�
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sLEDUET OTMETITX� �TO IZOSTATI�ESKIE SETKI� ISPOLXZOWANNYE DLQ FORMULIROWKI
URAWNENIJ ����� I ���	�� RAZLI�NY� POSKOLXKU W PERWOM SLU�AE g�� �� �� A WO WTOROM �
NEDIAGONALXNYE KOMPONENTY METRI�ESKOGO TENZORA RAWNY NUL��

kO�FFICIENTY ��rij W URAWNENIQH ���	� LEGKO MOGUT BYTX WYRAVENY �EREZ KRI�
WIZNY IZOSTAT W SOOTWETSTWU��IH LOKALXNYH KOORDINATNYH PLOSKOSTQH� dEJSTWI�
TELXNO� PREOBRAZUQ URAWNENIE RAWNOWESIQ
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GDE �ij ESTX KRIWIZNA IZOSTATY S NOMEROM i W LOKALXNOJ KOORDINATNOJ PLOSKOSTI�
PERPENDIKULQRNOJ NAPRAWLENI� j� NAHODIM
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GDE ��� �� � RADIUSY KRIWIZNY LINIJ GLAWNYH NAPRQVENIJ� PRI�EM �TI WELI�INY

S�ITA�TSQ POLOVITELXNYMI� ESLI S WOZRASTANIEM NATURALXNOGO PARAMETRA WDOLX
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KRIWOJ KASATELXNAQ WRA�AETSQ PROTIW HODA �ASOWOJ STRELKI� PRI �TOM POLOVITELX�
NOE NAPRAWLENIE WDOLX PERWOJ TRAEKTORII WYBIRAETSQ PROIZWOLXNO� A POLOVITELX�
NOE NAPRAWLENIE WDOLX WTOROJ TRAEKTORII OPREDELQETSQ WRA�ENIEM PROTIW HODA �A�
SOWOJ STRELKI POLOVITELXNOGO NAPRAWLENIQ PERWOJ TRAEKTORII�

qSNO� �TO W SLU�AE PLOSKOJ PLASTI�ESKOJ DEFORMACII �� � �� � �k I URAWNENIQ
����� PRIOBRETA�T WID SOOTNO�ENIJ
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zAMETIM TAKVE� �TO DWUMERNYE DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ RAWNOWESIQ WDOLX
LINIJ NAIBOLX�IH KASATELXNYH NAPRQVENIJ IME�T WID
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GDE s�� s� � NATURALXNYE PARAMETRY� IZMERQEMYE WDOLX LINIJ NAIBOLX�IH KASA�
TELXNYH NAPRQVENIJ� R�� R� � RADIUSY KRIWIZNY� PRI�EM S�ITAETSQ USTANOWLEN�
NYM SFORMULIROWANNOE WY�E PRAWILO WYBORA ZNAKOW KRIWIZN�

qSNO� �TO W SLU�AE PLOSKOJ PLASTI�ESKOJ DEFORMACII �� � �� � �k I URAWNENIQ
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I NEPOSREDSTWENNO PRIWODQT K INTEGRALAM gENKI WDOLX LINIJ SKOLXVENIQ�
oBRATIMSQ TEPERX K URAWNENIQM KINEMATIKI� kAK BYLO POD�ERKNUTO WY�E� W

KA�ESTWE TAKOWYH UDOBNO WZQTX URAWNENIQ SOWMESTNOSTI PRIRA�ENIJ POLNYH GLAW�
NYH DEFORMACIJ� PREDSTAWLENNYE W IZOSTATI�ESKOJ KRIWOLINEJNOJ SETKE� uRAWNE�
NIQ SOWMESTNOSTI DEFORMACIJ PRIGODNY PRI L�BOJ OPREDELQ��EJ ZAWISIMOSTI I W

INWARIANTNOJ FORME PREDSTAWLQ�TSQ TENZORNYM URAWNENIEM r�P � �� GDE TENZOR
WTOROGO RANGA P ESTX TRANSPONIROWANNYJ WIHRX TENZORA POLNYH DEFORMACIJ �ILI
PRIRA�ENIQ POLNYH DEFORMACIJ��

sOGLASNO SOOTNO�ENIQM ASSOCIIROWANNOGO ZAKONA TE�ENIQ PRIRA�ENIE PLASTI�
�ESKIH DEFORMACIJ ESTX TENZOR� SOOSNYJ TENZORU NAPRQVENIJ� �TO OKAZYWAETSQ� WO�
OB�E GOWORQ� NEWERNYM DLQ PRIRA�ENIQ UPRUGIH DEFORMACIJ� qSNO� PO�TOMU� �TO
PREOBRAZOWANIE URAWNENIJ SOWMESTNOSTI DEFORMACIJ K GLAWNYM OSQM NAPRQVENIJ

PRO�E WSEGO OSU�ESTWLQETSQ W TOM SLU�AE� KOGDA UPRUGIMI DEFORMACIQMI MOVNO

PRENEBRE�X� zAMETIM TAKVE� �TO PRI WYWODE URAWNENIJ SOWMESTNOSTI MY S SAMOGO

NA�ALA NE BUDEM PREDPOLAGATX NESVIMAEMOSTX PLASTI�ESKOGO DEFORMIROWANIQ� �TO�
BY POLU�ITX SOOTNO�ENIQ� PRIGODNYE I W SLU�AE U�ETA ANIZOTROPNOJ POWREVDENNOS�
TI �WLIQNIE ANIZOTROPNOJ POWREVDENNOSTI PROQWLQETSQ� W �ASTNOSTI� I W TOM� �TO
PLASTI�ESKOE TE�ENIE STANOWITSQ SVIMAEMYM��

s CELX� WYWODA URAWNENIJ SOWMESTNOSTI �SPLO�NOSTI� DEFORMACIJ RASSMOTRIM
SNA�ALA INWARIANTNOE PREDSTAWLENIE �TIH URAWNENIJ DLQ PRIRA�ENIJ GLAWNYH DE�
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ON THE CANONICAL PRINCIPAL LINE INVARIANTS OF
THE PLASTICITY�DAMAGE COUPLED EQUATIONS

Y�Radayev�

A general analysis of three�dimensional static and kinematic equations of the
strain�damage coupled model for ductile deformation processes is presented in an
attempt to �nd approaches for analytic study of the damage e�ect on the plastic
�ow� The damage is represented by a symmetric second�rank damage tensor� known
from a number of our previous discussions devoted to description of anisotropic
damage state� The modi�ed by anisotropic damage e�ect Tresca yielding criterion�
associated �ow and damage rules are used to formulate the strain�damage coupled
constitutive equations� thus allowing to take account of e�ect of anisotropic damage
on the plastic �ow and vice versa� The separate analysis for the loading paths going
along the facets and edges the Tresca prism is given�

In the present study the elastic strains are assumed not signi�cantly a�ect a
damage state that� as it is shown� implies the principal axes of damage are being
co�oriented while loading to those of the Cauchy stress tensor� The principal axes
of stresses are chosen as a local frame for representing the static� kinematic and
constitutive equations� It is expedient for stress and damage analysis� but requires
much e�ort to convert the kinematic equations� The closed system of equations
represented in the local principal frame needed for formulation of the strain�damage
coupled model is obtained� The relations along the principal stress�damage lines are
derived for the following discriminated cases� 	� three�dimensional elastic�plastic
state of deformation and damage� and loading paths on the Tresca prism facet

�� three�dimensional elastic�plastic state of deformation and damage� and loading
paths going along the Tresca prism edge
 �� axially�symmetric state of elastic�plastic
deformation and damage
 
� plane state of elastic�plastic deformation and damage�
All the situations when these relations can be integrated along the stress�damage
principal lines are then determined�

The analysis in the principal local frame is extremely e�ective for the paths going
along the Tresca prism edges and for the plane state due to invariants �in the form
of ratios involving principal damages� stresses and curvatures of the principal lines�
along the principal stress�damage lines can be obtained� The invariants establish a
balance of principal stresses� damages and the internal geometry parameters of the
principal lines inside a damaged media� The principal line invariants provide also a
new technique for the analysis of the coupled equations by canonical transformations
of the plastic �ow zone� A canonical transformation has an intrinsic invariant � the
volume �or area in the two dimensions� of a spatial �or plane� element� which value
is not a�ected by the transformation � thus being applicable and usable in many
�elds of mechanics�

The canonical transformation can be determined by its generating function that
a�ords a new formulation of the strain�damage coupled problem� In the plane and
axial symmetric case non�linear equations for generating functions of the canonical
transformations are derived� Those are proved be the invariants of the Legendre
�plane problem� and Ampere �axially�symmetric problem� transformations�

�Yuri Radayev� departament of continuummechanics� Samara state university


