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o�f�mENX�IH�

iSSLEDOWANO ODNO TO�NOE RE�ENIE URAWNENIQ bORNA�iNFELXDA S CILINDRI�
�ESKOJ I SFERI�ESKOJ SIMMETRIQMI� �TO RE�ENIE OPISYWAET PERIODI�ESKIE

KOLEBANIQ RELQTIWISTcKOJ MEMBRANY� w �ASTNOM SLU�AE KRUGLOJ PULXSIRU��
�EJ RELQTIWISTSKOJ STRUNY POLU�ENY IZWESTNYE REZULXTATY b�m�bARBA�OWA
I n�a��ERNIKOWA ���� uSTANOWLEN PREDELXNYJ WID FORMUL DLQ PERIODA KOLEBA�
NIJ RELQTIWISTSKOJ MEMBRANY� ESLI RAZMERNOSTX SFERI�ESKI�SIMMETRI�NOGO
PROSTRANSTWA� W KOTOROM PROHODQT KOLEBANIQ MEMBRANY� STREMITSQ K BESKONE��
NOSTI�

�� wWEDENIE

iSSLEDOWANIE STROENIQ �LEMENTARNYH �ASTIC� W �ASTNOSTI ADRONOW� PRIWELO K IZ�
U�ENI� DINAMIKI ODNOMERNO�PRTQVENNOGO OB�EKTA� POLU�IW�EGO NAZWANIE RELQTI�
WISTSKOJ STRUNY ������ wAVNOSTX �TOJ TEORII SOSTOIT W TOM� �TO TEORIQ WZAIMO�
DEJSTWU��IH STRUN� ILI TO�NEE SUPERSTRUN �	�� RASSMATRIWAETSQ W NASTOQ�EE WREMQ
KAK PRAKTI�ESKI EDINSTWENNYJ KANDIDAT NA EDINOE OPISANIE WSEH FUNDAMENTALXNYH

WZAIMODEJSTWIJ� W TOM �ISLE I GRAWITACIONNYH� rELQTIWISTSKIE STRUNY OPISYWA�
�TSQ SISTEMAMI KWAZILINEJNYH URAWNENIJ W �ASTNYH PROIZWODNYH WTOROGO PORQDKA�
w PROSTEJ�EM SLU�AE PRIHODIM K URAWNENI� bORNA
iNFELXDA �����
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�TO URAWNENIE QWLQETSQ ODNOMERNYM ANALOGOM NELINEJNOJ �LEKTRODINAMIKI bORNA

iNFELXDA� OBOB�A��EJ KLASSI�ESKU� �LEKTRODINAMIKU WWEDENIEM NELINEJNYH �F�
FEKTOW I LORENCEWOJ INWARIANTNOSTI ���� b�m�bARBA�OW I n�a��ERNIKOW ����� POKA�
ZALI� �TO URAWNENIE ����� MOVET BYTX POLU�ENO KAK URAWNENIE �JLERA DLQ FUNKCI�
ONALA

J
h
U �x� t�

i


Z
D

Z r
� �

��u
�x

��
�
��u
�t

��
dxdt� �����

�mENX�IHoLEG fEDOROWI�� KAFEDRA WYS�EJ MATEMATIKI�sAMARSKIJ GOSUDARSTWENNYJ A�ROKOS�

MI�ESKIJ UNIWERSITET



pERIODI�ESKIE KOLEBANIQ PROSTEJ�EJ RELQTIWISTSKOJ MEMBRANY ��

fUNKCIONAL ����� WYRAVAET PLO�ADX DWUMERNOJ POWERHNOSTI� ZADANNOJ W WIDE

GRAFIKA FUNKCII UU�x�t�� W PSEWDOEWKLIDOWOM PROSTRANSTWE S METRIKOJ

�ds��  �dt�� � �dx�� � �du���

w TEORII STRUN I SUPERSTRUN POLU�ENO MNOGO WAVNYH REZULXTATOW� w NEKOTORYH

SLU�AQH WOZMOVNO POSTROENIE OB�EGO RE�ENIQ I RE�ENIE ZADA�I kO�I DLQ SLOV�
NYH KWAZILINEJNYH URAWNENIJ ������ fIZI�ESKIE OB�EKTY BOLX�EJ RAZMERNOSTI� PO�
DOBNYE RELQTIWISTSKIM STRUNAM� IZU�ENY W GORAZDO MENX�EJ STEPENI� ONI OBY�NO
NAZYWA�TSQ RELQTIWISTSKIMI MEMBRANAMI ���� dELO W TOM� �TO RELQTIWISTSKIE MEM�
BRANY OPISYWA�TSQ NELINEJNYMI URAWNENIQMI S FUNKCIQMI� ZAWISQ�IMI OT TREH
I BOLX�EGO KOLI�ESTWA ARGUMENTOW� A PODOBNYE URAWNENIQ NE DOPUSKA�T ANALITI�
�ESKOGO PREDSTAWLENIQ OB�IH RE�ENIJ�

pREDSTAWLQET INTERES OBOB�ENIE URAWNENIE ����� NA SLU�AJ BOLX�IH RAZMERNOS�
TEJ ��TO LEGKO OSU�ESTWITX� ESLI PROIZWESTI OBOB�ENIE FUNKCIONALA ������ eSLI
S�ITATX� �TO POLE bORNA
iNFELXDA ZAWISIT OT TREH PEREMENNYH� T�E� U  U �x� y� t��
TO PRIDEM K FUNKCIONALU
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dxdydt� �����

eSLI VE S�ITATX� �TO U  U �x� y� z� t�� TO POLU�IM E�E BOLEE SLOVNYJ FUNKCIONAL

J �U �x� y� z� t�� 
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dxdydzdt� �����

sOOTWETSTWU��IE MNOGOMERNYE URAWNENIQ bORNA�iNFELXDA RASSMATRIWALISX W �����
I ����� pROSTEJ�IE URAWNENIQ BUDUT POLU�ATXSQ� ESLI S�ITATX� �TO U  U �r� t�� GDE

r 
p
x� � y�� ILI r 

p
x� � y� � z�� �TO SOOTWETSTWUET RE�ENIQM S CILINDRI�ES�

KOJ I SO SFERI�ESKOJ SIMMETRIQMI�
fUNKCIONAL� SOOTWETSTWU��IJ UKAZANNYM SLU�AQM� POLU�AETSQ IZ ����� I �����

I IMEET WID ����
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sOOTWETSTWU��EE FUNKCIONALU ���	� URAWNENIE BUDEM NAZYWATX URAWNENIEM bORNA�
iNFELXDA S CILINDRI�ESKOJ I SFERI�ESKOJ SIMMETRIQMI� ONO BUDET SLEDU��IM �����
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pRI �  �� BUDEM IMETX URAWNENIE ������ PRI �  � 
 URAWNENIE S CILINDRI�ESKOJ
SIMETRIEJ� PRI �  � 
 URAWNENIE SO SFERI�ESKOJ SIMMETRIEJ� rE�ENIQ URAWNE�
NIQ ����� BUDEM NAZYWATX RELQTIWISTSKIMI MEMBRANAMI� eSLI DLQ URAWNENIQ bORNA�
iNFELXDA ����� WOZMOVNO POSTROENIE OB�EGO RE�ENIQ KAK W GIPERBOLI�ESKOJ ���� TAK
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I W �LLIPTI�ESKIH OBLASTQH ���� TO DLQ URAWNENIQ ����� TAKOE POSTROENIE OSU�EST�
WITX NELXZQ� zAMETIM��TO PARAMETR � W ���	� I ����� SWQZAN S �ISLOM PROSTRANSTWEN�
NYH PEREMENNYH SOOTNO�ENIEM �  n��� GDE n 
 KOLI�ESTWO PROSTRANSTWENNYH PERE�
MENNYH� IZ KOTORYH SOSTAWLQETSQ r 

p
x�� � x�� � � � �xn�� mOVNO STROGO POKAZATX�

�TO ESLI SOSTAWITX FUNKCIONAL DLQ POLQ bORNA�iNFELXDA U  U �x�� x�� x�� � � � � xn� I
ZATEM PEREJTI K SFERI�ESKIM PEREMENNYM W n�MERNOM PROSTRANSTWE ���� I S�ITATX�
�TO U  U �r� t�� TO SNOWA POLU�IM FUNKCIONAL ���	� I URAWNENIE ������ pO�TOMU
URAWNENIE ����� BUDEM RASSMATRIWATX KAK URAWNENIE bORNA
iNFELXDA SO SFERI�ES�
KOJ SIMMETRIEJ W n�MERNOM PROSTRANSTWE� zAMETIM� �TO LINEJNYJ ANALOG URAWNENIQ
����� SOWPADAET S WOLNOWYM URAWNENIEM S CILINDRI�ESKOJ I SFERI�ESKOJ SIMMETRI�
QMI
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cELX� NASTOQ�EJ STATXI QWLQETSQ ISSLEDOWANIE ODNOGO �ASTNOGO RE�ENIQ URAWNENIQ

������ KOTOROE OPISYWAET PERIODI�ESKIJ KOLEBATELXNYJ PROCESS�

��iSSLEDOWANIE ODNOGO TO�NOGO RE�ENIQ URAWNENIQ
�����

uRAWNENIE ����� DOPUSKAET TO�NOE RE�ENIE SLEDU��EGO WIDA �

U  �
p
���t�� r�� �����

GDE ��t� 
 FUNKCIQ� PODLEVA�AQ OPREDELENI�� pODSTAWLQQ ����� W ������ POLU�IM� �TO
URAWNENIE ����� BUDET DOPUSKATX RE�ENIE ����� LI�X W TOM SLU�AE� ESLI ��t� UDOWLE�
TWORQET SLEDU��EMU OBYKNOWENNOMU NELINEJNOMU DIFFERENCIALXNOMU URAWNENI�

WTOROGO PORQDKA

���� � f� � �gf�� �����g  �� �� 
d�

dt
� �����

eSLI RASSMATRIWATX PLOSKOSTX u� r� A WREMQ t S�ITATX PARAMETROM� TO IZ ����� SLE�
DUET URAWNENIE OKRUVNOSTI S PEREMENNYM RADIUSOM ��t�

u� � r�  ���t�� �����

tAKIM OBRAZOM� RE�ENIE ����� URAWNENIQ ����� OPISYWAET KOLEBANIQ �NASTOQ�EJ�
OKRUVNOSTI �PRI �  � �� SFERY �PRI �  � � I GIPERSFERY �� � ��� oSNOWNYM
REZULXTATOM DANNOJ STATXI QWLQETSQ DOKAZATELXSTWO SLEDU��EJ TEOREMY

tEOREMA �� dIFFERENCIALXNOE URAWNENIE ����� DOPUSKAET RE�ENIQ� QWLQ��IESQ
PERIODI�ESKIMI PO WREMENI PRI L�BOM ZNA�ENII PARAMETRA ��

eSLI ZADATX DLQ URAWNENIQ ����� NA�ALXNYE DANNYE

� jt�� a� a � ��

�� jt�� b� j b j� �� �����

TO PERIOD KOLEBANIJ FUNKCII ��t� OPREDELQETSQ FORMULOJ
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��� b��
�

������

�Z
�

dsp
�� s������

� ���	�



pERIODI�ESKIE KOLEBANIQ PROSTEJ�EJ RELQTIWISTSKOJ MEMBRANY ��

tAKIM OBRAZOM� RE�ENIE ����� OPISYWAET PULXSIRU��IE KOLEBANIQ OKRUVNOSTI
��  ��� SFERY ��  ��� GIPERSFERY �� � ��� PRI�EM� KAK BUDET POKAZANO� W OPRE�
DELENNYE MOMENTY WREMENI PROISHODIT QWLENIE SHLOPYWANIQ� RADIUS OKRUVNOSTI
OBRA�AETSQ W NULX� �TO NE MOVET PROISHODITX� NAPRIMER PRI KOLEBANII CILINDRI�
�ESKOJ MEMBRANY� OPISYWAEMOJ URAWNENIEM ������

pRISTUPIM K DOKAZATELXSTWU TEOREMY�
sTANDARTNOJ ZAMENOJ ���t�  P ��� MOVNO POLU�ITX PERWYJ INTEGRAL URAWNENIQ

������ ILI ZAKON SOHRANENIQ �NERGII

p� �C��
e�����  �� �����

GDE C� 
 PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ�
pODSTAWLQQ NA�ALXNYE DANNYE ����� W ������ POLU�IM

C� 
�� b�

a������
� �����

eSLI j b j� � � TO C� � � I d�
dt

� �� I KRIWYE ����� NA FAZOWOJ PLOSKOSTI BUDUT
ZAMKNUTYMI S DWUMQ PLOSKOSTQMI SIMMETRII� pRI �  � �TO BUDUT �LLIPSY� PRI
� � � POLU�IM OWALY �����

sLU�AJ j b j� � ZDESX RASSMATRIWATX NE BUDEM� W �TIH SLU�AQH KRIWYE ����� NE
BUDUT ZAMKNUTYMI � pODSTAWLQQ ����� W ����� NETRUDNO NAJTI MAKSIMALXNOE ZNA�ENIE
FUNKCII �

�  �� 
a

��� b��
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� �����

w TO�KAH �  ���� p  �� A MAKSIMALXNOE ZNA�ENIE R PRI �  � BUDET p  ���
w �TIH TO�KAH RADIUS OKRUVNOSTI ����� BUDET DOSTIGATX SWETOWYH SKOROSTEJ ����
iMEQ PERWYJ INTEGRAL URAWNENIQ ������ MOVNO LEGKO POSTROITX I EGO OB�EE RE�ENIE�
rAZRE�AQ ����� OTNOSITELXNO R� S U�ETOM ����� I ����� POLU�IM

d�

dt
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GDE WWEDENO OBOZNA�ENIE

���� 
�q

�� � �
��
�������

� ������

iNTEGRIRUQ ������ MOVNO POLU�ITX

t  �
Z

����d�� C�� ������

GDE C� 
 PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ� nEOBHODIMO U�ESTX� �TO ESLI NA FAZOWOJ PLOS�
KOSTI p � �� TO W ������ NEOBHODIMO WZQTX ZNAK MINUS�

zAME�ANIE �� �ASTNOE RE�ENIE ����� MOVNO POLU�ITX� ISPOLXZUQ GRUPPOWYE

SWOJSTWA URAWNENIQ ����� ILI SOOTWETSTWU��EGO MNOGOMERNOGO URAWNENIQ bORNA�
iNFELXDA �����
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�� oPREDELENIE PERIODA KOLEBANIJ FUNKCII ��t�

kAK UVE OTME�ALOSX� BUDEM S�ITATX� �TO ��t� QWLQETSQ RADIUSOM OKRUVNOSTI ������
PO�TOMU NEOBHODIMO S�ITATX� �TO ��t� � �� I NA FAZOWOJ PLOSKOSTI �� p NEOBHODIMO

RASSMATRIWATX TOLXKO NEOTRICATELXNYE ZNA�ENIQ ��
rASSMOTRIM BOLEE DETALXNO FAZOWU� PLOSKOSTX �� p �pUSTX DLQ OPREDELENNOSTI

a � �� � � b � �� nA�ALXNOE POLOVENIE NA TRAEKTORII ESTX TO�KAM��a� b�� POSKOLXKU

p jt��� �� TO
d�

dt
� �� RADIUS OKRUVNOSTI ����� BUDET UWELI�IWATXSQ� iZ ������ PRI

ZNAKE PL�S POLU�IM NEQWNU� ZAWISIMOSTX �  ��t��
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mAKSIMALXNOE ZNA�ENIE �  �� BUDET DOSTIGATXSQ PRI

t  t� 

��Z
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����d�� �����

zDESX W DALXNEJ�EM BUDEM ISPOLXZOWATX OBOZNA�ENIE ������� nA FAZOWOJ PLOSKOSTI
�� p MOMENT t  t� OBOZNA�IM TO�KOJ M����� ���

dALEE DWIVENIE NA FAZOWOJ PLOSKOSTI BUDET PROISHODITX PRI p � �� T�E�RADIUS
��t� BUDET UBYWATX� sNOWA ISPOLXZUQ ������ PRI ZNAKE MINUS� POLU�IM

t 

�Z
a
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w TO�KEM������� ��t�  �� a SKOROSTX DWIVENIQ BUDET DOSTIGATX SWETOWOJ SKOROSTI�
�TO PROIZOJDET W MOMENT WREMENI

t�  �

��Z
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aZ

�

����d�� �����

nA FAZOWOJ PLOSKOSTI PROIZOJDET SKA�oK IZ TO�KIM������� W TO�KUM���� ��� w TO��
KE M� NA�NETSQ UWELI�ENIE RADIUSA ��t�� zDESX FUNKCIQ ��t�� BUDU�I NEPRERYWNOJ�
BUDET IMETX NEPRERYWNU� PROIZWODNU�� dALXNEJ�AQ �WOL�CIQ ��t� BUDET OPISY�
WATXSQ URAWNENIEM
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w MOMENT WREMENI t  t�� �TO NA FAZOWOJ PLOSKOSTI SOWPADAET S NA�ALXNOJ TO�KOJ
M�� PROCESS KOLEBANIJ PRIDET W NA�ALXNOE POLOVENIE� nAKONEC� PRI �  a IZ ���	�
POLU�IM PERIOD KOLEBANIJ MEMBRANY
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pERIODI�ESKIE KOLEBANIQ PROSTEJ�EJ RELQTIWISTSKOJ MEMBRANY �	

pROIZWEDQ W INTEGRALE ����� ZAMENU s  �
��
� c U�ETOM ������ PRIDEM K FORMULE

���	�
tAKIM OBRAZOM� TEOREMA � DOKAZANA� iNTEGRAL ���	� SHODITSQ PRI L�BOM CELOM ��
nAJDEM PREDELXNOE ZNA�ENIE T ��� PRI � �� �� kAK NETRUDNO PROWERITX� FUNKCII
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� j b j� ��

����� 
�p

�� s������
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c UWELI�ENIEM � MONOTONNO UBYWA�T� s U�ETOM �TOGO NETRUDNO WY�ISLITX

lim
���

T ���  �a�

zNA�ENIE INTEGRALA W PRAWOJ �ASTI ���	� WYRAVAETSQ �EREZ �LLIPTI�ESKIE I GI�
PER�LLIPTI�ESKIE FUNKCII ����� nAPRIMER� PRI �  �� ISPOLXZUQ FORMULU ��	�
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pRI �  � WOZNIKA��IE KOLEBANIQ BUDUT GARMONI�ESKIMI

T ��  �� 
	ap
�� b�

� �����

pULXSIRU��IE KOLEBANIQ RELQTIWISTSKOJ STRUNY� IME��EJ W NA�ALXNYJ MO�
MENT FORMU OKRUVNOSTI� IZU�ALISX W ���� pROSLEVIWAETSQ ANALOGIQ POLU�ENNOGO

RE�ENIQ S RAZWITIEM WO WREMENI wSELENNOJ W IZWESTNOJ MODELI a�a�fRIDMANA �����
rE�ENIE ����� BYLO POLU�ENO DRUGIM SPOSOBOM W ���� NO BEZ ANALIZA KOLEBATELXNOGO
PROCESSA�

�� zAKL��ITELXNOE ZAME�ANIE

nEKOTORYE WOPROSY� ZATRONUTYE W DANNOJ STATXE� TREBU�T� PO MNENI� AWTORA� DALX�
NEJ�EGO IZU�ENIQ� wOZNIKAET WOPROS� WOZMOVNO LI URAWNENIE ����� PRIWESTI K LI�
NEJNOMU URAWNENI� S POMO�X� FAKTORIZACII ILI DRUGIM METODOM �����iNTERESNYM
KAVETSQ WOPROS O SMYSLE FUNKCIONALA

J ���t�� 

Z
�

����
p
�� �����dt�

KOTORYJ SOOTWETSTWUET POLU�ENNOMU W RABOTE URAWNENI� ����� W SWQZI S INYMI PO�
STANOWKAMI ZADA� DLQ URAWNENIQ ������ nAKONEC� OTMETIM� �TO WOZMOVNA I DRUGAQ
INTERPRETACIQ ��t� ���� W SWQZI S KOLEBANIQMI POLUSFERY PRI �  ��

wYRAVA� SERDE�NU� BLAGODARNOSTX b�m�bARBA�OWU ZA OBSUVDENIE DANNOJ RA�
BOTY�

rABOTA WYPOLNENA PRI FINANSOWOJ PODDERVKE rffi �GRANT N �������������
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PERIODIC OSCILLATIONS OF THE SIMPLEST

RELATIVISTIC MEMBRANE

O�Menshikh�

An exact spherically symmetrical solution of the Born
Infeld equation in case of
n
space variables has been obtained� This solution describes periodic oscillations of the
relativistic membrane� If n  � �cylindrical symmetry� this solution may be interpreted as
pulsating oscillations of sphere� A formula determining a period of membrane oscillations
for all values of n�
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