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pOLU�ENY DOSTATO�NYE USLOWIQ NA KOMPAKTNO ZNA�NYE WYPUKLYE MNOGO�

ZNA�NYE OTOBRAVENIQ� PRI KOTORYH SU�ESTWUET LIP�ICEWYJ SELEKTOR �TOGO

OTOBRAVENIQ� pOLU�ENNYE REZULXTATY MOGUT BYTX ISPOLXZOWANY W TEOREMAH

OB USTOJ�IWOSTI RE�ENIJ DIFFERENCIALXNYH WKL��ENIJ�

�� pOSTANOWKA ZADA�I

pUSTX K�Rm�� Kv�Rm� � SOOTWETSTWENNO MNOVESTWO WSEH NEPUSTYH KOMPAKTNYH I

KOMPAKTNYH WYPUKLYH PODMNOVESTW EWKLIDOWOGO PROSTRANSTWA Rm� D � KOMPAKT
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sTAWITSQ SLEDU��AQ ZADA�A� SFORMULIROWATX DOSTATO�NYE USLOWIQ NA OTOBRAVE�
NIE F� KOTORYE GARANTIRU�T� �TO SOOTWETSTWU��EE OTOBRAVENIE F� IMEET LIP�I�
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sU�ESTWOWANIE LIP�ICEWOGO SELEKTORA ��

�� oSNOWNYE OPREDELENIQ� PRIMERY

wWEDEM W PROSTRANSTWE K�Rm� HAUSDOpFOWO RASSTOQNIE MEVDU MNOVESTWAMI

B�C � K�Rm� PO FOpMULE� ��B�C� � minr��fB � C � U�	� r��C � B � U�	� r�g�
GDE U�a� r� � ZAMKNUTYJ �AR S CENTROM W TO�KE a � �ai�

m
i�� pADIUSA r�

kAK OBY�NO� BUDEM GOWORITX� �TO MNOGOZNA�NOE OTOBRAVENIE F UDOWLETWOpQET
USLOWI� lIP�ICA W D S OB�EJ POSTOQNNOJ � � 	 �OBOZN� F � Lip�D� ��m� �� ESLI
DLQ L�BYH ZNA�ENIJ x� y � D WYPOLNQETSQ NEpAWENSTWO� ��F �x�� F �y�� � � kx� yk�

fUNKCI� f � D � Rm BUDEM NAZYWATX SELEKTOROM OTOBRAVENIQ F � D �
K�Rm�� ESLI DLQ WSEH x � D WYPOLNQETSQ USLOWIE f�x� � F �x��

dLQ TOGO �TOBY W POLNOJ MERE PREDSTAWITX PROBLEMU� RASSMOTRIM NESKOLXKO

PRIMEROW� nIVE e������ em � ORTONORMIROWANNYJ BAZIS W Rm�
pRIMER � �OTOBRAVENIE F� NE QWLQETSQ LIP�ICEWYM�� pUSTX F � D �

Kv�R��� D � 
	����� F �x� � U�a�x�� r�x��� a�x� � �	� 
� x�� r�x� � 
 � x� n � e�
�RIS� ��� oTOBRAVENIE F UDOWLETWORQET USLOWI� lIP�ICA W D �SM� LEMMU 
�� pO�
KAVEM� �TO OTOBRAVENIE F� �TOMU USLOWI� NE UDOWLETWORQET� wOZXMEM x � �	� ���
� � 	 � MALO� TOGDA MNOVESTWO F��x� SODERVITSQ W DOSTATO�NO MALOJ OKRESTNOSTI

TO�KI �	� 	�� POLOVIM y � 	� TOGDA F��y� SOWPADAET S TO�KOJ �	� 	�� iZ OPRE�
DELENIQ HAUSDORFOWA RASSTOQNIQ DLQ �TIH MNOVESTW POLU�AEM� ��F��x�� F��y�� �
�
�p

��
p
x
� jx� yj� fUNKCIQ p

��
p
x NE OGRANI�ENA W D� SLEDOWATELXNO� OTOBRAVE�

NIE F� NE UDOWLETWORQET USLOWI� lIP�ICA W D S OB�EJ POSTOQNNOJ�
pRIMER �� rASSMOTRIM EDINI�NYJ KWADRAT W R�� KOTORYJ KATITSQ PO OSI O��

BEZ SKOLXVENIQ �RIS� ��� D � 
	����� n � e�� x � D � UGOL POWOROTA KWADRATA�
tOGDA F��	� � OTREZOK 
	� 
� NA OSI O��� F��	 � 	� � f
g � TO�KA NA O���
��F��	�� F��	�� � 	� ��F��	�� F��	 � 	�� � 
� pO�TOMU OTOBRAVENIE F� NE IMEET

NEPRERYWNYH SELEKTOROW�
�TI PRIMERY POKAZYWA�T� �TO IZWESTNYE TEOREMY �SM� NAPR�� 
�� S��	���


�� S�
� � 
��� NE DA�T OTWETA NA WOPROS O WYBORE LIP�ICEWOGO SELEKTORA�

�� tEOREMA

w �TOM PUNKTE SFORMULIROWANA TEOREMA� KOTORAQ USTANAWLIWAET SU�ESTWOWANIE LIP�
�ICEWOGO SELEKTORA f W F�� wWEDEM OBOZNA�ENIQ� I��x� �

R
F��x�

� d�� I��x� �
R
F��x�

d��

S � EDINI�NAQ SFERA S CENTROM W NULE� kAK OBY�NO� BUDEM NAZYWATX BARICENTROM

MNOVEcTWA F��x� TO�KU f�x� � I��x�
�
I��x��

tEOREMA � �OSNOWNOJ REZULXTAT�� pUSTX�
�� F �x� � U�a�x�� r�x��� a � D � Rm� r � D � R�� r�x� � C�� ka�x�k � C��

C�� C� � 	 � POSTOQNNYE WELI�INY�
�� OTOBRAVENIE F�� F��x� �� �� OPREDELQETSQ SOOTNO�ENIEM ���� GDE POLE

NORMALEJ n � D � S ZADANO�
�� F � Lip�D� ��m�� n � Lip�D�h�m��
tOGDA BARICENTR f�x� MNOVESTWA F��x� UDOWLETWORQET USLOWI� lIP�ICA S

NEKOTOROJ OB�EJ DLQ WSEGO KOMPAKTA D POSTOQNNOJ	

iZ TEOREMY 
 NEPOSREDSTWENNO SLEDUET SLEDU��AQ TEOREMA� GDE OTOBRAVENIE G�

OPREDELQETSQ RAWENSTWOM �
� S ZAMENOJ W POSLEDNEM F NA G�

tEOREMA �� pUSTX DANO OTOBRAVENIE G � D � K�Rm�� DLQ KOTOROGO SU�ESTWU

ET OTOBRAVENIE F � D � K�Rm�� F �x� � G�x� 	x � D� UDOWLETWORQ��EE WSEM

USLOWIQM TEOREMY �	 tOGDA W G� SU�ESTWUET LIP�ICEWYJ SELEKTOR	
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pRIMERY� KOTORYE PRIWEDENY WY�E� POKAZYWA�T� �TO OTKAZ OT USLOWIQ

F �x� � G�x� 	x � D PRIWODIT K NEWERNOMU ZAKL��ENI��

�� wSPOMOGATELXNYE LEMMY

lEMMA �� pUSTX F � D � Kv�Rm�� F �x� � U�a�x�� r�x��� tOGDA� ESLI

F � Lip�D� ��m�� TO a � Lip�D� ��m� I r � Lip�D� �� 
�� nAOBOROT� ESLI

a � Lip�D� ��m� I r � Lip�D� �� 
�� TO F � Lip�D� ���m��

dOKAZATELXSTWO� tAK KAK F �x� QWLQETSQ WYPUKLYM MNOVESTWOM� TO SPRAWEDLIWA
SLEDU��AQ FORMULA 

� S�����

��F �x�� F �y�� � max
��S

jc�F �x�� ��� c�F �y�� ��j� ���

oPORNAQ FUNKCIQ c�F �x�� �� �ARA F �x� W NAPRAWLENII � � Rm RAWNA ha�x�� �i�
� r�x� k�k� OTS�DA

jc�F �x�� ��� c�F �y�� ��j � ��ha�x�� a�y�� �i � �r�x� � r�y�� k�k ��� ���

iZ RAWENSTW ������� POLU�IM ��F �x�� F �y�� � ka�x��a�y�k� jr�x�� r�y�j� iZ POSLED�
NEGO SOOTNO�ENIQ SLEDUET UTWERVDENIE LEMMY 
� lEMMA � DOKAZANA�
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lEMMA �� pUSTX n � Lip�D�h�m�� tOGDA W Rm SU�ESTWUET ORTONORMIROWANNYJ

BAZIS v��x������ vm�x� I POSTOQNNYE bi � 	� i � 
�����m� TAKIE� �TO

vi � Lip�D� bi�m�� vm � n� i � 
�����m�

dOKAZATELXSTWO� pUSTX si�x� �
�
sij�x�

�m
i��

� i � 
�����m � ORTONORMIROWANNYJ

BAZIS W Rm� PRI �TOM sm � n �RIS� ��� tOGDA sm � Lip�D�h�m� I

� Pm
k�� sik�x� � sjk�x� � 	� i �� j� i� j � 
�����m�Pm
k��

�
sik�x�

�� � 
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�����m�
�
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pRI m � � WEKTORY s�� s� NAHODQTSQ EDINSTWENNYM OBRAZOM� o�EWIDNO� W �TOM
SLU�AE si � Lip�D� bi�m�� bi � h� i � 
� �� eSLI m � �� TO SISTEMA URAWNE�
NIJ ��� IMEET BESKONE�NOE �ISLO RE�ENIJ� wYBEREM ODNO IZ RE�ENIJ SISTEMY ���
tij � tij�x��� i� j � 
�����m� W PROIZWOLXNOJ TO�KE x � x�� bEZ OGRANI�ENIQ OB��
NOSTI MOVNO S�ITATX� �TO W MATRICE T � �tij�� i� j � 
�����m� WSE GLAWNYE MI�
NORY Jk� k � 
�����m� 
� OTLI�NY OT NULQ �W PROTIWNOM SLU�AE� T�K� WEKTORY
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�ti������ tim�� i � 
�����m� LINEJNO NEZAWISIMY� MOVNO PERESTAWITX STROKI I STOLB�
CY W MATRICE T TAK� �TOBY Jk �� 	� k � 
�����m�
 �� wYBEREM W KA�ESTWE SWO�
BODNYH PEREMENNYH sij � i � ������m� 
� j � m� i�������m� tOGDA QKOBIAN J
SISTEMY ��� PO OSTAW�IMSQ PEREMENNYM sij� i � 
�����m� 
� j � 
�����m� i�
�
PRI sij � tij� i� j � 
�����m�
� OTLI�EN OT NULQ� T�K� jJ j � �m�� jJm � Jm�� � ��� �
�J�j� pO TEOREME O NEQWNOJ FUNKCII� ZAWISIMYE PEREMENNYE sij � i � 
�����m�
�
j � 
�����m�i�
� IME�T NEPRERYWNYE �ASTNYE PROIZWODNYE PO SWOBODNYM PEREMEN�
NYM sij � i � ������m�
� j � m�i�������m� sLEDOWATELXNO� W NEKOTOROJ OKRESTNOSTI
Dx� TO�KI x� FUNKCII sij � sij�x�� i � 
�����m�
� j � 
�����m�i�
� UDOWLETWORQ�T
USLOWI� lIP�ICA� T�K� �ASTX SWOBODNYH PEREMENNYH smj � j � 
�����m� KAK FUNKCII
OT x UDOWLETWORQ�T USLOWI� lIP�ICA� A OSTALXNYE POLAGA�TSQ RAWNYMI SOOT�
WETSTWENNO tij � i � ������m�
� j � m�i�������m� zNA�IT SU�ESTWU�T POSTOQNNYE

bi � 	� i � 
�����m� TAKIE� �TO si � Lip�D� bi�m�� pOLOVIW vi�x� � si�x� 	x � D�
POLU�AEM UTWERVDENIE LEMMY �� lEMMA � DOKAZANA�

oBOZNA�IM �EREZ a��x� KOORDINATU CENTRA �ARA U�a��x�� r�x�� W BAZISE

v��x������ vm�x� IZ LEMMY ��

lEMMA �� pUSTX a � Lip�D� ��m�� n � Lip�D�h�m�� tOGDA a� � Lip�D� ���m��

dOKAZATELXSTWO� oBOZNA�IM T �x� �
�
vij�x�

�m
i�j��

� TOGDA ka��x� � a��y�k �

� kT���x� a�x�� T���y� a�y�k � k�T���x�� T���y�� a�x�k � kT���y� �a�x� � a�y��k �

� kT���x��T���y�k �ka�x�k�kT���y�k �ka�x��a�y�k � sup
k�k��

���T���x��T���y�
�
�
��



ka�x�k � ka�x� � a�y�k �
mP

i�j��
jvij�x� � vij�y�j � ka�x�k � ka�x� � a�y�k � �� kx � yk�

GDE �� � max
x�D

ka�x�k
mP
i��

bi � � � OGRANI�ENNAQ WELI�INA� zNA�IT� a� � Lip�D� ���m��

lEMMA � DOKAZANA�

�� dOKAZATELXSTWO TEOREMY �

PROWODITSQ W DWA �TAPA� SNA�ALA TEOREMA DOKAZYWAETSQ DLQ SLU�AQ POSTOQNNOGO POLQ
NORMALEJ n � em� A ZATEM IZU�AETSQ OB�IJ SLU�AJ n � Lip�D�h�m��

I �TAP� pOLE NORMALEJ n POSTOQNNO� n � em� pUSTX f�x� � BARICENTR MNO�
VESTWA F��x�� TOGDA DLQ L�BYH x� y � D WERNO SOOTNO�ENIE�

kf�x�� f�y�k �
m��X
i��

jfi�x� � fi�y�j � jfm�x�� fm�y�j� ���

iZ SIMMETRII MNOVESTWA F �x� SLEDUET� �TO fi�x� � ai�x�� i � 
�����m�
� iZ LEMMY

 SLEDUET ai � Lip�D� �� 
�� r � Lip�D� �� 
�� i � 
�����m� tOGDA

m��X
i��

jfi�x�� fi�y�j �
m��X
i��

jai�x�� ai�y�j �
m��X
i��

� kx� yk�

pOKAVEM� �TO jfm�x��fm�y�j � c�kx�yk 	x� y � D� c� � 	 � NEKOTORAQ POSTOQNNAQ

WELI�INA� oBOZNA�IM �EREZ K� � f�am� r� � R� � �r � am 	 rg�
K� � f�am� r� � R� � am 	 �rg� wWEDEM SLEDU��U� FUNKCI��

p�am� r� �
�
am � r p��am� r�

�
p��am� r�

�XK� �am� r� � am XK��am� r�� ���
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GDE XB � HARAKTERISTI�ESKAQ FUNKCIQ MNOVESTWA B� p��am� r� �
am�rR
�

s�
�s���m����� ds�

p��am� r� �
am�rR
�

�
 � s���m����� ds� o�EWIDNO� �TO fm�x� � p
�
am�x�� r�x�

�
� tOGDA IZ NE�

RAWENSTWA

jfm�x��fm�y�j � jp�am�x�� r�x���p�am�x�� r�y��j�jp�am�x�� r�y���p�am�y�� r�y��j� ���

PRI USLOWII� �TO p UDOWLETWORQET USLOWI� lIP�ICA PO SOWOKUPNOSTI PEREMENNYH

am I r� BUDET SLEDOWATX� �TO fm TAKVE QWLQETSQ LIP�ICEWOJ W OBLASTI D� pOKA�
VEM� �TO FUNKCIQ p UDOWLETWORQET USLOWI� lIP�ICA PO SOWOKUPNOSTI PEREMENNYH

am I r� dLQ �TOGO DOSTATO�NO RASSMOTRETX DWA SLU�AQ�
sLU�AJ �	 tO�KA �am� r� � K� �RIS� ��� tOGDA p�am� r� � am � r p��am� r�

�
p��am� r��

oBOZNA�IM �EREZ dr � 
p�am� r�
�

r� dam � 
p�am� r�

�

am� dLQ TO�EK �am� r� � K�

�ASTNAQ PROIZWODNAQ dr QWLQETSQ NEPRERYWNOJ FUNKCIEJ� T�K� dr �
�
p��am� r� 



�
p��am� r��
r� � p��am� r�
�

p��am� r�

�

am

�� � �
p��am� r�

��
� w GRANI�NYH TO�KAH

�a�m� r
�� � K�� a

�
m � r�� �ASTNAQ PROIZWODNAQ dr � lim

h��

�
p�am� am�h��p�am� am�

��
h �

� ����m � ��� nEPOSREDSTWENNYE� HOTQ I GROMOZDKIE WY�ISLENIQ POKAZYWA�T� �TO

lim
�am�r���a�

m
�a�
m
�

dr � ����m � ��� tAKIM OBRAZOM� �ASTNAQ PROIZWODNAQ dr NEPRERYWNA

WPLOTX DO GRANICY KOMPAKTA K�� A ZNA�IT QWLQETSQ OGRANI�ENNOJ NA K�� sLEDO�
WATELXNO� PO TEOREME lAGRANVA� WERNO NERAWENSTWO

jp�am�x�� r�x��� p�am�x�� r�y��j � c�jr�x�� r�y�j � c�� kx� yk� ���

GDE POSTOQNNAQ c� � max
�am�r��K�

jdrj� aNALOGI�NYM OBRAZOM USTANAWLIWAETSQ NERAWENST�

WO�
jp�am�x�� r�y�� � p�am�y�� r�y��j�c�jam�x�� am�y�j�c�� kx� yk� ���

GDE POSTOQNNAQ c��max
�am�r��K�

jdam j� iZ NERAWENSTW ����������� POLU�IM� jfm�x��fm�y�j �
� � �c� � c��kx� yk�
sLU�AJ �	tO�KA �am� r� � K� �RIS� ���tOGDA p�am�x�� r�x�� � am�x�� jp�am�x�� r�x���
�p�am�y�� r�y��j � jam�x�� am�y�j� � kx� yk�
nETRUDNO WIDETX� �TO OTOBRAVENIE ��� UDOWLETWORQET USLOWI� lIP�ICA PO SOWO�
KUPNOSTI PEREMENNYH am I r W OB�EDINENII OBLASTEJ K� I K�� ESLI W KA�ESTWE
KONSTANTY lIP�ICA WOZXMEM c� � � maxf
� c� � c�g� tOGDA IZ NERAWENSTWA ��� SLE�
DUET� �TO f � Lip�D� c��m�� c� � �m� 
��� c��

II �TAP� pOLE NORMALEJ n PROIZWOLXNOE� n � Lip�D�h�m�� pO LEMME � SU�
�ESTWUET ORTONORMIROWANNYJ BAZIS vi�x�� i � 
�����m� TAKOJ� �TO vm�x� � n�x��
vi � Lip�D� bi�m�� i � 
�����m� oBOZNA�IM �EREZ f ��x� BARICENTR MNOVESTWA F��x�
W BAZISE vi�x�� i � 
�����m� tOGDA SOGLASNO PERWOMU �TAPU DOKAZATELXSTWA TEORE�
MY 
 SPRAWEDLIWO f � � Lip�D� c��m�� i � 
�����m� A ZNA�IT I f �i � Lip�D� c��m��
i � 
�����m� iZ LEMM 
 I � SLEDUET a�i � Lip�D� ���m�� i � 
�����m� pOKAVEM� �TO
f � Lip�D� c�m�� c � 	 � NEKOTORAQ POSTOQNNAQ WELI�INA� w SAMOM DELE

kf�x� � f�y�k �

����
mP
i��

f �i�x�vi�x� �
mP
i��

f �i�y�vi�y�

���� �

����
mP
i��

f �i �x�vi�x� �
mP
i��

f �i�x�vi�y� �

�
mP
i��

f �i �x�vi�y� �
mP
i��

f �i�y�vi�y�

���� �
����

mP
i��

f �i �x�

	
vi�x� � vi�y�


���� �

����
mP
i��

vi�y�

	
f �i �x� �

�f �i�y�

���� �

mP
i��

jf �i�x�j � kvi�x� � vi�y�k �
mP
i��

kvi�y�k � kf �i �x� � f �i�y�k � cjjx � yjj�
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GDE c �
mP
i��

	
max
x�D

jf �i�x�j � bi � c�



� OGRANI�ENNAQ WELI�INA� sLEDOWATELXNO�

f � Lip�D� c�m�� tEOREMA � DOKAZANA�

�� o SU�ESTWENNOSTI USLOWIJ TEOREMY �

w WYBOpE LIP�ICEWOGO SELEKTOpA OTOBpAVENIQ G� SU�ESTWENNU� pOLX IGpAET GEO�
METpIQ MNOVESTWA G�x�� sLEDU��IJ PpIMEp POKAZYWAET� �TO ESLI MNOVESTWO G�x�
OTLI�NO OT �ARA� TO BARICENTR SOOTWETSTWU��EGO MNOGOZNA�NOGO OTOBRAVENIQ G�

MOVET NE UDOWLETWORQTX USLOWI� lIP�ICA�
pUSTX W R� DANA SLEDU��AQ KRIWAQ� �� � X���������� � ��� �X	��������� � ��� � MNO�
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