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rASSMATRIWA�TSQ USREDNENNYE HARAKTERISTIKI TREHMERNOGO ANIZOTROPNOGO

SOSTOQNIQ POWREVDENNOSTI�uSREDNENIE TONKOJ STRUKTURY POWREVDENNOSTI� KAK

POKAZANO W RABOTE� PRIWODIT K NEOBHODIMOSTI WY�ISLENIQ �LLIPTI�ESKIH IN�

TEGRALOW I DOWOLXNO SLOVNOJ ZAWISIMOSTI SREDNEJ POWREVDENNOSTI OT EE SPEKT�

RA� pODROBNO RASSMATRIWA�TSQ RAZLI�NYE INTEGRALXNYE PREDSTAWLENIQ SRED�

NEJ POWREVDENNOSTI I NAIBOLEE OPTIMALXNYE BYSTRO SHODQ�IESQ RQDY DLQ EE

WY�ISLENIQ� pRIWODQTSQ REZULXTATY �ISLENNOGO ANALIZA SREDNEJ POWREVDEN�

NOSTI W ZAWISIMOSTI OT SOSTAWA SPEKTRA POWREVDENNOSTI� wWODQTSQ PONQTIQ

OB AMPLITUDNOM I OBRATNOM AMPLITUDNOM SPEKTRAH POWREVDENNOSTI� KOTORYE

POZWOLQ�T DATX PERWI�NU� KLASSIFIKACI� ANIZOTROPII SOSTOQNIJ POWREVDEN�

NOSTI� pOLU�ENY FORMULY DLQ WY�ISLENIQ SREDNEJ POWREVDENNOSTI W SLU�AE

UZKOPOLOSNYH I WYROVDENNYH OBRATNYH AMPLITUDNYH SPEKTROW POWREVDENNOS�

TI� pOKAZANO� �TO OSESIMMETRI�NAQ POWREVDENNOSTX OBLADAET WYROVDENNYM

OBRATNYM AMPLITUDNYM SPEKTROM� rABOTA MOVET RASSMATRIWATXSQ KAK ODIN

IZ OB�IH PODHODOW K PREDSTAWLENI� ANIZOTROPNOGO SOSTOQNIQ POWREVDENNOSTI�

A REZULXTATY � PRIMENENY K ANALIZU L�BOJ SKALQRNOJ FIZI�ESKOJ HARAKTERIS�

TIKI� NEPRERYWNO RASPREDELENNOJ PO ORIENTACIQM�

�� wWEDENIE

w RQDU WAVNEJ�IH RAZDELOW MEHANIKI DEFORMIRUEMOGO TWERDOGO TELA MEHANIKA KON�
TINUUMA S WNUTRENNIM RASPREDELENIEM POWREVDENIJ � ODIN IZ NAIBOLEE DINAMI��
NO RAZWIWA��IHSQ ������ kRUG POTENCIALXNYH PRILOVENIJ KONTINUALXNOJ MEHANI�
KI POWREVDENNYH TEL �REZWY�AJNO �IROK� pRONIKAQ W TAKIE KLASSI�ESKIE RAZDELY
MEHANIKI TWERDOGO TELA� KAK TEORIQ PLASTI�NOSTI� POLZU�ESTI� MEHANIKA TRE�IN I
RAZRU�ENIQ� MEHANIKA POWREVDENNOSTI NE TOLXKO OBOGA�AETSQ NOWYMI KONCEPCIQMI
I METODAMI� SWOJSTWENNYMI �TIM WETWQM MEHANIKI TWERDOGO TELA� NO I ZASTAWLQET
PEREOSMYSLITX TRADICIONNYE DLQ KLASSI�ESKIH TEORIJ PODHODY I POSTANOWKI ZADA�

PRI RAS�ETAH NAPRQVENNO�DEFORMIROWANNYH SOSTOQNIJ TWERDYH TEL�
cELX� NASTQ�EJ RABOTY QWLQETSQ ANALIZ ANIZOTROPNOGO SOSTOQNIQ POWREVDEN�

NOSTI W SREDNEM�
AKKURATNOE ANALITI�ESKOE OPISANIE OB�EGO ANIZOTROPNOGO SOSTOQNIQ POWREV�

DENNOSTI 	TONKOJ STRUKTURY POWREVDENNOSTI
 � DOWOLXNO SLOVNAQ PROBLEMA� PRED�
STAWLQ��AQ ZNA�ITELXNYE TRUDNOSTI KAK W FORMALXNOM� TAK I W WY�ISLITELXNOM

�rADAEW �RIJ nIKOLAEWI�� KAFEDRA MEHANIKI SPLO�NYH SRED� sAMARSKIJ GOSUDARSTWENNYJ

UNIWERSITET
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PLANE� tAK� ANALIZ POWREVDENNOGO SOSTOQNIQ W SREDNEM STALKIWAETSQ S NEOBHODI�
MOSTX� ISSLEDOWANIQ DOWOLXNO SLOVNYH INTEGRALXNYH PREDSTAWLENIJ� ZAWISQ�IH
OT BOLX�OGO KOLI�ESTWA PARAMETROW� �TO ESTESTWENNO ZATRUDNQET IH ISPOLXZOWA�
NIE PRI RAS�ETAH NAPRQVENNO�DEFORMIROWANNOGO SOSTOQNIQ TEL S RASPREDELENNYMI
WNUTRENNIMI DEFEKTAMI�

oDNAKO BYSTROE SOWER�ENSTWOWANIE KOMPX�TERNYH SISTEM I TEHNOLOGIJ OTKRY�
WAET WOZMOVNOSTX OTHODA OT KLASSI�ESKIH SHEM 	KOTORYE W NASTOQ�EE WREMQ PRED�
STAWLQ�TSQ SLI�KOM UPRO�ENNYMI
 OPISANIQ POWREVDENNOGO SOSTOQNIQ�

nIZ�IE APPROKSIMACII PO KOMPONENTAM EDINI�NOGO WEKTORA ORIENTACII TONKOJ

STRUKTURY POWREVDENNOSTI� NESMOTRQ NA IH WEROQTNU� NEDOSTATO�NOSTX DLQ ANALI�
ZA TONKOJ STRUKTURY POWREVDENNOSTI� WS� VE MOGUT PREDSTAWLQTX �ASTO NABL�DAE�
MYE W �KSPERIMENTAH POLQ TRE�IN ILI� NAPRIMER� DOWOLXNO SLOVNYE MEVZERENNYE
STRUKTURY METALLOW�

uSREDNENIE POWREVDENNOSTI� PREDSTAWLENNOJ TENZOROM POWREVDENNOSTI WTOROGO

RANGA� SRAWNITELXNO �LEMENTARNO I IS�ERPYWA��IM OBRAZOM DANO W P��� kONE�NYE
WYRAVENIQ ZDESX DOWOLXNO PROSTY I SIMMETRI�NY� HOTQ I SODERVAT �LEMENTY FOR�
MALIZMA �LLIPTI�ESKIH FUNKCIJ�

sITUACIQ ZNA�ITELXNO USLOVNQETSQ PRI PEREHODE K TENZORNOMU PREDSTAWLENI�

�ETWERTOGO RANGA� rAS�ETNYE FORMULY 	P��
 SODERVAT POLNU� �LLIPTI�ESKU� TRI�
GONOMETRI�� sLOVNYE INTEGRALXNYE FORMY POSLEDOWATELXNO PRIWODQTSQ K KANONI�
�ESKOMU WIDU� SWODQSX W KONCE KONCOW K TREM KANONI�ESKIM �LLIPTI�ESKIM INTEGRA�
LAM lEVANDRA� w PROCESSE PRIWEDENIQ K KANONI�ESKIM �LLIPTI�ESKIM INTEGRALAM

POQWLQETSQ WOZMOVNOSTX KLASSIFICIROWATX SPEKTRY POWREVDENNOSTI� WWESTI PONQ�
TIQ AMPLITUDNOGO SPEKTRA� UZKOPOLOSNOGO I �IROKOPOLOSNOGO SPEKTROW� WYROVDEN�
NOGO SPEKTRA I POLU�ITX PRIBLIVENNYE FORMULY DLQ BYSTROGO I TO�NOGO RAS�ETA

POWREVDENNOGO SOSTOQNIQ W SREDNEM�
zNA�ITELXNOE MESTO W RABOTE UDELENO WY�ISLITELXNOMU ASPEKTU 	P��
� �EM OB��

QSNQETSQ INTENSIWNOE ISPOLXZOWANIE RAZLI�NYH INTEGRALXNYH FORMUL I fURXE�
RAZLOVENIJ �
���� rQDY fURXE 	PRAKTI�ESKI NE IME��IE ALXTERNATIWY PRI �IS�
LENNOJ REALIZACII� T�K� RAS�ET NEKOTORYH SREDNIH ZNA�ENIJ TREBUET OKOLO MESQCA
NEPRERYWNYH WY�ISLENIJ NA SAMYH SOWREMENNYH KOMPX�TERAH
 PREDLAGA�TSQ DLQ
WY�ISLENIQ SREDNEJ POWREVDENNOSTI I SHODQTSQ� KAK POKAZANO W RABOTE� �REZWY�AJNO
BYSTRO� POZWOLQQ �FFEKTIWNO RASS�ITYWATX SREDNIE ZNA�ENIQ POWREVDENNOSTI�oSO�
BENNO �TO KASAETSQ OSESIMMETRI�NOGO SOSTOQNIQ POWREVDENNOSTI� oSESIMMETRI�NAQ
POWREVDENNOSTX INDUCIRUETSQ� NAPRIMER� PRI PRODOLXNOM SVATII CILINDRI�ESKIH
OBRAZCOW� wY�ISLENIE TENZORA POWREVDENNOSTI �ETWERTOGO RANGA DLQ TAKOGO RODA
SOSTOQNIJ POWREVDENNOSTI 	OSOBENNO KOGDA POWREVDENNOSTX RASPREDELENA PO ORIEN�
TACIQM KUSO�NO�RAZRYWNO
 PO�TOMU PREDSTAWLQET ZNA�ITELXNYJ INTERES� kAK BUDET
POKAZANO� OSESIMMETRI�NAQ POWREVDENNOSTX OBLADAET WYROVDENNYM OBRATNYM AM�
PLITUDNYM SPEKTROM� �TO POZWOLQET PRIMENITX POLU�ENNYE W RABOTE REZULXTATY
DLQ E� USKORENNOGO WY�ISLENIQ�

�� uSREDNENIE WTOROGO PORQDKA

pOSLEDOWATELXNOSTX APPROKSIMACIJ PO KOMPONENTAM EDINI�NOGO WEKTORA ORIENTA�
CII n
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LOKALXNOGO RASPREDELENIQ SPLO�NOSTI � � �	n
 MOVET BYTX ISPOLXZOWANA DLQ PRED�
STAWLENIQ SOSTOQNIQ POWREVDENNOSTI W SREDNEM� zAMETIM� �TO ZDESX I W DALXNEJ�EM
IZLOVENII ISPOLXZUETSQ TENZOR C� KOTORYJ WYRAVAETSQ �EREZ TENZOR POWREVDENNOS�
TI D SOGLASNO SLEDU��EMU URAWNENI��
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zAMETIM TAKVE� �TO SREDNIE ZNA�ENIQ RASPREDELENIQ � � �	n
 PO POWERHNOSTI
EDINI�NOJ SFERY QWLQ�TSQ TAKVE I NA�ALXNYM �AGOM fURXE�ANALIZA POWREVDENNO�
GO SOSTOQNIQ�

wY�ISLIM SNA�ALA SREDNEE ZNA�ENIE SPLO�NOSTI DLQ NIZ�EJ APPROKSIMACII PO�
WREVDENNOGO SOSTOQNIQ�uKAZANNOE SREDNEE ZNA�ENIE PREDSTAWIM SNA�ALA KAK POWTOR�
NYJ INTEGRAL
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zAMETIM� �TO INTEGRAL W PRAWOJ �ASTI FORMULY 	���
 ZAWISIT OT TREH PARA�
METROW� qSNO� ODNAKO� ISHODQ IZ OB�IH SOOBRAVENIJ SIMMETRII� �TO MOVNO UPROS�
TITX ANALIZ� UMENX�IW �ISLO PARAMETROW DO DWUH� ESLI WWESTI OTNO�ENIQ WELI�IN
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pOSLE PROSTYH PREOBRAZOWANIJ FORMULA 	���
 MOVET BYTX PRIWEDENA K WIDU
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oTMETIM TAKVE E�E DWA INTEGRALXNYH PREDSTAWLENIQ SREDNEJ SPLO�NOSTI�pROS�
TYMI PREOBRAZOWANIQMI RAWENSTWO 	���
 PRIWODITSQ SNA�ALA K SLEDU��EMU WIDU�

� � � �

�
p
C

� q��	� � p�q�
J	p� q
� 	����


GDE

J	p� q
 �

qZ
�

kE	k
dkp
q� � k� 	� � p�k�
�

� 	���



p �

q
	p��� � �
	�� p�
� q �

p
�� p�� 	����


wWODQ W POSLEDNIE SOOTNO�ENIQ GLAWNYE UDLINENIQ POWREVDENNOSTI� POLU�IM
TAKVE

p �

vuutLD
���

�
LD
���

� � LD
���

�
LD
���

�

LD
���

�
LD
���

� � LD
���

�
LD
���

� � q �

vuut��
LD
���

�

LD
���

� � 	����


pRIWEDENNYM SOOTNO�ENIQM MOVNO PRIDATX BOLEE SIMMETRI�NU� FORMU� ESLI
WWESTI NOWYE PEREMENNYE PO FORMULAM�

k� �
k

q
� p� � pq� q� � q� 	����


pOSLE PROSTEJ�IH PREOBRAZOWANIJ POLU�AEM�

� � � �

�
p
C

� 	� � p��
J�	p�� q�
� 	����




�� ��n�rADAEW

J�	p�� q�
 �

�Z
�

k�E	q�k�
dk�p
�� k��	� � p��k��
�

� 	����


GDE PARAMETRY p�� q� WYRAVA�TSQ SIMMETRI�NO �EREZ GLAWNYE UDLINENIQ POWREV�
DENNOSTI PO SLEDU��IM FORMULAM�

p� �

vuutLD
���

�

LD
���

� � �� q� �

vuut��
LD
���

�

LD
���

� � 	����


iNTEGRAL J�	p�� q�
 MOVET BYTX WY�ISLEN S POMO�X� RAZLOVENIQ 	���
 W SLEDU�
��EM WIDE�

J�	p�� q�
 �
�

�p��
	� �

�

�
q��p���
�

�
�
�

�
	� � p���


����

ln

p
� � p��� � �p
� � p��� � �

�
�

�p���	� � p���




�

� �

�p��
q��p

� � p���
ln

p
� � p��� � �p
� � p��� � �

�O	q��
�

	����


pOSLEDNQQ FORMULA POZWOLQET PROSTO WY�ISLITX SREDN�� SPLO�NOSTX W SLU�AE

UMERENNOJ I SLABOJ ANIZOTROPII 	q� � �
�
eSLI GLAWNYE UDLINENIQ POWREVDENNOSTI S NOMERAMI � I � SOWPADA�T 	�TO WY�

POLNQETSQ� NAPRIMER� W SLU�AE OSESIMMETRI�NOJ POWREVDENNOSTI
� TO INTEGRAL 	����

WY�ISLQETSQ TO�NO�

J�	p�� �
 �
�

�p��

�
�

�
	� � p���


����

ln

p
� � p��� � �p
� � p��� � �

�
�

�p���	� � p���




� 	����


tAKIM OBRAZOM� ESLI ANIZOTROPNOE SOSTOQNIE POWREVDENNOSTI HARAKTERIZUETSQ
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AMPLITUDNYJ SPEKTR POWREVDENNOSTI
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fORMULA 	����
 POLU�ENA USREDNENIEM WOSXMI TYSQ� ZNA�ENIJ INTEGRALA I�
zNA�ENIQ INTEGRALA I	p�� p�� p�
 NEPRERYWNO ZAPOLNQ�T SLOJ� IZOBRAVENNYJ NA

FIG� �� wKLAD NEDIAGONALXNYH POWREVDENNOSTEJ HARAKTERIZUETSQ TOL�INOJ UKAZAN�
NOGO SLOQ� pROEKCII SLOQ NA PLOSKOSTI p� � � I p� � � PREDSTAWLENY NA FIG� �� ��
nA FIG� � UKAZANNYJ SLOJ PREDSTAWLEN TAK� KAK ON WIDITSQ NABL�DATEL�� RASPOLA�
GA��EMUSQ NA PRQMOJ I � ��� � p� � p��

pOLU�ENNYE REZULXTATY PO OCENKE DISPERSII ZNA�ENIJ SREDNEJ POWREVDENNOSTI

� � �� OBUSLOWLENNOJ WKLADOM NEDIAGONALXNYH POWREVDENNOSTEJ� POZWOLQ�T OCE�
NITX PODOBNOGO VE RODA DISPERSI� �NTROPII I SWOBODNOJ �NERGII� wYRAVENIQ DLQ
�NTROPII I SWOBODNOJ �NERGII KONTINUUMA S RASSEQNNOJ POWREVDENNOSTX�� WYWOD
KOTORYH OSNOWAN NA KANONI�ESKOJ TERMODINAMI�ESKOJ MODELI ANIZOTROPNOJ POWREV�
DENNOSTI� PRIWODQTSQ W ��� ��� kAK POKAZYWA�T REZULXTATY RAS�ETOW 	SM� FORMULY
	����
 I 	����

� �NTROPIQ DLQ SOSTOQNIQ POWREVDENNOSTI� HARAKTERIZUEMOGO ZADAN�
NYMI ZNA�ENIQMI WNUTRENNEJ �NERGII I UPRUGOJ DEFORMACII� WY�ISLENNAQ S U�ETOM
WKLADA NEDIAGONALXNYH POWREVDENNOSTEJ� BUDET MENX�E TOGO ZNA�ENIQ� KOTOROE PO�
LU�ALOSX BY BEZ IH U�ETA�
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ON THE EXACT DIRECTIONAL DAMAGE AVERAGING

Y�Radayev�

An approach to accurate description of a damage state at an average is proposed�

The exact averaging procedures for the three�dimensional directional damage are

considered� Various integral representations of the averaged damage and the results

of the second and the fourth order averaging three�dimensional damage are discussed�

Averaging directional damage requires rapid computations of the elliptic integrals

to be implemented� A script of rapidly convergent series needed for numerical

analysis of the averaged damage is given�

A primary classi�cation of damage induced anisotropy is advanced by introducing

the amplitude damage spectrum and inversed amplitude damage spectrum� The

damage� characterizing by narrow band and con�uent inversed spectra� is then

discriminated� It is shown that the axial symmetric damage is attributed to a

con�uent inversed amplitude damage spectrum�

The results reported in this paper can be applied to analysis of any continuous

directional variable�
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