
�� wESTNIK sAMgu� ����� N������

dopolnqemye giperpodprostranstwa

banahowyh re�etok

w�a�kU�MANCEWA �

w RABOTE DOKAZANO� �TO ESLI X � SEPARABELXNAQ SIGMA�POLNAQ BANAHOWA RE�
�ETKA NAD POLEM WE�ESTWENNYH �ISEL� NE SODERVA�AQ POLOS� IZOMETRI�NYH
GILXBERTOWU PROSTRANSTWU� TO W X NE SU�ESTWUET ��DOPOLNQEMYH GIPERPODPRO�
STRANSTW�

pUSTX LINEJNOE TOPOLOGI�ESKOE PROSTRANSTWO X QWLQETSQ TOPOLOGI�ESKOJ PRQ�
MOJ SUMMOJ PODPROSTRANSTW M I N �M � N � ��� w �TOM SLU�AE PODPROSTRANSTWO

MNAZYWAETSQ DOPOLNQEMYM� A N NAZYWAETSQ PRQMYM TOPOLOGI�ESKIM DOPOLNENI�
EM PODPROSTRANSTWA M � kAK IZWESTNO� W PROIZWOLXNOM LINEJNOM TOPOLOGI�ESKOM

PROSTRANSTWE NE WSQKOE PODPROSTRANSTWO� DAVE KONE�NOMERNOE� DOPOLNQEMO� pODPRO�
STRANSTWOM NORMIROWANNOGO PROSTRANSTWA NAZYWAETSQ ��DOPOLNQEMYM� ESLI NORMY
PROEKTOROW NA PODPROSTRANSTWA M I N RAWNY EDINICE� w NASTOQ�EJ RABOTE ISSLE�
DU�TSQ 	�DOPOLNQEMYE GIPERPODPROSTRANSTWA �T�E� PODPROSTRANSTWA KORAZMERNOSTI
	� BANAHOWYH RE�ETOK �WSE OPREDELENIQ I TEORI� MOVNO NAJTI� NAPRIMER� W RABO�
TE 
	��� w �ASTNOSTI� POLOSA Y IZ BANAHOWOJ RE�ETKI X NAZYWAETSQ PROEKCIONNOJ

POLOSOJ� ESLI

X � Y � Y �� Y � �� fx � X � jxj � jyj � �� y � Y g�

mNOVESTWO Y � TAKVE ESTX POLOSA W X� NAZYWAEMAQ POLQROJ K Y � pOLOVITELXNYJ
PROEKTOR IZ X NA Y � OBRA�A��IJSQ W NULX NA POLQRE K Y � NAZYWAETSQ PROEKTOROM
NA POLOSU� nE WSQKAQ POLOSA PROIZWOLXNOJ BANAHOWOJ RE�ETKI QWLQETSQ PROEKCI�
ONNOJ POLOSOJ� NO ESLI NORMA PROSTRANSTWA PORQDKOWO NEPRERYWNA� TO POSLEDNEE

SWOJSTWO WYPOLNENO� pO�TOMU WS�DU W NASTOQ�EJ RABOTE BUDEM S�ITATX� �TO X
SEPARABELXNAQ SIGMA�POLNAQ BANAHOWA RE�ETKA �IBO W �TOM SLU�AE NORMA PROSTRAN�
STWA PORQDKOWO NEPRERYWNA��

wID PROEKTORA HORO�O IZWESTEN�
pREDLOVENIE � ���� pUSTX X � BANAHOWA RE�ETKA� eSLI P QWLQETSQ PROEK�

TOROM NA POLOSU� TO P � 	���I � V �� V � � I� V � LINEJNAQ IZOMETRIQ �I�
TOVDESTWENNYJ OPERATOR	�

oDNOJ IZ WAVNYH I NE RE�ENNYH DO KONCA ZADA� FUNKCIONALXNOGO ANALIZA QWLQ�
ETSQ IZOMETRI�ESKAQ KLASSIFIKACIQ BANAHOWYH PROSTRANSTW� pRI�EM DLQ SIMMET�
RI�NYH PROSTRANSTW IZMERIMYH FUNKCIJ NAD POLEM KOMPLEKSNYH �ISEL ZADA�A RE�
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�ENA S ISPOLXZOWANIEM �RMITOWYH OPERATOROW� WWEDENNYH g�l�MEROM 
�� ��� oPERA�
TOR T � X � X NAZYWAETSQ �RMITOWYM� ESLI DLQ L�BOGO x � X� kxk � 	� x��Tx� 
WE�ESTWENNOE �ISLO� GDE x� � X  FUNKCIONAL� DOSTIGA��IJ NORMY NA �LEMENTE x�
oPERATOR T NAZYWAETSQ DISSIPATIWNYM� ESLI Rex��Tx� � �� w RABOTE 
�� DOKAZANO�
�TO

T �RMITOWYJ� k exp�itT �k � 	� t� L�BOE WE�ESTWENNOE �ISLO� �	�

oSNOWNYM INSTRUMENTOM DANNOJ RABOTY QWLQ�TSQ �ISLENNO POLOVITELXNYE OPE�
RATORY 
��� pRIWEDEM NEOBHODIMYE OPREDELENIQ�

iTAK� PUSTX X  BANAHOWO PROSTRANSTWO NAD POLEM WE�ESTWENNYH �ISEL� T �
X � X  LINEJNYJ OPERATOR� oBOZNA�IM �EREZ ��X� PODMNOVESTWO PROSTRANSTWA
X�X� WSEH PAR �x� x�� TAKIH� �TO kxk � kx�k � x��x� � 	� oPERATOR T NAZYWAETSQ

�ISLENNO POLOVITELXNYM� ESLI x��Tx�	� DLQ L�BOJ PARY �x� x�� � ��X��
pOLEZNOE DLQ DANNOJ RABOTY NABL�DENIE ZAKL��AETSQ W TOM� �TO ANALOGOM �R�

MITOWOGO OPERATORA W WE�ESTWENNYH BANAHOWYH PROSTRANSTWAH QWLQ�TSQ �ISLENNO

POLOVITELXNYE OPERATORY� tO�NEE T �ISLENNO POLOVITELXNYJ W TOM I TOLXKO W

TOM SLU�AE� ESLI iT  �RMITOWYJ� �TO PROSTOE UTWERVDENIE SLEDUET IZ SOOTNO�E�
NIQ �	�� TEOREMY ��	 RABOTY 
�� I O�EWIDNOGO ZAME�ANIQ� �TO ESLI T  �ISLENNO

POLOVITELXNYJ� TO �T  DISSIPATIWNYJ�
gLAWNU� ROLX PRI DOKAZATELXSTWE OSNOWNOGO REZULXTATA IGRAET SLEDU��EE PROS�

TOE UTWERVDENIE�
pREDLOVENIE �� eSLI T � PROEKTOR EDINI�NOJ NORMY� TO T �ISLENNO POLOVI�

TELEN W TOM I TOLXKO W TOM SLU�AE� ESLI kI � Tk � 	�
dOKAZATELXSTWO� pUSTX T  �ISLENNO POLOVITELXNYJ PROEKTOR EDINI�NOJ NOR�

MY� TOGDA DLQ L�BOJ PARY �x� x�� � ��X�� x��Tx� 	 �� PO�TOMU x��x � Tx� �
	 � x��Tx� � 	� s DRUGOJ STORONY� NORMA L�BOGO PROEKTORA NE MENX�E EDINICY�
oTS�DA kI � Tk � 	�

nAOBOROT� ESLI kI � Tk � 	� TO 
 �x� x�� � ��X� BUDET x��I � T ��x�� 	� ILI 	 �
x��Tx�� 	� I T �ISLENNO POLOVITELEN�

oKAZYWAETSQ� �TO PONQTIE �RMITOWOGO OPERATORA MOVNO PERENESTI I NA OTDELX�
NYE �LEMENTY PROSTRANSTWA�  �TO �LEMENTY fLINNA 
���uSLOWIMSQ �EREZ 
u� OBO�
ZNA�ATX ZAMKNUTOE ODNOMERNOE LINEJNOE PODPROSTRANSTWO� �NATQNUTOE� NA �LEMENT
u� �LEMENT u � X NAZYWAETSQ �LEMENTOM fLINNA� ESLI SU�ESTWUET �ISLENNO POLO�
VITELXNYJ PROEKTOR P � X � 
u��

oBoZNA�IM �EREZ F �X� MNOVESTWO �LEMENTOW fLINNA� O�EWIDNO� �TO � � F �X�� I
ESLI u � F �X�� � � R� TO �u � F �X��

zAMETIM� �TO NA PODPROSTRANSTWE 
u� WSEGDA SU�ESTWUET PROEKTOR EDINI�NOJ NOR�
MY WIDA �u��u��kuk�� u� � X� DOSTIGAET NORMY NA u� T�E� P ��� � u����u�kuk�� P �u� �
u� pO�TOMU� ESLI � � u � F �X�� TO SU�ESTWUET FUNKCIONAL f � X� TAKOJ� �TO f � u
QWLQETSQ �ISLENNO POLOVITELXNYM PROEKTOROM NA 
u�� bUDEM GOWORITX� �TO �u� f�
 PARA fLINNA� pONQTNO� �TO �u� f� QWLQETSQ PAROJ fLINNA W TOM I TOLXKO W TOM

SLU�AE� ESLI f�u� � 	� f�x�x��u�	� DLQ WSEH�x� x�� � ��X��
gLAWNAQ ROLX �RMITOWYH OPERATOROW ZAKL��AETSQ W TOM� �TO ONI POMOGA�T IS�

KL��ITX IZ RASSMOTRENIQ SLU�AJ GILXBERTOWA PROSTRANSTWA� w �TOM PLANE INTERES�
NA HARAKTERISTIKA GILXBERTOWA PROSTRANSTWA� POLU�ENNAQ bERKSONOM 
��� T� K� ONA
OBOSNOWYWAET WWEDENIE W RASSMOTRENIE �LEMENTOW fLINNA�

pREDLOVENIE 
 ���� pUSTX X � PROSTRANSTWO NAD POLEM WE�ESTWENNYH ILI

KOMPLEKSNYH �ISEL RAZMERNOSTI NE MENX�E TREH� tOGDA X � GILXBERTOWO PRO�
STRANSTWO W TOM I TOLXKO W TOM SLU�AE� ESLI KAVDOE ODNOMERNOE PODPROSTRAN�
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STWO PROSTRANSTWA X QWLQETSQ OBLASTX� ZNA�ENIJ NEKOTOROGO �RMITOWOGO PRO�
EKTORA�

�iNA�E� PROSTRANSTWO NAD POLEM WE�ESTWENNYH �ISEL QWLQETSQ GILXBERTOWYM W

TOM I TOLXKO W TOM SLU�AE� ESLI KAVDYJ �LEMENT PROSTRANSTWA QWLQETSQ �LEMENTOM
fLINNA��

wERNEMSQ K BANAHOWYM RE�ETKAM�
tEOREMA �� eSLI W BANAHOWOJ RE�ETKE X MNOVESTWO �LEMENTOW fLINNA NE PUS�

TO� TO X IZOMETRI�NA GILXBERTOWU PROSTRANSTWU�
dOKAZATELXSTWO� PUSTX e � X  �LEMENT fLINNA EDINI�NOJ NORMY� KOTORYJ

BEZ OGRANI�ENIQ OB�NOSTI MOVNO S�ITATX POLOVITELXNYM� TOGDA P � e� � e 
�ISLENNO POLOVITELXNYJ PROEKTOR EDINI�NOJ NORMY NA ODNOMERNOE PODPROSTRAN�
STWO 
e�� hORO�O IZWESTNO� �TO NA L�BOJ SIGMA�POLNOJ BANAHOWOJ RE�ETKE Y MOVNO

OPREDELITX POLOVITELXNYJ LINEJNYJ PROEKTOR EDINI�NOJ NORMY PO SLEDU��EMU

PRAWILU� DLQ L�BOGO y 	 � I z 	 � POLOVIM Py�z� �
�W
n��

�ny � z�� A DLQ PROIZWOLXNO�

GO z � z� � z� � Y Py�z� � Py�z���Py�z��� pRI �TOM IZ OPREDELENIQ Py SLEDUET�
�TO

y � �z � Py�z�� � �� 
 y 	 �� z 	 �� ���

tEPERX ZAMETIM� �TO ODNOMERNOE PODPROSTRANSTWO 
e� QWLQETSQ SEPARABELXNOJ

SIGMA�POLNOJ BANAHOWOJ RE�ETKOJ� I NA 
e� PROEKTOR P SOWPADAET S PROEKTOROM Pe�

ESLI x � 
e�� TO x � P �x� � e��x�e �
�W
n��

�ne � e��x�e� � Pe�x�� tEM SAMYM PROEKTOR

P POLOVITELEN� iZ FORMULY ��� SLEDUET� �TO PODPROSTRANSTWA 
e� I ��I �P � SOSTO�
QT IZ WZAIMNO DIZ��NKTNYH �LEMENTOW� pO�TOMU ��I �P �PROEKCIONNAQ POLOSA� I
I � P  POLOVITELXNYJ PROEKTOR EDINI�NOJ NORMY �kI � Pk � 	 PO PREDLOVENI�
��� pRIMENIM TEPERX K PROEKTORU I � P PREDLOVENIE 	� I � P � 	���I � V �� V 
IZOMETRIQ� OTS�DA V � I � �e� � e� T�E� GRUPPA IZOMETRIJ PROSTRANSTWA SODERVIT
OTRAVENIE� PO�TOMU X  GILXBERTOWO PROSTRANSTWO 
��� KAK I UTWERVDALOSX�

tAKIM OBRAZOM� DOKAZAN SLEDU��IJ REZULXTAT�
tEOREMA �� eSLI BANAHOWA RE�ETKA X NE SODERVIT POLOS� IZOMETRI�NYH GILX�

BERTOWU� TO W X NE SU�ESTWUET ��DOPOLNQEMYH GIPERPODPROSTRANSTW�
�dOKAZATELXSTWO PROWODITSQ OT PROTIWNOGO S ISPOLXZOWANIEM PREDLOVENIQ � I

TEOREMY ���
w ZAKL��ENIE OTMETIM� �TO W �ASTNOM SLU�AE SIMMETRI�NYH PROSTRANSTW IZME�

RIMYH FUNKCIJ TEOREMA � DOKAZANA W RABOTE 
	���
iMENNO W 
	�� DOKAZANA SLEDU��AQ TEOREMA� PUSTX X  WE�ESTWENNOE PORQDKOWO

NEPRERYWNOE PROSTRANSTWO FUNKCIJ k�T� NA PROSTRANSTWE S MEROJ ��� �� I � BEZ�
ATOMNOJ�tOGDA GIPERPLOSKOSTX H W X 	�DOPOLNQEMA TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA SU�
�ESTWUET NEOTRICATELXNAQ IZMERIMAQ FUNKCIQ � S NOSITELEM supp � � B � suppf �
GDE f � H� � X� TAKAQ� �TO DLQ L�BOJ FUNKCII x � X S NOSITELEM supp x� B
SPRAWEDLIWO RAWENSTWO

kxk �

�
�
Z

�

jxj��d�

�
A

�

�

�

oTS�DA SLEDUET� �TO NE SU�ESTWUET 	�DOPOLNQEMYH GIPERPLOSKOSTEJ W X� ESLI
L� NE IZOMETRI�NO POLOSE W X� w �ASTNOSTI� NE SU�ESTWUET 	�DOPOLNQEMYH GIPER�
PLOSKOSTEJ W SEPARABELXNYH SIMMETRI�NYH PROSTRANSTWAH NA 
��	��
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