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pREDYDU�IE GLAWY OPUBLIKOWANY W WYPUSKAH wESTNIKA sAMgu N��N� ZA
���� GOD I W N� ZA ���� GOD� w �TOJ ZAKL��ITELXNOJ �ASTI RABOTY IZLOVENA TE�
ORIQ R��KWIWALENTNOSTI NA LINEJNYH ALGEBRAI�ESKIH GRUPPAH� gRUPPA KLASSOW
R��KWIWALENTNOSTI QWLQETSQ E�E ODNIM BIRACIONALXNYM INWARIANTOM W KATE�
GORII LINEJNYH k �GRUPP� I �TA KATEGORIQ PREDSTAWLQET SOBOJ NAIBOLEE ESTES�
TWENNU� OBLASTX PRIMENENIQ R��KWIWALENTNOSTI� pONQTIE R��KWIWALENTNOSTI
WWEDENO W ARIFMETIKU MNOGOOBRAZIJ ��i�mANINYM 	�
� dANNYJ RAZDEL SODER�
VIT REZULXTATY kOLXO�tELENA I sANS�KA PO WY�ISLENI� R��KWIWALENTNOSTI
NA ALGEBRAI�ESKIH TORAH� REZULXTATY AWTORA PO IZU�ENI� R��KWIWALENTNOSTI
NA POLUPROSTYH GRUPPAH I SWQZQM GRUPPY KLASSOW R��KWIWALENTNOSTI NA UNI�
MODULQRNOJ GRUPPE S GRUPPOJ uAJTHEDA SK��A�� IZU�AW�EJSQ pLATONOWYM 	�
�
oPISANO OTNO�ENIE R��KWIWALENTNOSTI NA GRUPPAH PRISOEDINENNOGO TIPA� WKL��
�AQ POSLEDNIE REZULXTATY mERKURXEWA� w ZAKL��ENIE WY�ISLENY �ISLA KLASSOW

ALGEBRAI�ESKIH TOROW DWUH NAIBOLEE �ASTO WSTRE�A��IHSQ WIDOW� �TO PRIWO�
DIT K INTERESNYM INDEKS�FORMULAM W ARIFMETIKE �ISLOWYH POLEJ�

sODERVANIE

gLAWA VI� R��KWIWALENTNOSTX W ALGEBRAI�ESKIH GRUPPAH
x��� gRUPPA R��KWIWALENTNOSTI

oSNOWNYE SWOJSTWA R��KWIWALENTNOSTI NA MNOGOOBRAZIQH� bIRACIONALXNAQ INWA�
RIANTNOSTX R��KWIWALENTNOSTI W GRUPPAH�

x��� R��KWIWALENTNOSTX NA ALGEBRAI�ESKIH TORAH

wQLAQ REZOLXWENTA TORA I R��KWIWALENTNOSTX� R��KWIWALENTNOSTX NA NORMENNYH
TORAH� iSSLEDOWANIE GRUPPY T �k�t���

x��� uNIMODULQRNAQ GRUPPA PROSTOJ ALGEBRY

rEDUKCIQ K ANIZOTROPNOMU QDRU� gRUPPA uAJTHEDA PROSTOJ ALGEBRY	 EE BIRACIO�
NALXNAQ INWARIANTNOSTX� pRIMERY pLATONOWA� gRUPPA uAJTHEDA IZOTROPNOJ GRUP�
PY� R��KWIWALENTNOSTX NAD LOKALXNYM ILI GLOBALXNYM POLEM�

x�
� aLGEBRY S INWOL�CIQMI I GRUPPY PRISOEDINENNOGO TIPA

aLGEBRY S INWOL�CIQMI I IH STROENIE� nERAZLOVIMYE ALGEBRY S INWOL�CIQMI�
fORMY PROSTYH ALGEBR� aWTOMORFIZMY ALGEBR S INWOL�CIQMI� gRUPPA WNUTREN�
NIH AWTOMORFIZMOW	 EE RAS�IRENIE� pREDSTAWLENIE SWQZNYH POLUPROSTYH PRISOEDI�
NENNYH GRUPP AWTOMORFIZMAMI ALGEBR S INWOL�CIQMI� kLASSIFIKACIONNYJ SPISOK�
tEOREMY mERKURXEWA�
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gLAWA VII� iNDEKS�FORMULY W ARIFMETIKE ALGEBRAI�ESKIH TOROW
x��� aRIFMETIKA PROEKTIWNOJ GRUPPY POLQ

oTNO�ENIE �ISEL KLASSOW� iNDEKS�FORMULY W SLU�AE KWADRATI�NOGO POLQ� sOOT�
NO�ENIQ hASSE W SLU�AE MNIMOGO RAS�IRENIQ�

x��� aRIFMETIKA NORMENNOJ GIPERPOWERHNOSTI

dEJSTWIE GRUPPY EDINIC� fUNDAMENTALXNAQ OBLASTX� iNWARIANTNAQ FORMA OB��
EMA� iNDEKS�FORMULA�

sPISOK LITERATURY�

gLAWA VI� R��kwiwalentnostx w

algebrai�eskih gruppah

pUSTX X  NEPRIWODIMOE ALGEBRAI�ESKOE MNOGOOBRAZIE NAD POLEM k	 PRI�EM MNO�
VESTWO X�k� NEPUSTO� sLEDUQ mANINU ���	 NAZOWEM DWE TO�KI x� y � X�k� STROGO
R��KWIWALENTNYMI	 ESLI SU�ESTWUET RACIONALXNOE k�OTOBRAVENIE f � P�

k � X TA�
KOE	 �TO f��� � x� f��� � y� qSNO	 �TO WSE k�TO�KI AFFINNOGO PROSTRANSTWA An

STROGO �KWIWALENTNY ODNOJ FIKSIROWANNOJ TO�KE� �TO VE WERNO I DLQ OTKRYTYH PO
zARISSKOMU NEPUSTYH PODMNOVESTW W An� wERNEMSQ K MNOGOOBRAZI� X�
oPREDELENIE� tO�KI x� y � X�k� NAZYWA�TSQ R��KWIWALENTNYMI �W OBOZNA�E�

NIQH� x � y�	 ESLI SU�ESTWUET KONE�NAQ POSLEDOWATELXNOSTX x � x�� x�� ��� xn � y
TO�EK W X�k� TAKAQ	 �TO TO�KI xi� xi��  STROGO R��KWIWALENTNY�

mNOVESTWO X�k� RAZBIWAETSQ NA KLASSY OTNOSITELXNO R��KWIWALENTNOSTI	 OBO�
ZNA�IM �TO RAZBIENIE �EREZ X�k��R� pONQTNO	 �TO ESLI X  SPECIALXNO	 T�E�	 ESLI
KAVDAQ EGO TO�KA OBLADAET OTKRYTOJ OKRESTNOSTX�	 IZOMORFNOJ OTKRYTOMU PODMNO�
VESTWU WAn	 TOX�k��R � fxg�tAKIM OBRAZOM	 OTNO�ENIE R IZMERQET W �TOM SMYSLE

OTKLONENIE X OT SPECIALXNOSTI� w KNIGE mANINA ��� MNOVESTWO X�k��R IZU�ALOSX W

SLU�AE	 KOGDA X QWLQLOSX KUBI�ESKOJ POWERHNOSTX�� oKAZALOSX	 �TO X�k��R  BIRA�
CIONALXNYJ INWARIANT W KLASSE KUBI�ESKIH UNIRACIONALXNYH POWERHNOSTEJ	 IME��
�IJ WAVNYJ ARIFMETIKO�GEOMETRI�ESKIJ SMYSL� dALXNEJ�IJ SU�ESTWENNYJ WKLAD
W TEORI� R��KWIWALENTNOSTI WNESLI kOLXO�tELEN I sANS�K ���� oNI OBNARUVILI	
�TO R��KWIWALENTNOSTX WELIKOLEPNO WPISYWAETSQ W KATEGORI� LINEJNYH ALGEBRAI�
�ESKIH GRUPP� mOVNO SKAZATX	 �TO �TO NAIBOLEE ESTESTWENNAQ OBLASTX PRIMENENIQ
R��KWIWALENTNOSTI K ALGEBRAI�ESKIM MNOGOOBRAZIQM� kOLXO�tELEN I sANS�K OBSTO�
QTELXNO ISSLEDOWALI R��KWIWALENTNOSTX NA ALGEBRAI�ESKIH TORAH� oNI SWELI ZADA�U
K WY�ISLENI� ��KOGOMOLOGIJ GRUPPY nERONA�sEWERI SOOTWETSTWU��EJ PROEKTIWNOJ
MODELI� �TO POZWOLILO POLU�ITX HORO�IE FORMULY DLQ KONKRETNYH WY�ISLENIJ�
aWTORU UDALOSX WY�ISLITX GRUPPU R��KWIWALENTNOSTI NA WNUTRENNIH FORMAH OD�
NOSWQZNOJ GRUPPY �EWALLE TIPA An	 �TO POZWOLILO USTANOWITX BIRACIONALXNU�
PRIRODU GRUPPY uAJTHEDA SK��A�	 USPE�NO IZU�AW�U�SQ W �KOLE pLATONOWA �wOS�
KRESENSKIJ �����nEDAWNO mERKURXEW ��� NA�EL SPOSOB WY�ISLENIQ R��KWIWALENTNOSTI
NA POLUPROSTYH PRISOEDINENNYH GRUPPAH I POSTROIL PRIMERY NERACIONALXNYH PRI�
SOEDINENNYH GRUPP	 �TO OPROWERGAET ODNU IZ IZWESTNYH GIPOTEZ� pEREJDEM K POSLE�
DOWATELXNOMU IZLOVENI� �TIH WAVNYH KONSTRUKCIJ�

x��� gruppA R��kwiwalentnosti

����� pERWONA�ALXNYE SWOJSTWA R��KWIWALENTNOSTI NA MNOGOOBRAZIQH�
bUDEM S�ITATX	 �TO POLE k IMEET HARAKTERISTIKU NULX	 HOTQ MNOGIE REZULXTATY
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SPRAWEDLIWY I W BOLEE OB�EM SLU�AE� eSLI L  RAS�IRENIE POLQ k I X  ALGEB�
RAI�ESKOE MNOGOOBRAZIE NAD k	 TO SIMWOL X�L��R BUDET OZNA�ATX �X �k L��L��R�
eSTESTWENNOE OTOBRAVENIE X�k��R � X�L��R	 KAK BUDET POKAZANO DALEE	 NE QW�
LQETSQ NI MONOMORFIZMOM	 NI �PIMORFIZMOM W OB�EM SLU�AE� sLEDU��IE FAKTY
WYTEKA�T NEPOSREDSTWENNO IZ OPREDELENIQ�
pREDLOVENIE �� pUSTX X I Y  NEPRIWODIMYE ALGEBRAI�ESKIE MNOGOOBRAZIQ

NAD POLEM k� tOGDA
�� WSQKIJ MORFIZM f � X � Y OPREDELQET OTOBRAVENIE MNOVESTW fR � X�k��R�

Y �k��R�
�� �X �k Y ��k��R � X�k��R � Y �k��R�
�� RF�k�X��k��R � X�F ��R�
ZDESX X  MNOGOOBRAZIE NAD POLEM F� �
bIRACIONALXNAQ INWARIANTNOSTX MNOVESTWA X�k��R PROSMATRIWAETSQ W SLEDU��

�EM PREDLOVENII kOLXO�tELENA I sANS�KA ����
pREDLOVENIE �� pUSTX X I Y  GLADKIE PROEKTIWNYE MNOGOOBRAZIQ NAD POLEM

k� wSQKOE RACIONALXNOE OTOBRAVENIE f � X � Y OPREDELQET OTOBRAVENIE MNOVESTW

fR � X�k��R � Y �k��R	 KOTOROE SOWPADAET S ESTESTWENNYM W TO�KAH	 GDE f OPREDE�
LENO� eSLI f  BIRACIONALXNOE OTOBRAVENIE NAD POLEM k	 TO fR QWLQETSQ BIEKCIEJ

X�k��R �� Y �k��R	 T�E� X�k��R ESTX BIRACIONALXNYJ INWARIANT W KATEGORII GLAD�
KIH NEPRIWODIMYH PROEKTIWNYH k�MNOGOOBRAZIJ� kROME TOGO	 X�k��R SOSTOIT IZ

ODNOGO KLASSA DLQ MNOGOOBRAZIJ	 RACIONALXNYH NAD POLEM k �W ZAPISI X�k��R � ���
dOKAZATELXSTWO� pUSTX SNA�ALA f � X � Y ESTX RAZDUTIE SHEMY Y S CENTROM W

GLADKOJ ZAMKNUTOJ k�SHEME Z	 LEVA�EJ W Y� codimZ � r��� sLOJ OTOBRAVENIQ f W
KAVDOJ TO�KE IZ Y �k� ESTX PROEKTIWNOE PROSTRANSTWO RAZMERNOSTI � ILI r	 PO�TOMU
fR S�RXEKTIWNO I k�TO�KI W SLOQHR��KWIWALENTNY MEVDU SOBOJ�dLQ DOKAZATELXSTWA
IN�EKTIWNOSTI OTOBRAVENIQ fR DOSTATO�NO POKAZATX	 �TO DLQ L�BYH DWUH STROGO
R��KWIWALENTNYH TO�EK y� I y�� IZ Y �k� NAKRYWA��IE IH TO�KI x� I x�� IZ X�k�
TAKVE R��KWIWALENTNY� tAK KAK MNOGOOBRAZIE Y POLNOE	 TO TO�KI y� I y�� LEVAT W
OBRAZE NEKOTOROGO k�MORFIZMA � � P�

k � Y� ���� � y�� ���� � y��� eSLI DUGA ��P�
k�

NE SODERVITSQ W Z	 TO � DOPUSKAET k�NAKRYTIE � � P�
k � X	 PO�TOMU x� � x��� w

PROTIWNOM SLU�AE	 PUSTX y� I y�� LEVAT W U �k�	 GDE U  OTKRYTAQ OBLASTX W Z TAKAQ	
�TO U �Y X k�IZOMORFNA U �kPr� tEPERX DOSTATO�NO RASSMOTRETX NAKRYWA��IJ k�
MORFIZM � � P�

k � X	 OPREDELQEMYJ PO PRAWILU t� ���t�� z�	 GDE z  FIKSIROWANNAQ
TO�KA IZ Pr�k�� w OB�EM SLU�AE Z IMEET KONE�NOE POKRYTIE OTKRYTYMI OBLASTQMI

S UKAZANNYMI SWOJSTWAMI	 �TO I DOKAZYWAET IN�EKTIWNOSTX OTOBRAVENIQ fR DLQ MO�
NOIDALXNOGO MORFIZMA f � pUSTX TEPERX f � X � Y  PROIZWOLXNYJ BIRACIONALXNYJ
k�MORFIZM� sOGLASNO hIRONAKE ���	 SU�ESTWUET KOMMUTATIWNAQ DIAGRAMMA BIRACIO�
NALXNYH k�MORFIZMOW

Z
� �
X

f� Y

�

W KOTOROJ DWE WERHNIE STRELKI QWLQ�TSQ KOMPOZICIQMI MONOIDALXNYH PREOBRAZOWA�
NIJ� iZ PERWOJ �ASTI NA�EGO DOKAZATELXSTWA SLEDUET	 �TO WERHNIE STRELKI W INDU�
CIROWANNOJ KOMMUTATIWNOJ DIAGRAMME

Z�k��R
� �

X�k��R � Y �k��R
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QWLQ�TSQ BIeKCIQMI	 OTKUDA fR  BIEKCIQ� nAKONEC	 PUSTX TEPERX f � X � Y QWLQET�
SQ RACIONALXNYM OTOBRAVENIEM NAD POLEM k� tOGDA SU�ESTWUET GLADKOE PROEKTIW�
NOE k�MNOGOOBRAZIE Z I DWA k�MORFIZMA g� h	 DELA��IH KOMMUTATIWNOJ DIAGRAMMU

Z
� g � h

X
f� Y

�

PRI�EM g  BIRACIONALXNO� iMEEM OTOBRAVENIE X�k��R � Y �k��R	 OPREDELQEMOE
KOMPOZICIEJ hR 	 g��R � eGO MY I WOZXMEM W KA�ESTWE fR	 POSKOLXKU ONO NE ZAWISIT OT
TROJKI �Z� g� h�� �
sLEDSTWIE �� pUSTX X  GLADKOE k�MNOGOOBRAZIE I f � X � Y  k�RACIONALXNOE

OTOBRAVENIE MNOGOOBRAZIQX W PROEKTIWNOE GLADKOE k�MNOGOOBRAZIE Y � tOGDA IMEEM
OTOBRAVENIE fR � X�k��R� Y �k��R�

w SAMOM DELE	 PUSTX X �  GLADKAQ PROEKTIWNAQ MODELX MNOGOOBRAZIQ X� i � X �
X�  ESTESTWENNYJ MORFIZM WLOVENIQ� oTOBRAVENIE f PRODOLVAETSQ DO RACIONALX�
NOGO OTOBRAVENIQ X� � Y � oDNOZNA�NO OPREDELENA KOMPOZICIQ OTOBRAVENIJ

X�k��R� X��k��R� Y �k��R�

KOTORU� MY I BUDEM OBOZNA�ATX SIMWOLOM fR� �
sLEDSTWIE �� pUSTX i � X � X�  GLADKAQ KOMPAKTIFIKACIQ GLADKOGO k�

MNOGOOBRAZIQ X� tOGDA OTOBRAVENIE iR � X�k��R � X��k��R NE ZAWISIT OT WYBORA

X�� �
����� bIRACIONALXNAQ INWARIANTNOSTX R��KWIWALENTNOSTI W GRUPPAH�

pUSTX TEPERX G  SWQZNAQ LINEJNAQ ALGEBRAI�ESKAQ GRUPPA NAD POLEM k� gRUPPA G
 UNIRACIONALXNA	 IBO POLE k IMEET HARAKTERISTIKU NULX	 PO�TOMU G�k�  BESKO�
NE�NOE MNOVESTWO� gRUPPOWAQ STRUKTURA W G�k� SOGLASOWANA S R��KWIWALENTNOSTX�	
PO�TOMU MNOVESTWO G�k��R SNABVAETSQ ESTESTWENNYM STROENIEM GRUPPY� dO SIH
POR NE QSNO	 WSEGDA LI GRUPPA G�k��R KOMMUTATIWNA� pUSTX g � G�k� I � g � 
KLASS R��KWIWALENTNOSTI� pOSKOLXKU G UNIRACIONALXNA	 TO SU�ESTWUET DOMINANT�
NYJ k�MORFIZM � OTKRYTOGO MNOVESTWA V IZ An

k W G� iSPOLXZUQ SDWIG NA �LE�
MENT IZ G�k�	 MOVNO S�ITATX	 �TO ��V �k�� SODERVIT EDINICU e GRUPPY G�k�� tOGDA
��V �k�� 
 � e �	 PO�TOMU KLASS � e �	 A SLEDOWATELXNO	 I L�BOJ R�KLASS � g �
PLOTEN PO zARISSKOMU W G�k�� kLASS � e � QWLQETSQ NORMALXNYM DELITELEM G�k� I
G�k��R ESTX FAKTOR�GRUPPA G�k�� � e ��
pREDLOVENIE �� wSQKIE DWE TO�KI	 R��KWIWALENTNYE W G�k�	 QWLQ�TSQ STROGO

R��KWIWALENTNYMI�
dOKAZATELXSTWO� pUSTX g� g� � G�k�� g � g�� sU�ESTWUET CEPO�KA �LEMENTOW

g�� g�� ��� gn W G�k� TAKIH	 �TO g� � g� gn � g� I �LEMENTY gi� gi�� STROGO R�
�KWIWALENTNY� pO INDUKCII MOVNO S�ITATX	 �TO n � � I g� � e� sU�ESTWU�T DWE
TO�KI f��t� I f��t� IZ G�k�t�� SO SWOJSTWAMI� f���� � e� f���� � g�� f���� � g�� f���� �
g�� pUSTX h�t� � f��t��f���� t����� tOGDA h��� � e � g� I h��� � g�� �
pREDLOVENIE ��pUSTX h�t�  �ISTO TRANSCENDENTNYE RAS�IRENIQ POLQ k�tOGDA

ESTESTWENNOE OTOBRAVENIE

� � G�k��R� G�k�t���R

QWLQETSQ IZOMORFIZMOM�
dOKAZATELXSTWO� pUSTX f�t� � G�k�t��� sU�ESTWUET TO�KA t� � k	 W KOTOROJ

�LEMENT f�t� OPREDELEN� tOGDA TO�KI f�t� I f�t�� R��KWIWALENTNY� �TO DOKAZYWAET
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S�R�EKTIWNOSTX OTOBRAVENIQ �� pUSTX g � G�k� 
 G�k�t��� g � e W G�k�t��� iZ PRED�
LOVENIQ � SLEDUET	 �TO SU�ESTWUET �LEMENT h�t� u� � G�k�t� u�� TAKOJ	 �TO h�t� �� � e
I h�t� �� � g� dALEE SU�ESTWUET TO�KA t� � k TAKAQ	 �TO FUNKCIQ h�t�� u� OPREDELENA
PRI u � �� �� tOGDA h�t�� �� � e I h�t�� �� � g� �
pREDLOVENIE �� pUSTX U  OTKRYTOE PO zARISSKOMU NEPUSTOE PODMNOVESTWO W

G� tOGDA ESTESTWENNOE OTOBRAVENIE

i � U �k��R� G�k��R

QWLQETSQ BIEKCIEJ�
dOKAZATELXSTWO� w SAMOM DELE	 PERESE�ENIE � g � � U �k�  NEPUSTO	 PO�TOMU

OTOBRAVENIE i QWLQETSQ S�R�EKTIWNYM� dALEE	 PUSTX x� y � U �k� I x � y W G�k�� pO
PREDLOVENI� � SU�ESTWUET �LEMENT f � G�k�t�� TAKOJ	 �TO f�a� � x� f�b� � y DLQ
NEKOTORYH a� b � k� pOSKOLXKU FUNKCI� f MOVNO RASSMATRIWATX I KAK RACIONALXNOE
OTOBRAVENIE f � P� � U 	 TO x � y W U �k�� �
tEOREMA� pUSTX G I G�  SWQZNYE LINEJNYE ALGEBRAI�ESKIE GRUPPY NAD POLEM k

HARAKTERISTIKI NULX� eSLI MNOGOOBRAZIQ G I G� BIRACIONALXNO �KWIWALENTNY NAD

POLEM k	 TO SU�ESTWUET BIEKCIQ MNOVESTW

G�k��R  G��k��R�

�TO SLEDUET IZ PREDLOVENIQ �� �
zAME�ANIE� bIEKCI� W DANNOJ TEOREME MOVNO WYBRATX TAK	 �TOBY EDINICA

GRUPPY G�k��R PEREHODILA BY W EDINICU GRUPPY G��k��R� dO SIH POR NEQSNO	 BUDET
LI W �TOM SLU�AE �TA BIEKCIQ GRUPPOWYM IZOMORFIZMOM� dALEE	 TEOREMA OSTAETSQ
SPRAWEDLIWOJ	 ESLI ZAMENITX BIRACIONALXNU� �KWIWALENTNOSTX NA STABILXNU� �K�
WIWALENTNOSTX�

x��� R��kwiwalentnostx na algebrai�eskih torah

����� wQLAQ REZOLXWENTA TORA I R��KWIWALENTNOSTX� aLGORITMA	 POZWO�
LQ��EGO WY�ISLITX GRUPPU G�k��R DLQ OB�IH POLUPROSTYH GRUPP G	 DO SIH POR
NE NAJDENO� nADEVDU NA USPEH W BUDU�EM DA�T KAK WSEGDA ISSLEDOWANIQ W OBLASTI

ALGEBRAI�ESKIH TOROW� kAK POKAZALI kOLXO�tELEN I sANS�K ���	 W KATEGORII TOROW
IMEETSQ PREKRASNAQ FORMULA DLQ WY�ISLENIQ BIRACIONALXNOGO INWARIANTA T �k��R�
pRAWDA	 OKAZALOSX	 �TO INWARIANT T �k��R QWLQETSQ ODNIM IZ PROIZWODNYH HORO�O

IZWESTNOGO BIRACIONALXNOGO INWARIANTA �Pic �X�T ��� dALEE MY POKAVEM	 �TO W KATE�
GORII WSEH LINEJNYH ALGEBRAI�ESKIH GRUPP BIRACIONALXNYJ INWARIANT G�k��R NE

WYWODIM IZ �Pic �X�G���
pUSTX L�k  KONE�NOE RAS�IRENIE gALUA S GRUPPOJ � � Gal�L�k�� C�L�k� 

KATEGORIQ ALGEBRAI�ESKIH k�TOROW	 RAZLOVIMYH NAD L� wOZXMEM TOR T � C�L�k�	
IMEEM WQLU� REZOLXWENTU

�� �T � �S � �N � �� �N � H�����

I DWOJSTWENNU� POSLEDOWATELXNOSTX TOROW KATEGORII C�L�k�

�� N � S
�� T � �� ���

OTKUDA TO�NAQ POSLEDOWATELXNOSTX KOGOMOLOGIJ

�� N �k�� S�k�
�� T �k�

�� H��L�k�N �L��� ��
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pOSKOLXKU MNOGOOBRAZIE S ESTX OTKRYTAQ �ASTX AFFINNOGO PROSTRANSTWA An
k � n �

dimS	 TO ��S�k�� 
 � � � 
 T �k�� oTS�DA POLU�AEM �PIMORFIZM

H��L�k�N �L�� � T �k����S�k�� � T �k��R�

pOKAVEM	 �TO ��S�k�� �� � �� pUSTX x �� � �� tOGDA SU�ESTWUET RACIONALXNOE
OTOBRAVENIE f � P�

k � T I TO�KI a� b � P��k� TAKIE	 �TO f�a� � �� f�b� � x�
pUSTX U  OTKRYTAQ �ASTX P�

k TAKAQ	 �TO OGRANI�ENIE f NA U REGULQRNO I a� b �
U �k�� sTRUKTURNYJ MORFIZM U � Spec k OPREDELQET KOMMUTATIWNU� DIAGRAMMU

�TALXNYH KOGOMOLOGIJ S TO�NYMI STROKAMI

� � N �k� � S�k�
�� T �k�

�� H��k�N � � �
� �� � �� � �� � ��

� � ��U�N � � ��U� S�
��� ��U� T �

��� H��U�N � � H��U� S��

���

W KOTOROJ ��� ��� �� QWLQ�TSQ MONOMORFIZMAMI� kOLXO�tELEN I sANS�K ��� DOKAZY�
WA�T SLEDU��EE WAVNOE UTWERVDENIE

pREDLOVENIE �� pUSTX U  OTKRYTAQ �ASTX W An
k 	 SODERVA�AQ RACIONALXNU�

TO�KU�eSLI MODULX �N  WQLYJ	 TO GOMOMORFIZMH��k�N �� H��U�N �	 OPREDELQEMYJ
STRUKTURNYM MORFIZMOM	 QWLQETSQ IZOMORFIZMOM�

dOKAZATELXSTWO� rASSMOTRIM SPEKTRALXNU� POSLEDOWATELXNOSTX lERE

Hp�k�Hq� �U�N ��� Hn�U�N ��

WOZNIK�U� IZ STRUKTURNOGO MORFIZMA U � Spec k� pOSKOLXKU Pic �U � �	 TO IMEEM
RAWENSTWO H�� �U�N � � � I	 SLEDOWATELXNO	 ESTESTWENNYJ MORFIZM

H��k�H�� �U�N �� � H��k�Hom� �N� �k�U ���� H��U�N �

QWLQETSQ BIEKCIEJ� gRUPPA �k�U �� ESTX PRQMOE PROIZWEDENIE �k��D	 GDE D  MULXTI�
PLIKATIWNAQ PODGRUPPA	 POROVDENNAQ NORMIROWANNYMI NEPRIWODIMYMI MNOGO�LE�
NAMI	 OBRA�A��IMISQ W NULX WNE �U � rAZLOVENIE �k��D G�MODULXNOE	 GDE G  GRUPPA
gALUA RAS�IRENIQ �k�k� iMEEM

Hom� �N� �k�U ��� � �N� � �k�U �� � � �N� � �k��� � �N� �D�� �N� � Hom� �N�Z��

pOSKOLXKU GRUPPA G DEJSTWUET NA D PERESTANOWKAMI I �N�  WQLYJ MODULX	 TO
H��k� �N� �D� � �� sLEDOWATELXNO	 H��k�H�� �U�N �� � H��k�N ��k��� �
sLEDSTWIE� pUSTX S  KWAZIRAZLOVIMYJ k�TOR� tOGDA H��U� S� � � DLQ L�BOGO

OTKRYTOGO PODMNOVESTWA U 
 An
k �

�TO SLEDUET IZ RAWENSTWA H��k� S� � �� �
wERNEMSQ K DIAGRAMME �� pREDLOVENIE � I EGO SLEDSTWIE POKAZYWA�T	 �TO 	�

QWLQETSQ �PIMORFIZMOM	 A ��  IZOMORFIZMOM� dLQ NA�EJ FUNKCII f � U � T S

USLOWIQMI f�a� � �� f�b� � x � T �k� SU�ESTWUET y � T �k� TAKOJ	 �TO ���y� �
fg� g � Im����� fUNKCIQ ���y�  POSTOQNNAQ	 PO�TOMU ���y� � f�a�g�a� � g�a��
oTS�DA f�b�g�b� � g�a�	 ILI x � g�a�g�b���� �TO POKAZYWAET	 �TO � � �� ��S�k��	 I
MY POLU�AEM TEOREMU kOLXO�tELENA I sANS�KA�
tEOREMA�pUSTX T  k�TOR�pOSLEDOWATELXNOSTX ��� OPREDELQET IZOMORFIZM GRUPP

T �k��R �� H��k�N ��k���

wSQKIJ R�KLASS PARAMETRIZUETSQ MNOVESTWOM S�k�� �
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sLEDSTWIE �� gRUPPA T �k��R PERIODI�NA I EE �KSPONENTA DELIT STEPENX �L � k�	
GDE L�k  MINIMALXNOE POLE RAZLOVENIQ TORA T� �
sLEDSTWIE �� pUSTX G  SWQZNAQ LINEJNAQ ALGEBRAI�ESKAQ GRUPPA NAD POLEM k�

tOGDA GRUPPA G�k��R PERIODI�NA I IMEET OGRANI�ENNYJ POKAZATELX�
dOKAZATELXSTWO� pUSTX x � G�k�� x � xsxu  RAZLOVENIE vORDANA W PROIZ�

WEDENIE POLUPROSTOJ I UNIPOTENTNOJ �ASTI� mNOGOOBRAZIE UNIPOTENTNOJ GRUPPY

IZOMORFNO AFFINNOMU PROSTRANSTWU	 PO�TOMU WSE UNIPOTENTNYE �LEMENTY xu R�
�KWIWALENTNY EDINICE� tAKIM OBRAZOM	 x �KWIWALENTEN xs� �LEMENT xs LEVIT W NE�
KOTOROM TORE GRUPPY G	 PO�TOMU	 PO SLEDSTWI� �	 EGO PORQDOK OGRANI�EN STEPENX�
POLQ RAZLOVENIQ �TOGO TORA� nO MINIMALXNYE POLQ RAZLOVENIQ TOROW GRUPPY G
IME�T OGRANI�ENNU� STEPENX� �
pREDLOVENIE �� pUSTX T � C�L�k� I GRUPPA gALUA � RAS�IRENIQ L�k META�

CIKLI�ESKAQ� tOGDA T �k��R � ��
dOKAZATELXSTWO� mY WIDELI W GLAWE II	 �TO W DANNOM SLU�AE ��MODULX pIKARA

�N QWLQETSQ PRQMYM SLAGAEMYM PERMUTACIONNOGO MODULQ� pO�TOMU IMEEM RAWENSTWO
H��k�N ��k�� � H��L�k�N �L�� � �� w �ASTNOSTI	 NA WSEH WE�ESTWENNYH TORAH	 A ZNA�
�IT	 I NA WSEH SWQZNYH LINEJNYH GRUPPAH G	 OPREDELENNYH NAD POLEM WE�ESTWENNYH
�ISEL	 R��KWIWALENTNOSTX NULEWAQ� �

����� tORY SPECIALXNOGO WIDA� rASSMOTRIM TEPERX SLU�AJ NORMENNYH GI�

PERPOWERHNOSTEJ T � R
���
L�k

�Gm�	 GDE L�k  RAS�IRENIE gALUA S GRUPPOJ �� wQLAQ

REZOLXWENTA MODULQ �T NAHODITSQ W DWA PRIEMA

� � I � Z���� Z� ��

� � �N� � �� I � ��

GDE �  SWOBODNYJ ��MODULX	 A I� � �T � iZ �TIH POSLEDOWATELXNOSTEJ SLEDUET	 �TO
��MODULX �N QWLQETSQ WQLYM	 T�E� H������ �N � � � DLQ WSEH PODGRUPP �� GRUPPY ��
iMEEM RAWENSTWA

H��L�k�N �L�� � H��L�k� �N� � L�� � H��L�k� I � L�� � H���L�k� L���

OTKUDA WYTEKAET SLEDU��AQ TEOREMA�

tEOREMA �� pUSTX T � R
���
L�k�Gm� I L�k  NORMALXNO	 TOGDA

T �k��R � H���L�k� L��� �
iSPOLXZOWANIE TEOREM DWOJSTWENNOSTI tEJTA I nAKAQMY POZWOLQET W SLU�AE LO�

KALXNYH I �ISLOWYH POLEJ POLU�ATX BOLEE DELIKATNYE SOOTNO�ENIQ�
tEOREMA �� pUSTX T  TOR NAD 
�ADI�ESKIM POLEM k� tOGDA

T �k��R � H��k�N � � H��k� �N�

I	 SLEDOWATELXNO	 GRUPPA T �k��R  KONE�NA� �
pUSTX k  POLE ALGEBRAI�ESKIH �ISEL KONE�NOJ STEPENI NAD Q� �L � k� ��� � �

Gal�L�k�� M  PROIZWOLXNYJ ��MODULX� pOLOVIM

� q�L�k�M � � � q���M � � Ker �Hq���M ��
Y
v

Hq��v�M ���

�v � Gal �L��kv�  GRUPPA RAZLOVENIQ	 �v 
 �� pUSTX �N  WQLYJ ��MODULX	 T�E�
H������ �N� � � DLQ WSEH PODGRUPP �� GRUPP �� dLQ SOOTWETSTWU��EGO L�k�TORA
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N IMEEM RAWENSTWA H���v� N �L��� � � DLQ WSEH TO�EK v POLQ k	 NERAZWETWLENNYH
W L� �TO SLEDUET IZ CIKLI�NOSTI GRUPPY �v I DWOJSTWENNOSTI tEJTA�nAKAQMY�
H���v� N �L��� �� H���v� �N��� pO�TOMU PROIZWEDENIE

Q
vH

���v� N � NA SAMOM DELE

KONE�NO	 �TO POZWOLQET WWESTI DLQ WQLYH TOROW SLEDU��EE OPREDELENIE�

���L�k�N � � ����� N � � Coker�H���� N ��
Y
v

H���v� N ���

eSLIHq��v�M � � � PO�TI DLQ WSEH NORMIROWANIJ v	 TO MOVNO OPREDELITX I� q���M �
ANALOGI�NYM SPOSOBOM�

iZOMORFIZMY DWOJSTWENNOSTI tEJTA�nAKAQMY	 LOKALXNYE I GLOBALXNYE	 POZWO�
LQ�T NAPISATX SLEDU��U� TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX KONE�NYH ABELEWYH GRUPP

� �� ��L�k� �N�� � H��L�k�N �� ���L�k� �N �� � � ���

ILI DUALXNU� EJ

� � ���L�k�N �� H��k� �N�� �� ��L�k�N �� ��

SM� kOLXO�tELEN I sANS�K ����
tEOREMA �� pUSTX T  TOR	 OPREDELENNYJ NAD �ISLOWYM POLEM k� tOGDA IMEEM

TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX

� �� ��L�k� �N�� � T �k��R� ���L�k� �N�� � ��

GDE � �N � � p�T �� w �ASTNOSTI	 GRUPPA T �k��R KONE�NA�
dOKAZATELXSTWO SOSTOIT W SOEDINENII IZOMORFIZMA TEOREMY P����� S POSLEDOWA�

TELXNOSTX� ���� �
wERNEMSQ K TORAM T � R

���
L�k�Gm� TEOREMY �� u�ITYWAQ	 �TO

Hq���� �N � �� Hq������Z�� �� 
 ��

IMEEM SLEDU��EE UTWERVDENIE�
tEOREMA �� w USLOWIQH TEOREMY � IMEETSQ TO�NAQ POSLEDOWATELXNOSTX

� �� ����Z�� � T �k��R� �����Z�� � �� �

rASSMOTRIM TEPERX NESKOLXKO PRIMEROW�
pRIMER ��pUSTX L � L��kL�  SWOBODNYJ KOMPOZIT DWUH KWADRATI�NYHRAS�I�

RENIJ GLOBALXNOGO POLQ k� � � Z��Z�Z��Z� �L � k� � �� T � T
���
L�k�Gm�� dimT � ��

pUSTX s  KOLI�ESTWO TO�EK v POLQ k TAKIH	 �TO �v � �� iZWESTNO	 �TO H����Z� �
Z��Z� H����Z� � �Z��Z��� oTOBRAVENIE OGRANI�ENIQ H����Z�� H�����Z�	 GDE ��

 PODGRUPPA PORQDKA � W � ESTX ODNA IZ TREH PROEKCIJ �Z��Z�� � Z��Z	 PO�TOMU
� ����Z� � �� iMEEM IZOMORFIZM T �k��R �� �����Z�� gRUPPA �����Z� IZOMORFNA
�Z��Z�s��	 ESLI s � �	 I � PRI s � ��pUSTX	 NAPRIMER	 L � Q�

p���p��� tOGDA s � �	
IBO �  �TO EDINSTWENNAQ PROSTAQ TO�KA	 DLQ KOTOROJ �� � �	 PO�TOMU T �Q��R � ��
oDNAKO T �Q���R �� �	 IBO

T �Q���R � H����� N � � H���� �N� � H����Z� � Z��Z�

bOLEE TOGO	 PUSTX kn � Q�
p
p�� ���

p
pn�	 GDE pi  PROSTYE �ISLA	 UDOWLETWORQ��IE

USLOWI� pi � ��mod��	 T�E� pi QWLQ�TSQ KWADRATAMI W POLE Q�� pOLE kn CELIKOM
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SODERVITSQ W POLE Q�	 TOGDA PROSTOJ IDEAL ��� POLQ Q POLNOSTX� RASPADAETSQ W

kn W PROIZWEDENIE n IDEALOW PERWOJ STEPENI� pO�DRUGOMU	 ��ADI�ESKOE NORMIROWANIE
POLQ Q IMEET n NE�KWIWALENTNYH PRODOLVENIJ NA POLE kn� pOSKOLXKU kn 
 Q�	 TO
�kn�

p���p�� � kn� � �Q��
p���p�� � Q�� � �L � Q� � �� pORQDOK GRUPPY T �kn��R

RAWEN �n��	 ON NEOGRANI�EN�
����� iSSLEDOWANIE GRUPPY T�k�t		� wERNEMSQ K TEOREME P������ gLAWNAQ

TRUDNOSTX W EE DOKAZATELXSTWE SOSTOQLA W PROWERKE TOGO	 �TO WKL��ENIE GRUPPY
��S�k�� W KLASS � � � NA SAMOM DELE QWLQETSQ RAWENSTWOM�mY PRIMENIM TEPERX NE�
SKOLXKO INOJ PODHOD K DOKAZATELXSTWU SOOTNO�ENIQ � � �� ��S�k��	 NO ON POZWOLIL
WY�ISLITX R��KWIWALENTNOSTX I NA NEKOTORYH POLUPROSTYH GRUPPAH� wO�PERWYH	
ZAMETIM	 �TO WY�ISLENIE T �k��R DOSTATO�NO PROWODITX DLQ ANIZOTROPNYH TOROW	
IBO WSQKIJ k�TOR T BIRACIONALXNO �KWIWALENTEN PRQMOMU PROIZWEDENI� T��k��k T�	
GDE T�  RAZLOVIM	 T�  ANIZOTROPEN I T��k��R � ��
pREDLOVENIE� pUSTX T  TOR	 ANIZOTROPNYJ NAD k� X  EGO GLADKAQ PROEKTIW�

NAQ MODELX� tOGDA X�k� � T �k��
dOKAZATELXSTWO� dOSTATO�NO POSTROITX PROEKTIWNOE k�MNOGOOBRAZIE Y �NE OBQ�

ZATELXNO GLADKOE�	 SODERVA�EE T I TAKOE	 �TO T �k� � Y �k�� tOGDA TEORIQ RAZRE�
�ENIQ OSOBENNOSTEJ hIRONAKI POZWOLQET POSTROITX GLADKU� PROEKTIWNU� MODELX

Z TORA T 	 DOMINANTNYE MORFIZMY Z � X I Z � Y 	 PRI�EM Z�k� � T �k�� mNO�
GOOBRAZIE Y MOVNO POSTROITX SLEDU��IM OBRAZOM� pUSTX T � C�L�k�	 ��MODULX
�T ESTX FAKTOR SWOBODNOGO ��MODULQ	 PO�TOMU TOR T WKLADYWAETSQ W RL�k�Gm�n�

pUSTX R
���
L�k�Gm�  QDRO NORMENNOGO OTOBRAVENIQ RL�k�Gm�� Gm� tOR T ANIZOTRO�

PEN	 PO�TOMU T 
 R
���
L�k�Gm�n� iMEEM WLOVENIE RL�k�Gm� 
 RL�k�P

�� I PROEKTIWNOE

ZAMYKANIE Y� TORA R
���
L�k�Gm� W RL�k�P

�� IMEET WID NL�k�x���� ���xn�n� � tn	 GDE

��� ��� �n  BAZIS RAS�IRENIQ L�k� qSNO	 �TO Y��k� � R
���
L�k

�Gm��k�� pO�TOMU ZAMYKA�

NIE Y TORA T W RL�k�P
��n OBLADAET TEM VE SWOJSTWOM� �

wERNEMSQ K POSLEDOWATELXNOSTI ��� P������pUSTX k�t�  POLE RACIONALXNYH FUNK�
CIJ OT ODNOJ PEREMENNOJ t� F � L�t�� iMEEM KOMMUTATIWNU� DIAGRAMMU S TO�NYMI

STROKAMI

� � N �L� � S�L� � T �L� � �
� � �

� � N �F � � S�F � � T �F � � ��

IZ KOTOROJ POLU�AEM DIAGRAMMU KOGOMOLOGIJ S TO�NYMI STROKAMI

S�k� � T �k� � H��L�k�N �L�� � �
� � � �

S�k�t�� � T �k�t�� � H��L�k�N �F �� � ��
���

gRUPPA F �	 RASSMATRIWAEMAQ KAK ��MODULX	 ESTX PRQMAQ SUMMA ��MODULQ L� I PER�
MUTACIONNYH ��MODULEJ �Si	 POROVDENNYH NEPRIWODIMYMI NORMIROWANNYMI MNOGO�
�LENAMI IZ L�t�� F � � L� �P �Si� iZ PREDSTAWLENIQ N �F � � �N� � F � SLEDUET	 �TO

H��L�k�N �F �� � H��L�k� �N� � F �� � H��L�k� �N� � L�� � H��L�k�N �L���

IBO ��MODULX �N QWLQETSQ WQLYM	 ZNA�IT H��L�k� �N� � �Si� � �� wSE SKAZANNOE OZNA�
�AET	 �TO ESTESTWENNOE OTOBRAVENIE � � H��L�k�N �L�� � H��L�k�N �F �� QWLQETSQ
IZOMORFIZMOM� iZ ��� IMEEM TOGDA IZOMORFIZM

T �k����S�k��  T �k�t����S�k�t���
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ILI

T �k�t�� � T �k���S�k�t���� ���

tEPERX BUDEM S�ITATX	 �TO TOR T QWLQETSQ ANIZOTROPNYM	 X  EGO GLADKAQ PROEK�
TIWNAQ MODELX	 T �k� � X�k� PO PREDLOVENI�� tOGDA DLQ f � T �k�t�� RACIONALXNOE
OTOBRAVENIE f � P� � T OPREDELENO DLQ WSQKOJ TO�KI a � P��k�� pUSTX g � �	 T�E� SU�
�ESTWUET h � P� � T� h��� � �� h��� � g� iZ RAWENSTWA ��� SLEDUET	 �TO h�t� � g�s�t�	
GDE s�t� � ��S�k�t���� iTAK	 WSE �LEMENTY IZ T �k�	 STROGO �KWIWALENTNYE �	 LEVAT W
��S�k��� iTERIRUQ �TOT PROCESS	 POLU�AEM SOOTNO�ENIE � � �� ��S�k���

aNALOG RAWENSTWA ��� UDAETSQ SKONSTRUIROWATX I DLQ NEKOTORYH POLUPROSTYH

GRUPP G	 �TO POZWOLQET WY�ISLITX G�k��R�

x�
� unimodulqrnaq gruppa prostoj algebry

�
��� rEDUKCIQ K ANIZOTROPNOMU QDRU� w OTLI�IE OT TOROW DLQ NEKOMMUTA�
TIWNYH ALGEBRAI�ESKIH GRUPP G HORO�IH FORMUL DLQ WY�ISLENIQ GRUPPY G�k��R
W OB�EM SLU�AE POKA NE NAJDENO� pERWOE	 �TO NAPRA�IWAETSQ	 �TO RASSMOTRETX SWQZ�
NYE REDUKTIWNYE GRUPPY G	 OBLADA��IE BORELEWSKOJ PODGRUPPOJ B	 TAKVE OPRE�
DELENNOJ NAD k� w �TOM SLU�AE B ESTX POLUPRQMOE PROIZWEDENIE k�TORA T I UNI�
POTENTNOJ GRUPPY N � pROIZWEDENIE N � T � N IZOMORFNO OTKRYTOJ �ASTI W G	
PO�TOMU G�k��R � T �k��R� mOVNO PRODOLVITX IZU�ENIE GRUPPY G�k��R W �TOM NA�
PRAWLENII� kAVDAQ REDUKTIWNAQ GRUPPA G ESTX PO�TI PRQMOE PROIZWEDENIE TORA I

POLUPROSTOJ GRUPPY� wSQ TRUDNOSTX SOSTOIT W WY�ISLENII G�k��R DLQ POLUPROS�
TOJ GRUPPY� pUSTX T  MAKSIMALXNYJ k�RAZLOVIMYJ TOR W POLUPROSTOJ k�GRUPPE G	
RAZMERNOSTX r TORA T NAZYWAETSQ k�RANGOM GRUPPY G� eSLI r � �	 GRUPPA G NAZY�
WAETSQ IZOTROPNOJ	 W PROTIWNOM SLU�AE  ANIZOTROPNOJ� iZOTROPNOSTX RAWNOSILX�
NA SU�ESTWOWANI� UNIPOTENTNOGO �LEMENTA W GRUPPE G�k�	 OTLI�NOGO OT EDINICY�
pUSTX r � � I Z�T �  CENTRALIZATOR TORA T W G� mINIMALXNAQ PARABOLI�ESKAQ
k�PODGRUPPA P GRUPPY G	 SODERVA�AQ Z�T �	 ESTX POLUPRQMOE PROIZWEDENIE ZN 	 GDE
N  UNIPOTENTNA� pROIZWEDENIE N � Z � N IZOMORFNO OTKRYTOMU PODMNOVESTWU

W G	 OTKUDA G�k��R � Z�k��R� dALEE	 POLUPROSTAQ �ASTX GRUPPY Z QWLQETSQ k�
ANIZOTROPNOJ �ANIZOTROPNOE QDRO GRUPPY G�� tAKIM OBRAZOM	 WY�ISLENIE GRUPPY
G�k��R PO MODUL� CENTRALXNOGO TORA SWODITSQ K ANALOGI�NYM RAS�ETAM DLQ ANIZO�
TROPNOJ POLUPROSTOJ GRUPPY� sU�ESTWENNYM PRODWIVENIEM W WOPROSE WY�ISLENIQ

GRUPPY G�k��R DLQ POLUPROSTYH ALGEBRAI�ESKIH GRUPP QWILOSX OTKRYTIE SWQZI

MEVDU ISSLEDOWANIQMI BIRACIONALXNYH HARAKTERISTIK LINEJNYH GRUPP I REZULX�
TATAMI w�p�pLATONOWA ��	�� PO PROBLEME tANNAKA�aRTINA� rASSMOTRIM �TI SOOTNO�
�ENIQ BOLEE PODROBNO�

�
��� gRUPPA uAJTHEDA PROSTOJ ALGEBRY� pUSTX A  PROSTAQ CENTRALXNAQ
ALGEBRA KONE�NOGO RANGA NAD POLEM k� iZWESTNO	 �TO EE RANG �A � k� WSEGDA QWLQETSQ
KWADRATOMCELOGO �ISLA� pUSTXNrd�a�  PRIWEDENNAQ NORMA �LEMENTA a � A� oTOBRA�
VENIE Nrd � A� � k� QWLQETSQ GOMOMORFIZMOM	 PUSTX SL�A�  QDRO �TOGO NORMENNOGO
OTOBRAVENIQ� uRAWNENIE Nrd � � OPREDELQET SWQZNU� POLUPROSTU� GRUPPU NAD PO�
LEM k	 KOTORU� MY OBOZNA�IM SLA� SLA�k� � SL�A�� SLA�F � � SL�A�kF �� F � k�
aLGEBRA A WSEGDA OBLADAET SEPARABELXNYM POLEM RAZLOVENIQ F KONE�NOJ STEPE�
NI k	 T�E� F ESTX KONE�NOE SEPARABELXNOE RAS�IRENIE POLQ k TAKOE	 �TO ALGEBRA
AF � A �k F IZOMORFNA ALGEBRE KWADRATNYH MATRIC M �n� F �� eSLI F  POLE RAZ�
LOVENIQ ALGEBRY A	 TO SL�AF � IZOMORFNA GRUPPE SL�n� F �� �TO POKAZYWAET	 �TO
k�GRUPPA SLA QWLQETSQ WNUTRENNEJ k�FORMOJ GRUPPY SLn� iZWESTNO	 �TO ALGEBRA A
ESTX POLNOE KOLXCO MATRICM �m�D� NAD NEKOTORYM TELOM D	 �ISLO

p
�D � k� NAZY�

WAETSQ INDEKSOM ALGEBRY A� kOMMUTANT �A�� A�� SODERVITSQ W SL�A�	 FAKTOR�GRUPPA
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SL�A���A�� A�� NAZYWAETSQ GRUPPOJ uAJTHEDA I OBOZNA�AETSQ SK��A�� w�p�pLATONOW
W �
�� G� WPERWYE OBNARUVIL NESOWPADENIE GRUPP �A�� A�� I SL�A� DLQ NEKOTORYH
ALGEBR A I RAZRABOTAL METODIKU WY�ISLENIQ GRUPPY SK��A� W RQDE SLU�AEW ��	���
nAPOMNIM KLASSI�ESKIJ REZULXTAT� NAD �ISLOWYMI ILI 
�ADI�ESKIMI POLQMI IMEEM
RAWENSTWO SK��A� � �� pERWYJ KONTAKT MEVDU GRUPPOJ SK��A� I BIRACIONALXNOJ
GEOMETRIEJ GRUPPY SLA BYL USTANOWLEN	 OSNOWYWAQSX NA SLEDU��EJ TEOREME STA�
BILXNOSTI W K�TEORII	 pLATONOW ���	 bASS ���� wOZMOVNO	 �TO I ESTX EE ISTINNOE

PREDNAZNA�ENIE�
tEOREMA� pUSTX A  PROSTAQ CENTRALXNAQ KONE�NOMERNAQ ALGEBRA NAD PROIZ�

WOLXNYM POLEM k� tOGDA DLQ �ISTO TRANSCENDENTNOGO RAS�IRENIQ F POLQ k IMEEM
RAWENSTWO

SK��A�k F � � SK��A�� �
w BOLEE QWNOM WIDE �TA TEOREMA MOVET BYTX ZAPISANA W FORME RAWENSTWA

SL�A �k F � � SL�A��A�F � A
�
F ��

ILI

SLA�F � � SLA�k��A
�
F � A

�
F �� ���

iMEEM POLNU� ANALOGI� S RAWENSTWOM ��� P�����	 ESLI W KA�ESTWE F WZQTX POLE

k�t�� wSQKAQ RACIONALXNAQ FUNKCIQ f�t� � F OPREDELQET RACIONALXNOE OTOBRAVENIE

f � P� � SLA� pUSTX � � �  KLASS R��KWIWALENTNOSTI W GRUPPE SL�A�	 SODERVA�
�IJ EDINICU� o�EWIDNO	 �A�� A�� 
� � �� dLQ DOKAZATELXSTWA OBRATNOGO WKL��ENIQ
IMEETSQ ANALOG PREDLOVENIQ P������ eSLI D  TELO	 TO OTOBRAVENIE f � P� � SLD
OPREDELENO WO WSEH TO�KAH IZ P��k�� i TE VE RASSUVDENIQ	 KAK W P�����	 PRIWODQT K
SLEDU��EJ TEOREME	 wOSKRESENSKIJ ����
tEOREMA� kLASS R��KWIWALENTNOSTI � � � W GRUPPE SL�D� SOWPADAET S KOMMU�

TANTOM �D�� D��� tAKIM OBRAZOM	 ESTESTWENNOE OTOBRAVENIE

SK��D� � SL�D��R

QWLQETSQ IZOMORFIZMOM� �
sLEDSTWIE �� dLQ L�BOJ PROSTOJ CENTRALXNOJ ALGEBRY A NAD POLEM k HARAK�

TERISTIKI NULX

SK��A� � SL�A��R�

w SAMOM DELE	 PUSTX A � M �m�D�� sOOTNO�ENIE SK��A� � SK��D� HORO�O
IZWESTNO� s DRUGOJ STORONY	 SLA OBLADAET OTKRYTYM PODMNOVESTWOM U 	 IZOMORF�
NYM PROIZWEDENI� N �k V �k N 	 GDE N  UNIPOTENTNA	 A V �k� ESTX PODGRUPPA W
KLETO�NO�DIAGONALXNOJ GRUPPE �D��m	 SOSTOQ�AQ IZ �LEMENTOW PRIWEDENNOJ NORMY
�	 V  ANIZOTROPNOE QDRO GRUPPY SLA� pOSKOLXKU U OTKRYTO	 A POLE k BESKONE�NO	
TO ESTESTWENNOE OTOBRAVENIE U �k��R � SL�A��R QWLQETSQ BIEKCIEJ PO PREDLOVE�
NI� � P������ dALEE	 U �k��R � V �k��R	 POSKOLXKU N  UNIPOTENTNA� gRUPPA V �k�
PREDSTAWIMA W WIDE PROIZWEDENIQ SL�D���D� �n��	 PO�TOMU V �k��R � SL�D��R� �
sLEDSTWIE �� dLQ TOGO �TOBY MNOGOOBRAZIE SLA BYLO k�RACIONALXNYM	 NEOB�

HODIMO	 �TOBY SK��A�k L� � � DLQ L�BOGO RAS�IRENIQ L POLQ k� �
sLEDSTWIE �� eSLI SK��A �k L� �� � DLQ KAKOGO�NIBUDX RAS�IRENIQ L � k	 TO

MNOGOOBRAZIE SLA NE QWLQETSQ DAVE STABILXNO�RACIONALXNYM �
sLEDSTWIE �� eSLI k  LOKALXNO�KOMPAKTNOE ILI GLOBALXNOE POLE	 TO

SL�A��R � �� �
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�
��� pRIMERY pLATONOWA� sWOI REZULXTATY PO WY�ISLENI� GRUPP SK��A�
pLATONOW POLU�IL	 IZU�AQ SPECIALXNU� ALGEBRU A�R�� R��� nAPOMNIM EE OPREDELE�
NIE�aLGEBRA A NAD POLEM E NAZYWAETSQ CIKLI�ESKOJ	 ESLI ONA QWLQETSQ SKRE�ENNYM
PROIZWEDENIEM CIKLI�ESKOGO RAS�IRENIQ F POLQ E I GRUPPY gALUA � RAS�IRENIQ

F�E� eSLI � �� � �	 TO � INDUCIRUETSQ NEKOTORYM WNUTRENNIM AWTOMORFIZMOM

ALGEBRY A	 POROVDENNYM �LEMENTOM g � A�	 PRI�EM g�F 	E
 � a � E	 wAN�DER�wARDEN
���� oBOZNA�IM EE	 SLEDUQ pLATONOWU	 �EREZ A�a� F �� pLATONOW WYBIRAET W KA�EST�
WE OSNOWNOGO POLQ E POLE k��x����y�� FORMALXNYH STEPENNYH RQDOW OT y NAD POLEM
k��x�� S POLEM KONSTANT k� dALEE WYBIRA�TSQ CIKLI�ESKIE RAS�IRENIQ R� I R�

POLQ KONSTANT NEKOTORYH STEPENEJ n� I n�� tOGDA KOMPOZITY ER� I ER� QWLQ�
�TSQ CIKLI�ESKIMI RAS�IRENIQMI STEPENEJ n� I n� POLQ E� pUSTX A�x�ER�� I
A�y�ER��  CIKLI�ESKIE ALGEBRY NAD POLEM E	 KOTORYE DLQ KRATKOSTI OBOZNA�A�
�TSQ A�x�R�� I A�y�R�� SOOTWETSTWENNO� pLATONOW POKAZYWAET	 �TO TENZORNOE PRO�
IZWEDENIE A�R�� R�� � A�x�R�� �k A�y�R�� QWLQETSQ TELOM TOGDA I TOLXKO TOGDA	
KOGDA R��kR� ESTX POLE� dALEE WSEGDA BUDET PREDPOLAGATXSQ	 �TO A�R�� R�� QWLQET�
SQ TELOM� pOLE E MOVNO RASSMATRIWATX KAK POLNOE DISKRETNO NORMIROWANNOE POLE

S KOLXCOM CELYH �LEMENTOW k��x����y�� I POLEM WY�ETOW k��x��� pUSTX O�A�R�� R��� 
KOLXCO CELYH �LEMENTOW W A�R�� R�� OTNOSITELXNO �k��x�����y��� P  PROSTOJ IDEAL
W O�A�R�� R���� tELO WY�ETOW A�R�� R�� � O�A�R�� R����P ESTX UVE TELO NAD POLEM

k��x��� w k��x�� WYBIRAETSQ KOLXCO CELYH k��x�� I PROIZWODITSQ DALXNEJ�AQ REDUK�
CIQ� w REZULXTATE POLU�AETSQ POLE O�A�R�� R����P � R�R�� pOSKOLXKU �LEMENTY IZ

SL�A�R�� R��� LEVAT W KOLXCE O�A�R�� R���	 TO DWOJNAQ REDUKCIQ OPREDELQET �PI�
MORFIZM GRUPP

f � SL�A�R�� R���� T �k��

GDE T �k� � f � L j NL�k�� � �g� L � R�R�	 I T �k� ESTX MNOVESTWO k�TO�EK TORA

R
���
L�k�Gm�� �PIMORFIZM f OPREDELQET �PIMORFIZM

g � SL�A�R�� R���� T �k��R � H���L�k� L���

I Ker g SODERVIT KOMMUTANT �A�R�� R���� A�R�� R����	 �TO PROWERQETSQ PRQMYM WY�
�ISLENIEM REDUKCII KOMMUTANTA I SRAWNENIEM �TOJ REDUKCII SO STROENIEM GRUPPY

H���L�k� L��� oBRATNOE WKL��ENIE SLEDUET IZ KONGRU�NC�TEOREMY pLATONOWA	 KOTO�
RAQ UTWERVDAET	 �TO �� � P � � SL�A� 
 �A�� A��� tAKIM OBRAZOM	 Ker g � �A�� A��	 I
MY POLU�AEM SLEDU��IJ FAKT�
tEOREMA� pUSTXR�� R�  CIKLI�ESKIE RAS�IRENIQ POLQ k	 PRI�EM �L � k� � �R� �

k��R� � k�� L � R�R�� tOGDA

SL�A�R�� R����R � SK��A�R�� R��� � T �k��R � H���L�k� L���

GDE T � R
���
L�k�Gm�� �

wARXIRUQ POLE L	 ISPOLXZUQ SWOJSTWA GRUPPY T �k��R	 MOVNO STROITX GRUPPY
SK��A�R�� R��� S RAZLI�NYMI OTKLONENIQMI OT TRIWIALXNOSTI�

dETALXNOE ISSLEDOWANIE GRUPPY SK��A� DLQ PROIZWOLXNYH CENTRALXNYH PROS�
TYH ALGEBR NAD DISKRETNO NORMIROWANNYMI POLQMI PROWEL dRAKSL ���� pRI NEKOTO�
RYH OGRANI�ENIQH NA POLQ WY�ETOW IM POLU�ENY ZNA�ITELXNO BOLEE OB�IE FORMULY	
SWODQ�IE NAHOVDENIE GRUPPY SK��A� K WY�ISLENI� NEKOTORYH GRUPP KOGOMOLOGIJ�

�
��� gRUPPA uAJTHEDA IZOTROPNOJ GRUPPY� oBRATIM TEPERX WNIMANIE NA

TO	 �TO GRUPPA SK��A� MOVET BYTX OPISANA SOWER�ENNO W DRUGIH TERMINAH� pUSTX
A � M �m�D�� m � �� D  TELO� w GRUPPE SL�A� PODGRUPPA �A�� A�� POROVDA�
ETSQ TRANSWEKCIQMI	 T�E� �LEMENTAMI IZ UNIPOTENTNYH RADIKALOW PARABOLI�ESKIH
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PODGRUPP GRUPPY SL�A�� pUSTX TEPERX G  SWQZNAQ POLUPROSTAQ GRUPPA	 OPREDE�
LENNAQ NAD POLEM k I QWLQ��AQSQ k�IZOTROPNOJ� oBOZNA�IM �EREZ G�k�� PODGRUP�
PU W G�k�	 POROVDENNU� �LEMENTAMI UNIPOTENTNYH RADIKALOW PARABOLI�ESKIH k�
PODGRUPP� gRUPPA G�k�� QWLQETSQ NORMALXNYM DELITELEM W G�k�	 FAKTOR�GRUPPA
G�k��G�k�� NAZYWAETSQ GRUPPOJ uAJTHEDA GRUPPY G I OBOZNA�AETSQ Wh�G� k�� o�E�
WIDNO	 �TO G�k�� 
 � � �	 I MY IMEEM �PIMORFIZM Wh�G� k� � G�k��R DLQ SWQZ�
NYH POLUPROSTYH IZOTROPNYH GRUPP G� w SLU�AE NEODNOSWQZNYH GRUPP G PROSTYE

PRIMERY POKAZYWA�T	 �TO �TOT �PIMORFIZM NE OBQZAN BYTX IZOMORFIZMOM� gIPO�
TEZA kNEZERA�tITSA O SOWPADENII G�k�� � G�k� DLQ SWQZNYH ODNOSWQZNYH GRUPP G
BYLA OPROWERGNUTA W OB�EM SLU�AE pLATONOWYM	 ODNAKO DLQ NEKOTORYH POLEJ SPE�
CIALXNOGO WIDA ONA WERNA� pODOZRENIE	 �TO GRUPPA G�k��R SOWPADAET S Wh�G� k�
W SLU�AE SWQZNYH ODNOSWQZNYH GRUPP G	 TAKVE OKAZALOSX LOVNYM� �TO SLEDUET IZ
RABOT GRUPPY MINSKIH MATEMATIKOW	 IZU�A��IH GRUPPU Wh�G� k�	 �mONASTYRNYJ
���	 pLATONOW I rAPIN�UK ���	 qN�EWSKIJ ����� iMI POLU�EN SLEDU��IJ REZULXTAT�
tEOREMA� pUSTX G  SWQZNAQ ODNOSWQZNAQ ALGEBRAI�ESKAQ GRUPPA KLASSI�ESKOGO

TIPA	 OPREDELENNAQ I IZOTROPNAQ NAD BESKONE�NYM POLEM k HARAKTERISTIKI	 OTLI��
NOJ OT DWUH� eSLI G �� Spin��n� D�	 GDE �n  NEWYROVDENNAQ KOSO�RMITOWA FORMA
INDEKSA wITTA	 RAWNOGO �	 TO

G�k��R � Wh�G� k��

w SLU�AE GRUPPY G � Spin��n� D�	 GDE �n IMEET INDEKS �	 IMEETSQ IZOMORFIZM

G�k��R �Wh�G� k��f��g� �

�
��� R��KWIWALENTNOSTX NAD POLQMI SPECIALXNOGO TIPA�mY UVE WIDELI	
�TO DLQ SWQZNYH LINEJNYH GRUPP	 OPREDELENNYH NAD POLEM WE�ESTWENNYH �ISEL	 R�
�KWIWALENTNOSTX TRIWIALXNA�

pUSTX TEPERX k ESTX POLE 
�ADI�ESKIH �ISEL I G  SWQZNAQ ODNOSWQZNAQ POLUPROS�
TAQ GRUPPA NAD POLEM k� tOGDA G ESTX PRQMOE PROIZWEDENIE PROSTYH ODNOSWQZNYH

k�GRUPP H I KAVDAQ GRUPPA H IMEET WID RL�k�W �	 GDE W  ABSOL�TNO PROSTAQ

ODNOSWQZNAQ L�GRUPPA	 A L  NEKOTOROE KONE�NOE RAS�IRENIE POLQ k� eSLI GRUPPA
W QWLQETSQ ANIZOTROPNOJ	 TO	 PO TEOREME m�kNEZERA ���	 ONA IMEET WID SLD 	 GDE D
 NEKOTOROE TELO KONE�NOGO RANGA NAD POLEM L� pOSKOLXKU NAD 
�ADI�ESKIM POLEM

GRUPPA uAJTHEDA SK��D� TRIWIALXNA	 TO	 PO TEOREME P�����	W �L��R � SK��D� � ��
eSLI VE GRUPPA W IZOTROPNA NAD L	 TO W �L� POROVDAETSQ L�UNIPOTENTNYMI �LE�
MENTAMI	 pLATONOW ���	 I PO�TOMU SNOWA W �L��R � �� nO TOGDA I H�k��R � ��
oTS�DA IMEEM SLEDU��EE UTWERVDENIE�
tEOREMA �� pUSTX k�POLE 
�ADI�ESKIH �ISEL I G  SWQZNAQ ODNOSWQZNAQ POLU�

PROSTAQ GRUPPA NAD k� tOGDA G�k��R � �� �
pUSTX TEPERX G  PROIZWOLXNAQ SWQZNAQ LINEJNAQ ALGEBRAI�ESKAQ k�GRUPPA� w

x�� BYLO POKAZANO	 �TO PRI IZU�ENII R��KWIWALENTNOSTI MOVNO OGRANI�ITXSQ RAS�
SMOTRENIEM REDUKTIWNYH GRUPP� iTAK	 PUSTX G  SWQZNAQ REDUKTIWNAQ GRUPPA NAD
POLEM k� T  EE RADIKAL	 S  PROIZWODNAQ PODGRUPPA� iZWESTNO	 �TO T ESTX CEN�
TRALXNYJ TOR	 S  POLUPROSTOJ NORMALXNYJ DELITELX	 OBE GRUPPY OPREDELENY NAD

POLEM k	 bORELX ���� oTOBRAVENIE m � T � S � G	 OPREDELQEMOE UMNOVENIEM W G	
ESTX �PIMORFIZM S KONE�NYM QDROM� pUSTX �S  ODNOSWQZNAQ NAKRYWA��AQ GRUPPY
S	 OPREDELENNAQ NAD POLEM k	 A �T ESTX k�TOR	 �PIMORFNO OTOBRAVA��IJSQ NA T 	
PRI�EM �T �k��R � �� tAKOJ TOR LEGKO STROITSQ IZ WQLOJ REZOLXWENTY TORA T � kOM�
BINIRUQ �PIMORFIZM g � �S � S I f � �T � T S IZOGENIEJ m	 POLU�AEM �PIMORFIZM
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h � �T �k �S � G	 QDRO KOTOROGO IZOMORFNO GRUPPE �T �G �S � U � dLQ L�BOGO POLQ L	
SODERVA�EGO k	 IMEEM

U �L� � f�t� s� � �T �L�� �S�L� j f�t� � g�s�g�

iMEETSQ TO�NAQ POSLEDOWATELXNOSTX k�GRUPP

� � T� �k � � U �W � ��

GDE W � T �G S  KONE�NAQ GRUPPOWAQ k�SHEMA	 T� � Ker �f�� � � Ker �g�� tEOREMA �
POKAZYWAET	 �TO �G�k��R � �	 GDE �G � �T �k �S� nAMI DOKAZANA
tEOREMA �� pUSTX k  POLE 
�ADI�ESKIH �ISEL I G  SWQZNAQ REDUKTIWNAQ GRUPPA

NAD k� sU�ESTWUET TO�NAQ POSLEDOWATELXNOSTX k�GRUPP

� � U � �G� G� �� ���

W KOTOROJ �G�k��R � �	 A U  PODGRUPPA	 LEVA�AQ W CENTRE GRUPPY �G	 I U QWLQETSQ

RAS�IRENIEM KONE�NOJ GRUPPY S POMO�X� TORA� �
pOSLEDOWATELXNOSTX ��� OPREDELQET TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX KOGOMOLOGIJ

�G�k�
f� G�k�� H��k� U ��k��� ���

IZ KOTOROJ SLEDUET	 �TO Im�f� SODERVIT KOMMUTANT �G�k�� G�k�� GRUPPY G�k�� pO�
SKOLXKU �G�k��R � �	 TO Im�f� 
 � � �� sWERH TOGO	 NAD POLEM 
�ADI�ESKIH �ISEL
GRUPPA H��k� U � KONE�NA� mY DOKAZALI SLEDU��EE UTWERVDENIE�
tEOREMA �� nAD POLEM 
�ADI�ESKIH �ISEL k GRUPPA G�k��R KOMMUTATIWNA I

KONE�NA DLQ L�BOJ SWQZNOJ LINEJNOJ ALGEBRAI�ESKOJ k�GRUPPY G� �
pEREJDEM K ALGEBRAI�ESKIM GRUPPAMG NAD �ISLOWYM POLEM k�pRIWEDENNAQ WY�E

SHEMA ISSLEDOWANIQ GRUPPY G�k��R W SLU�AE LOKALXNOGO POLQ GODITSQ I DLQ �ISLOWO�
GO POLQ	 ODNAKO DOKAZATELXSTWA WSTRE�A��IHSQ OB�EKTOW BOLEE DELIKATNY� wMESTO
TEOREMY � MY IMEEM SLEDU��U� �RGODI�ESKU� TEOREMU mARGULISA ����
tEOREMA �� pUSTX G  SWQZNAQ ODNOSWQZNAQ POLUPROSTAQ PO�TI PROSTAQ ALGEB�

RAI�ESKAQ GRUPPA	 OPREDELENNAQ NAD �ISLOWYM POLEM k� tOGDA WSQKAQ NORMALXNAQ
PODGRUPPA GRUPPY G�k� LIBO IMEET KONE�NYJ INDEKS W G�k� 	 LIBO SODERVITSQ W
CENTRE GRUPPY G�k�� �

tAK VE	 KAK I PRI DOKAZATELXSTWE TEOREMY �	 IZ TEOREMY � SLEDUET
tEOREMA �� pUSTX G  SWQZNAQ ODNOSWQZNAQ POLUPROSTAQ GRUPPA NAD �ISLOWYM

POLEM k� tOGDA GRUPPA G�k��R KONE�NA� �
iZU�AQ POSLEDOWATELXNOSTX	 ANALOGI�NU� POSLEDOWATELXNOSTI ���	 W KOTOROJ GRUP�

PA �G IMEET ODNOSWQZNU� POLUPROSTU� �ASTX	 vILLE ��� USTANAWLIWAET SLEDU��IJ
FAKT�
tEOREMA �� pUSTX G  SWQZNAQ LINEJNAQ ALGEBRAI�ESKAQ GRUPPA NAD �ISLOWYM

POLEM k� tOGDA GRUPPA G�k��R KONE�NA � �
iNTERESNO BYLO BY WYQSNITX	 WSEGDA LI G�k��R � � DLQ SWQZNYH ODNOSWQZNYH

POLUPROSTYH GRUPP G NAD �ISLOWYM POLEM� w KNIGE pLATONOWA I rAPIN�UKA ���
POKAZANO	 �TO �TO TAK DLQ WSEH ODNOSWQZNYH GRUPP 	 ZA ISKL��ENIEM NEKOTORYH

FORM TIPOW An�
�D��

�D�� E�	 KOTORYE NE RAZOBRANY� iNTERESEN TAKVE WOPROS O

k�RACIONALXNOSTI MNOGOOBRAZIJ SLD	 GDE D  CENTRALXNOE TELO KONE�NOGO RANGA
NAD POLEM 
�ADI�ESKIH ILI ALGEBRAI�ESKIH �ISEL k� nAD �TIMI POLQMI SK��D� � ��
bUDET LI W �TOM SLU�AE SK��D �k F � � � I DLQ L�BOGO RAS�IRENIQ F POLQ k �
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x��� algebry s inwol�ciqmi i gruppy
prisoedinennogo tipa

����� aLGEBRY S INWOL�CIQMI� nAPOMNIM SNA�ALA RQD FAKTOW IZ OBLASTI

ALGEBR S INWOL�CIQMI� bUDEM S�ITATX	 �TO OSNOWNOE POLE k IMEET HARAKTERISTIKU
NULX 	 POSKOLXKU TOLXKO �TOT SLU�AJ NAS BUDET INTERESOWATX W DALXNEJ�EM� pUSTX A
 KONE�NOMERNAQ ASSOCIATIWNAQ ALGEBRA NAD POLEM k� Z � Z�A�  EE CENTR� iNWOL��

CIEJ � ALGEBRY A NAZYWAETSQ NETOVDESTWENNOE k�LINEJNOE OTOBRAVENIE � � A � A
S USLOWIQMI

� �ab� � � �b�� �a�� �� � Id

�NETRIWIALXNYJ ANTIAWTOMORFIZM�� qSNO	 �TO CENTR Z PRI INWOL�CII PEREHODIT

W SEBQ� gOWORQT	 �TO � QWLQETSQ INWOL�CIEJ PERWOGO RODA	 ESLI EE OGRANI�ENIE NA
CENTR TRIWIALXNO	 I INWOL�CIEJ WTOROGO RODA W PROTIWNOM SLU�AE� aLGEBRU A c
ZADANNOJ INWOL�CIEJ � OBOZNA�IM �EREZ �A� � �� eSLI F � POLE	 SODERVA�EE POLE k	
TO INWOL�CIQ � PRODOLVAETSQ DO INWOL�CII NA ALGEBRE AF � A �k F 	 I MY SNOWA

IMEEM ALGEBRU S INWOL�CIEJ �AF � � � NAD POLEM F � aLGEBRA A POLUPROSTA TOGDA I

TOLXKO TOGDA	 KOGDA POLUPROSTA ALGEBRA �A � A�k �k� cENTR Z POLUPROSTOJ ALGEBRY

A ESTX KOMMUTATIWNAQ POLUPROSTAQ k�ALGEBRA	 T�E� PRQMAQ SUMMA POLEJ� gOWORQT	
�TO ALGEBRA A ABSOL�TNO PROSTA	 ESLI �A ESTX PROSTAQ �k�ALGEBRA� w �TOM SLU�AE

ALGEBRA �A IZOMORFNA MATRI�NOJ ALGEBRE M �n� �k�� s DRUGOJ STORONY	 GOWORQT	 �TO
POLUPROSTAQ ALGEBRA A QWLQETSQ PROSTOJ NAD POLEM k	 ESLI ONA NE QWLQETSQ PRQMOJ
SUMMOJ SWOIH PODALGEBR� �TO BUDET TOGDA I TOLXKO TOGDA	 KOGDA CENTR Z ALGEBRY A
QWLQETSQ POLEM� pUSTX �A� � � I �A�� � ��  DWE ALGEBRY S INWOL�CIQMI NAD ODNIM I TEM
VE POLEM k� iZOMORFIZMOM ALGEBR S INWOL�CIQMI NAZYWAETSQ IZOMORFIZM ALGEBR

f � A � A�	 PEREWODQ�IJ � W � �	 T�E� TAKOJ	 �TO f�� �x�� � � ��f�x��� aWTOMORFIZMY
ALGEBRY �AF � � �	 T�E� AWTOMORFIZMY ALGEBRY AF 	 PERESTANOWO�NYE S INWOL�CIEJ � 	
OBRAZU�T GRUPPU Aut �AF � � �� fUNKTOR F � Aut �AF � � � PREDSTAWIM k�SHEMOJ	 KOTO�
RU� MY OBOZNA�IM PROSTO Aut �A� � � I BUDEM NAZYWATX GRUPPOJ AWTOMORFIZMOW PARY
Aut �A� � �� gRUPPA Aut �A� � � QWLQETSQ LINEJNOJ ALGEBRAI�ESKOJ k�GRUPPOJ� pODROB�
NOE ISSLEDOWANIE GRUPPY Aut �A� � � PROWEL a�wEJLX ���	 POKAZAW�IJ	 �TO NA �TOM
PUTI MY POLU�AEM POLNYJ NABOR PRISOEDINENNYH GRUPP KLASSI�ESKOGO TIPA� �TOT
VE METOD POZWOLQET OPISATX I PO�TI PROSTYE ODNOSWQZNYE GRUPPY KLASSI�ESKOGO

TIPA	 pLATONOW I rAPIN�UK ���� rASSMOTRIM �TI SWQZI BOLEE PODROBNO�
����� nERAZLOVIMYE ALGEBRY S INWOL�CIQMI� pUSTX �A� � �  POLUPROSTAQ

k�ALGEBRA S INWOL�CIEJ� aLGEBRA �A QWLQETSQ PRQMOJ SUMMOJ MATRI�NYH ALGEBR	 I
INWOL�CIQ � DOLVNA LIBO PEREWODITX W SEBQ DANNOE SLAGAEMOE	 LIBO PERESTAWLQTX
EGO S DRUGIM SLAGAEMYM� pO�TOMU PROSTEJ�IE ALGEBRY S INWOL�CIQMI �A� � � NAD
ALGEBRAI�ESKI ZAMKNUTYM POLEM k IME�T WID �Mn� � �	 LIBO �Mn �Mn� � �	 GDE Mn

 MATRI�NAQ ALGEBRA PORQDKA n NAD POLEM k	 A � PEREWODIT ODNO PRQMOE SLAGAEMOE
W DRUGOE� bUDEM NAZYWATX IH NERAZLOVIMYMI ALGEBRAMI S INWOL�CIEJ� iNWOL�CII
� NERAZLOVIMYH ALGEBR NAD ZAMKNUTYM POLEM LEGKO WY�ISLQ�TSQ� w SAMOM DELE	
PUSTX �  DRUGAQ INWOL�CIQ ALGEBRY A� tOGDA PROIZWEDENIE � � � QWLQETSQ AWTO�
MORFIZMOM ALGEBRY A	 SOHRANQ��IM CENTR	 I PO KLASSI�ESKOJ TEOREME sKOLEMA �
nETER AWTOMORFIZM � �� QWLQETSQ WNUTRENNIM� tAKIM OBRAZOM	 SU�ESTWUET NEKOTO�
RYJ �LEMENT g � A� TAKOJ	 �TO

� �x� � g��x�g��� ���

pRIMENQQ K OBEIM �ASTQM RAWENSTWA ��� OPERATOR � I U�ITYWAQ	 �TO �� � Id	 POLU�A�
EM SOOTNO�ENIE ��g� � zg	 GDE z  �LEMENT CENTRA ALGEBRY A� iZ FORMULY ��� TOGDA
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IMEEM � �g� � zg ILI	 SNOWA PRIMENQQ OPERATOR � 	 POLU�AEM URAWNENIE z��z� � ��
tEPERX RASSMOTRIM OTDELXNO DWA SLU�AQ�

I� iNWOL�CIQ � PERWOGO RODA�
w �TOM SLU�AE Z � k	 URAWNENIE z��z� � � PRINIMAET WID z� � �� iMEEM DWE

WOZMOVNOSTI�
A� z � �� w KA�ESTWE INWOL�CII � WOZXMEM OTOBRAVENIE x � tx W ALGEBRE

Mn� uSLOWIE ��� PRINIMAET WID � �x� � g txg��� tg � g� tOGDA MATRICA g SIM�
METRI�ESKAQ	 A POSKOLXKU ONA NEWYROVDENA I POLE k ALGEBRAI�ESKI ZAMKNUTO	 TO
g � ta � a� a � GL �n� k�� iZ RAWENSTWA ��� IMEEM SOOTNO�ENIE

a��� �x�a � � � ta tx ta��� � � � t�a��xa���

KOTOROE MOVET BYTX ZAPISANO W WIDE

Int�a��� � � � � � Int�a����
�TO POKAZYWAET	 �TO OTOBRAVENIE x � a��xa OPREDELQET IZOMORFIZM ALGEBR S IN�
WOL�CIQMI �Mn� � � I �Mn� ���

B� ESLI z � ��	 TO IMEEM � �x� � g � tx � g��� tg � �g� iZ NEWYROVDENNOSTI
MATRICY g SLEDUET	 �TO ����n � �	 T�E� �ISLO n QWLQETSQ �ETNYM	 n � �m� iZ OB�EJ
TEORII SIMPLEKTI�ESKIH PROSTRANSTW IZWESTNO	 �TO DLQ MATRICY g NAJDETSQ TAKAQ
NEWYROVDENNAQ MATRICA b	 �TO g � bJ tb	 GDE

J �

�
� Em

�Em �

�

 MATRICA gRAMA SIMPLEKTI�ESKOGO BAZISA PROSTRANSTWA V �m	 NA KOTOROM DEJSTWUET
ALGEBRA M�m� mATRICA J TAKVE OPREDELQET INWOL�CI� � � M�m � M�m ALGEBRY

M�m PO FORMULE

��x� � J txJ��� tJ � �J�
tAKIM OBRAZOM	

� �x� � g txg�� � �bJ� t�b��xb��bJ����

�TO MOVNO PEREPISATX W WIDE b��� �x�b � ��b��xb�	 ILI

Int�b��� � � � � � Int�b����
iTAK	 ALGEBRY �M�m� � � I �M�m� �� IZOMORFNY�

II� iNWOL�CIQ � WTOROGO RODA�
w �TOM SLU�AE A � M �n��M �n�� � � �x� y�� �x�� y��  INWOL�CIQ	 NETRIWIALXNO

DEJSTWU��AQ NA CENTRE Z � k�k ALGEBRY A� � �a� b� � �b� a�	 ESLI a� b � k�mY IMEEM
STANDARTNU� INWOL�CI� � � A � A	 DEJSTWU��U� PO PRAWILU ��x� y� � � ty� tx��
sOOTNO�ENIE ��� PRINIMAET WID

� �x� y� � �g�� g����x� y��g�� g��
���

KROME TOGO

��g�� g�� � �a� b��g�� g��� a� b � k� �a� b���a� b� � ��� ���

OTKUDA ab � �� zAPI�EM �LEMENT �a� a��� W WIDE DROBI �a� �����a� ��	TOGDA ��ag�� g�� �
�ag�� g��� pUSTX ag� � u�� g� � u��

tu� � u��
tu� � u�� pO�TOMU

� �x� y� � �u��
tu����x� y��u��

tu��
���
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pUSTX v�� � u�	 TOGDA ��v�� tv�� � �v�� tv�� I

� �x� y� � �v��
tv����v��

tv����x� y���v��
tv��

���v��
tv��

���

ILI

�v��
tv��

��� �x� y��v��
tv�� � ��v��� xv��

tv��� y tv���

iTAK	 ALGEBRY �A� � � I �A��� IZOMORFNY� sFORMULIRUEM POLU�ENNYE REZULXTATY W
WIDE SLEDU��EGO UTWERVDENIQ�
pREDLOVENIE �� pUSTX k  ALGEBRAI�ESKI ZAMKNUTOE POLE HARAKTERISTIKI NULX�

tOGDA NERAZLOVIMAQ POLUPROSTAQ ASSOCIATIWNAQ ALGEBRA A S INWOL�CIEJ � IZO�
MORFNA ODNOJ IZ TREH ALGEBR�

I� A � Mn� � � x� tx�

II� A � M�n� � � x� J txJ���

III� A � Mn �Mn� � � �x� y�� � ty� tx�� �
����� aWTOMORFIZMY NERAZLOVIMYH ALGEBR S INWOL�CIQMI�

I� A � Mn� � � x� tx� Z � k � �k�

aWTOMORFIZMY � ALGEBRY �Mn� � � QWLQ�TSQ WNUTRENNIMI� � � Int�g�� g �
GL�n� k�	 PRI�EM � � � � � � �� pOSLEDNEE USLOWIE �KWIWALENTNO SOOTNO�ENI�

g � tx � g�� � t�gxg����

OTKUDA tgg � �E� � � k�� qSNO	 �TO Int�g� � Int��g�� � � k�� pO�TOMU MOVNO
S�ITATX	 �TO tgg � E� mATRICY g TAKOGO WIDA SOSTAWLQ�T ORTOGONALXNU� GRUPPU

O�n� S DWUMQ SWQZNYMI KOMPONENTAMI O��n� I O��n�	 SOSTOQ�IMI IZ MATRIC S

OPREDELITELEM �� I �� SOOTWETSTWENNO� gRUPPA G � Aut �Mn� � � ESTX FAKTOR�GRUPPA
PO�n� GRUPPY O�n� PO EE CENTRU � eE SWQZNAQ KOMPONENTA G� ESTX FAKTOR GRUPPY

O��n� PO SWOEMU CENTRU	 G� � PO��n�� eSLI n  NE�ETNO I n � �	 TO CENTR GRUPPY
O�n�	 SOSTOQ�IJ IZ MATRIC �E	 IMEET PO ODNOMU �LEMENTU W KAVDOJ IZ SWQZNYH

KOMPONENT� pO�TOMU W �TOM SLU�AE GRUPPA G SWQZNA I EE MOVNO OTOVDESTWITX S

O��n�� eSLI n  �ETNO I n � �	 TO CENTR GRUPPY O�n� SODERVITSQ W O��n�� zNA�IT	
GRUPPA G IMEET DWE SWQZNYE KOMPONENTY G� I G�� G� � PO��n��

II� A �M�n� � � x� J txJ��� Z � k�

kAK I W SLU�AE I	 WSE AWTOMORFIZMY ALGEBRY �A� � � QWLQ�TSQ WNUTRENNIMI� aW�
TOMORFIZM � RAWEN Int�g�	 PRI�EM W KA�ESTWE g MOVET BYTX WZQT �LEMENT IZ M�n	
UDOWLETWORQ��IJ SOOTNO�ENI� gJ tg � J � mATRICY g TAKOGO WIDA OBRAZU�T SWQZ�
NU� ALGEBRAI�ESKU� GRUPPU Sp��m�	 NAZYWAEMU� SIMPLEKTI�ESKOJ GRUPPOJ � gRUP�
PA G � Aut �M�m� � � QWLQETSQ FAKTOR�GRUPPOJ PSp��m� GRUPPY Sp��m� PO EE CENT�
RU�

III� A � Mn �Mn� � � �x� y�� � ty�t x�� Z � k � k�

oTOBRAVENIE �� � �x� y� � �y� x� KOMMUTIRUET S INWOL�CIEJ � 	 SLEDOWATELXNO	
�� � G � Aut �A� � �� eSLI � � G	 TO ��� SOHRANQET CENTR Z	 PO�TOMU ��� ESTX
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WNUTRENNIJ AWTOMORFIZM ALGEBRY A�Z� ��� � Int�g�� g��� iZ USLOWIQ ������ �
� ����� SLEDUET	 �TO g� � tg��� � tAKIM OBRAZOM	 SWQZNAQ KOMPONENTA G� GRUPPY

G ESTX PROEKTIWNAQ GRUPPA PGL�n�	 A WTORAQ KOMPONENTA G� ESTX SMEVNYJ KLASS

��G��
����� fORMY ALGEBR S INWOL�CIQMI�pUSTX TEPERX k  PROIZWOLXNOE POLE HA�

RAKTERISTIKI NULX	 �A� � �  POLUPROSTAQ ALGEBRA S INWOL�CIEJ NAD POLEM k� iZWEST�
NO	 �TO ALGEBRA A ESTX PRQMAQ SUMMA PODALGEBR	 QWLQ��IHSQ PROSTYMI ALGEBRAMI
NAD k� iNWOL�CIQ � PREOBRAZUET KAVDOE PRQMOE SLAGAEMOE W SEBQ ILI PERESTAWLQET
EGO S DRUGIM SLAGAEMYM� pO�TOMU DOSTATO�NO IZU�ITX SLU�AJ	 KOGDA A  PROSTAQ
k�ALGEBRA S INWOL�CIEJ � 	 LIBO A ESTX PRQMAQ SUMMA B�C DWUH PROSTYH k�ALGEBR	
PERESTAWLQEMYH INWOL�CIEJ � �

I� rASSMOTRIM SNA�ALA �TOT POSLEDNIJ SLU�AJ�

A � B � C� � �B� � C�

pUSTXF  CENTR ALGEBRY B� F  POLE 	 �F � k� � d� �B � F � � n��aLGEBRA �B � B�k�k
QWLQETSQ PRQMOJ SUMMOJ d ALGEBR	 IZOMORFNYH Mn��k�� B � RF�k�Mn�F ��	

A � RF�k�Mn�F ���RF�k�Mn�F �� � RF�k�Mn�F ��Mn�F ��

 FORMA PRQMOJ SUMMY d ALGEBR TIPA III P��
���
II� pUSTX A  PROSTAQ k�ALGEBRA	 F  EE CENTR	 F�  MNOVESTWO �LEMENTOW IZ F 	

INWARIANTNYH OTNOSITELXNO INWOL�CII � � tOGDA F� QWLQETSQ POLEM	

k 
 F� 
 F� �F� � k� � d� �A � F � � n��

a� �F � F�� � �� tOGDA ALGEBRA �A ESTX PRQMAQ SUMMA �d ALGEBR	 IZOMORFNYH
Mn��k�� pOSKOLXKU CENTR F ESTX POLE	 TO ON NERAZLOVIM NAD k	 PO�TOMU NI ODNO

IZ �d SLAGAEMYH ALGEBRY �A NE INWARIANTNO OTNOSITELXNO � � pO�TOMU ALGEBRA A
ESTX RF��k�RF�F� �Mn�F ���	 GDE RF�F��Mn�F ��  NETRIWIALXNAQ FORMA ALGEBRY S

INWOL�CIEJ Mn �Mn TIPA III P��
���
B� F � F�� �F � k� � d� �A � F � � n��
tOGDA �A ESTX PRQMAQ SUMMA d ALGEBRMn��k�	 KAVDAQ IZ KOTORYH STABILXNA OTNO�

SITELXNO DEJSTWIQ INWOL�CII � � tOGDA A ESTX FORMA PRQMOJ SUMMY PROSTYH ALGEBR

Mn S INWOL�CIQMI WIDA x� tx ILI x� J txJ��� A � RF�k�Mn�F ���
wERNEMSQ SNOWA K OB�EMU SLU�A� POLUPROSTOJ k�ALGEBRY �A� � � S INWOL�CIEJ�

pUSTX G  GRUPPA AWTOMORFIZMOW PARY �A� � �� G�  EE SWQZNAQ KOMPONENTA EDINICY�
gRUPPA �G� � G� �k �k QWLQETSQ SWQZNOJ KOMPONENTOJ GRUPPY AWTOMORFIZMOW PARY

� �A� � �� aWTOMORFIZMY IZ GRUPPY �G� PREOBRAZU�T KAVDOE SLAGAEMOE ALGEBRY �A W

SEBQ� pO�TOMU GRUPPA �G� QWLQETSQ PRQMYM PROIZWEDENIEM GRUPP TIPOW	 RASSMOT�
RENNYH W P��
��	 A �TO KLASSI�ESKIE GRUPPY PO��n�� Sp��m� ILI PGL�n�� eSLI n
I m BOLX�E EDINICY �n � � DLQ PO��n� �	 TO WSE PRQMYE MNOVITELI GRUPPY �G�

QWLQ�TSQ SWQZNYMI POLUPROSTYMI GRUPPAMI S TRIWIALXNYM CENTROM� a�wEJLX NA�
ZYWAET NEWYROVDENNOJ ALGEBRU �A� � � S POLUPROSTOJ KOMPONENTOJ G� I DOKAZYWAET

SLEDU��U� TEOREMU�
tEOREMA� pUSTX �A� � �  NEWYROVDENNAQ k�ALGEBRA S INWOL�CIEJ	 G�  SWQZNAQ

KOMPONENTA EDINICY W GRUPPE EE AWTOMORFIZMOW� tOGDA G�  POLUPROSTAQ ALGEBRA�
I�ESKAQ GRUPPA S TRIWIALXNYM CENTROM� eSLI POLE k ALGEBRAI�ESKI ZAMKNUTO	 TO
G� ESTX PRQMOE PROIZWEDENIE GRUPP WIDA PO

��n�� Sp��m�� PSL�n� I OBRATNO	 L��
BOE PROIZWEDENIE TAKIH GRUPP S OGRANI�ENIQMI NA m I n	 UKAZANNYMI WY�E	 ESTX
SWQZNAQ KOMPONENTA GRUPPY AWTOMORFIZMOW NEKOTOROJ NEWYROVDENNOJ k�ALGEBRY S

INWOL�CIEJ� �
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eSLI POLE k NE ZAMKNUTO	 TO GRUPPA G� ESTX k�FORMA NEKOTOROGO PROIZWEDENIQ
PROSTYH GRUPP	 OTME�ENNYH WY�E� w KNIGE pLATONOWA I rAPIN�UKA ��� DOSTATO�NO
PODROBNO IZU�ENA �TA SITUACIQ�

����� nAKRYTIE GRUPPY G�� pUSTX �A� � �  PROSTAQ ALGEBRA S INWOL�CIEJ

NAD POLEM k� Z  EE CENTR I k � Z�  PODPOLE � �INWARIANTNYH �LEMENTOW W POLE
Z� aLGEBRA A QWLQETSQ CENTRALXNOJ PROSTOJ NAD POLEM Z� sWQZNAQ KOMPONENTA G�

TRIWIALXNO DEJSTWUET NA Z	 PO�TOMU �LEMENTY GRUPPYG��k� QWLQ�TSQ WNUTRENNIMI
AWTOMORFIZMAMI ALGEBRY A	 KOMMUTIRU��IMI S �� g � Int�a�� a � A�� uSLOWIE
KOMMUTIROWANIQ g � � � � � g �KWIWALENTNO SOOTNO�ENI� � �a�a � Z�	 A IZ USLOWIQ
Z� � k SLEDUET	 �TO � �a�a � k� rASSMOTRIM MNOVESTWO

Simk�A� � � � fa � A� j � �a�a � kg�
lEGKO WIDETX	 �TO Simk�A� � � ESTX PODGRUPPA GRUPPY A�	 I OTOBRAVENIE a �

Int�a� OPREDELQET GOMOMORFIZM

Int � Simk�A� � �� G�k� � Aut k�A� � �

S QDROM Z�� Z�  CENTR GRUPPY Simk�A� � �� fUNKTOR L� SimL�AL� � � PREDSTAWLQET
LINEJNU� ALGEBRAI�ESKU� k�GRUPPU Sim�A� � � I Sim�A� � ��k� � Simk�A� � �� iMEEM
TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX SWQZNYH ALGEBRAI�ESKIH k�GRUPP

� � RZ�k�Gm�Z�� Sim�A� � ��
Int�� G� � �� ���

pOSKOLXKU H��k�RZ�k�Gm�� � �	 TO IZ ��� SLEDUET TO�NAQ POSLEDOWATELXNOSTX DLQ
k�TO�EK

� � Z� � Sim�A� � ���k�� G��k�� ��

sWERH TOGO	 POSKOLXKU TOR RZ�k�Gm�Z�  KWAZITRIWIALEN	 TO W POSLEDOWATELXNOSTI
��� OTOBRAVENIE Int IMEET RACIONALXNOE k�SE�ENIE	 T�E� MNOGOOBRAZIQ Sim�A� � �� I
G� �k RZ�k�Gm� BIRACIONALXNO �KWIWALENTNY NAD POLEM k� tAKIM OBRAZOM	 ESLI
MNOGOOBRAZIE Sim�A� � �� NE QWLQETSQ STABILXNO RACIONALXNYM NAD POLEM k	 TO I
GRUPPA G� NE MOVET BYTX STABILXNO RACIONALXNOJ� dALEE

G��k��R � Sim�A� � ���k��R� ���

pRODOLVIM ISSLEDOWANIE GRUPPY Simk�A� � � � dLQ a � Simk�A� � � �LEMENT ��a� �
� �a�a NAZYWAETSQ MULXTIPLIKATOROM �LEMENTA a�oTOBRAVENIE a� ��a� OPREDELQET
GRUPPOWOJ GOMOMORFIZM

� � Simk�A� � �� k��

KOTORYJ PRODOLVAETSQ DO GOMOMORFIZMA GRUPPOWYH SHEM

� � Sim�A� � � � Gm�k�

qDRO GOMOMORFIZMA � NAZYWAETSQ GRUPPOJ IZOMETRIJ ALGEBRY A I OBOZNA�AETSQ

Iso�A� � �� Iso�A� � ��  EE SWQZNAQ KOMPONENTA�pUSTXM �A� � � QWLQETSQ OBRAZOM GRUP�
PY Sim�A� � ���k� W k

� PRI OTOBRAVENII �� pOKAVEM	 SLEDUQ a�wEJL�	 �TO MNOGOOB�
RAZIE Iso�A� � �� RACIONALXNO NAD k� bUDEM GOWORITX	 �TO �LEMENT x ALGEBRY �A� � �
QWLQETSQ �ETNYM	 ESLI � �x� � x	 I NE�ETNYM	 ESLI � �x� � �x� pROSTRANSTWO A ESTX

PRQMAQ SUMMA PODPROSTRANSTW A� I A� �ETNYH I NE�ETNYH �LEMENTOW� pUSTX u 
�LEMENT OB�EGO POLOVENIQ IZ Iso�A� � ���k�� tOGDA

w � ��� u��� � u���
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ESTX OB�IJ �LEMENT PROSTRANSTWA A�� oBRATNO	 ESLI w  OB�IJ �LEMENT IZ A�	 TO
FORMULA

u � �� �w��� � w���

OPREDELQET OB�IJ �LEMENT GRUPPY Iso�A� � ���k�� iMEEM BIRACIONALXNYJ IZOMOR�
FIZM Iso�A� � ��� �� A� �

����� tEOREMY mERKURXEWA� rASSMOTRIM TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX GRUPP

� � Iso�A� � ����k�� Sim�A� � ���k�
��M �A� � �� �� ���

M �A� � � 
 k�� pUSTX � � �  KLASS R��KWIWALENTNOSTI W GRUPPE Sim�A� � ���k�� iZ
RACIONALXNOSTI GRUPPY Iso�A� � �� SLEDUET	 �TO

Iso�A� � ���k� 
 � � � 
 Sim�A� � ���k��

pO�TOMU

Sim�A� � ���k��R �� M �A� � ����� � ���

dLQ OPISANIQ GRUPPY ��� � �� ISPOLXZUETSQ PREDSTAWLENIE ALGEBRY A W WIDE

ALGEBRY �NDOMORFIZMOW EndD�V � S NEKOTORYM CENTRALXNYM TELOM D NAD Z I PRA�
WYM WEKTORNYM D�PROSTRANSTWOM V � sU�ESTWUET NEWYROVDENNAQ �RMITOWA FORMA
h NA V SO SWOJSTWAMI

h�a�u�� v� � h�u� � �a�v� � u� v � V� a � A�

fORMA h OPREDELENA ODNOZNA�NO S TO�NOSTX� DO MNOVITELQ IZ k�� gRUPPA Sim�A� � �
SOSTOIT IZ WSEH a � A� TAKIH	 �TO DLQ WSEH u� v � V

h�a�u�� a�v�� � �h�u� v�

DLQ NEKOTOROGO � � k�� � � ��a�� �LEMENT � TOGDA RAWEN ��a� � � �a�a� iNWOL��
CIQ � NAZYWAETSQ GIPERBOLI�ESKOJ	 ESLI FORMA h GIPERBOLI�NA� oBOZNA�IM �EREZ

Hyp�A� � � PODGRUPPU W k�	 POROVDENNU� NORMAMI WSEH KONE�NYH RAS�IRENIJ L�k
TAKIH	 �TO �L � � � � � AL � AL QWLQETSQ GIPERBOLI�ESKOJ INWOL�CIEJ� mERKURXEW
��� POLU�IL SLEDU��IJ REZULXTAT�
tEOREMA �� iMEETSQ ESTESTWENNYJ IZOMORFIZM

G��k��R �� Sim�A� � ���k��R �� M �A� � ��NZ� �Hyp�A� � ��

GDE NZ� � �k���	 ESLI �  INWOL�CIQ PERWOGO RODA	 NZ� � NZ�k�Z
��	 ESLI � 

INWOL�CIQ WTOROGO RODA� �
pROIZWOLXNAQ SWQZNAQ POLUPROSTAQ GRUPPA PRISOEDINENNOGO TIPA	 OPREDELENNAQ

NAD POLEM k	 IZOMORFNA PRQMOMU PROIZWEDENI� NESKOLXKIH KOPIJ GRUPP WIDA G� �
RF�k�G�	 GDE POLE F QWLQETSQ KONE�NYM RAS�IRENIEM POLQ k �POLE k IMEET HARAK�
TERISTIKU NULX�	 I G QWLQETSQ ABSOL�TNO PROSTOJ GRUPPOJ PRISOEDINENNOGO TIPA

NAD POLEM F � tAK KAK R��KWIWALENTNOSTX KOMMUTIRUET S PRQMYMI PROIZWEDENIQ�
MI I G��k��R � G�F ��R	 TO WY�ISLENIE GRUPPY KLASSOW R��KWIWALENTNOSTI DLQ
POLUPROSTYH GRUPP PRISOEDINENNOGO TIPA SWODITSQ K SLU�A� ABSOL�TNO PROSTYH

ALGEBRAI�ESKIH GRUPP�
w RABOTE sANS�KA ��� POKAZANO	 �TO DLQ SWQZNYH PRISOEDINENNYH POLUPROSTYH

GRUPP NAD �ISLOWYM POLEM GRUPPA �AFAREWI�A � tEJTA TRIWIALXNA I SPRAWEDLIW
PRINCIP SLABOJ APPROKSIMACII� pO�TOMU BIRACIONALXNYJ INWARIANT H��k�Pic �X�
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TRIWIALEN	 GDE X  GLADKAQ PROEKTIWNAQ MODELX GRUPPY G� pOSKOLXKU Pic �X  MO�
DULX KONE�NOGO RANGA	 TO H��k�Pic �X� � � DLQ PROIZWOLXNOGO POLQ k HARAKTERIS�
TIKI NULX� oDNAKO PREDPOLOVENIE O RACIONALXNOSTI MNOGOOBRAZIQ G NAD POLEM k
OPROWERGNUTO mERKURXEWYM	 KOTORYJ POKAZAL	 �TO SU�ESTWU�T SWQZNYE PRISOEDI�
NENNYE GRUPPY	 DLQ KOTORYH BIRACIONALXNYJ INWARIANT G�k��R OTLI�EN OT NULQ�
dLQ TOROW USLOWIE �Pic �X�T �� � ��� QWLQETSQ KRITERIEM STABILXNOJ RACIONALXNOS�
TI	 DLQ POLUPROSTYH GRUPP G ANALOGI�NOGO USLOWIQ QWNO NEDOSTATO�NO� �TO DA�
ET S TO�KI ZRENIQ STABILXNOJ RACIONALXNOSTI ODNOWREMENNOE WYPOLNENIE USLOWIJ�
�Pic �X�G�� � ��� I G�F ��R � � � F � k � oTWETA NA �TOT WOPROS Q NE ZNA��

iZOMORFIZMY TEOREMY � POZWOLILI mERKURXEWU WY�ISLITX GRUPPU KLASSOW R�
�KWIWALENTNOSTI PO�TI DLQ WSEH SWQZNYH PRISOEDINENNYH POLUPROSTYH GRUPP KLAS�
SI�ESKOGO TIPA� pRIWEDEM OBZOR EGO REZULXTATOW�
tIP An���
gRUPPY WNUTRENNEGO TIPA� pROIZWOLXNAQ ABSOL�TNO PROSTAQ PRISOEDINENNAQ k�

GRUPPA G WNUTRENNEGO TIPA An��� n � �	 IZOMORFNA GRUPPE PGL��A�	 GDE A 
CENTRALXNAQ PROSTAQ ALGEBRA NAD POLEM k STEPENI n� pOSKOLXKU G RACIONALXNA NAD

k	 TO G�k��R � ��
gRUPPY WNE�NEGO TIPA� eSLI n  NE�ETNO	 TO W RABOTE wOSKRESENSKOGO I kLQ�KO

��� POKAZANO	 �TO GRUPPA G RACIONALXNA NAD k	 PO�TOMU G�k��R � �� dLQ n � �
ALGEBRA A QWLQETSQ KWATERNIONNOJ ALGEBROJ NAD CENTROM Z� �Z � k� � �� � 
INWOL�CIQ WTOROGO RODA� pRQMYE WY�ISLENIQ POKAZYWA�T	 �TO G�k��R � ��
tIP Bn�
pROIZWOLXNAQ ABSOL�TNO PROSTAQ PRISOEDINENNAQ k�GRUPPA G� DANNOGO TIPA IZO�

MORFNA GRUPPE Sim�A� � ���Gm�k	 GDE A  CENTRALXNAQ PROSTAQ ALGEBRA STEPENI �n��
NAD POLEM k S INWOL�CIEJ � PERWOGO RODA� iNWOL�CIQ � PRISOEDINENA K NEKOTOROJ
KWADRATI�NOJ FORME q OT �n � � PEREMENNYH	 KOTORAQ OPREDELENA S TO�NOSTX� DO

SKALQRA� gRUPPA G� RAWNA PROEKTIWNOJ ORTOGONALXNOJ GRUPPE

PO�q� �� O��q� � Iso�A� � ���

KOTORAQ k�RACIONALXNA	 G��k��R � ��
tIP Cn�
pROIZWOLXNAQ ABSOL�TNO PROSTAQ PRISOEDINENNAQ k�GRUPPA TIPA Cn IZOMORFNA

GRUPPE Sim�A� � ���Gm	 GDE A  PROSTAQ CENTRALXNAQ ALGEBRA STEPENI �n NAD POLEM k
S SIMPLEKTI�ESKOJ INWOL�CIEJ � � mERKURXEW POKAZYWAET	�TO GRUPPA G� STABILXNO

RACIONALXNA DLQ NE�ETNOGO n� dLQ �TIH n G��k��R � ��
tIP Dn� pRISOEDINENNAQ ALGEBRAI�ESKAQ k�GRUPPA G� TIPA Dn	 ZA ISKL��ENIEM

NEKOTORYH NEKLASSI�ESKIH GRUPP TIPA D�	 IZOMORFNA GRUPPE Sim�A� � ���Gm�k	 GDE
Sim�A� � �� SOSTOIT IZ �LEMENTOW a � Sim�A� � � TAKIH	 �TO Nrd�a� � ��a�n� pUSTX
C � C�A� � �  ALGEBRA kLIFFORDA ALGEBRY S INWOL�CIEJ �A� � � I L  CENTR W C	
KOTORYJ QWLQETSQ KWADRATI�NYM RAS�IRENIEM POLQ k� L � k�x���x� � d�	 GDE d �
disc�� �� cENTR L  NE OBQZATELXNO POLE� eSLI L RASPADAETSQ	 T�E� disc�� � � �k���	 TO
ALGEBRA C PREDSTAWIMA W WIDE PROIZWEDENIQ C��A� � ��C��A� � � DWUH CENTRALXNYH
PROSTYH ALGEBR NAD POLEM k� sLEDU��AQ TEOREMA PRINADLEVIT mERKURXEWU ���	 ZA
DOKAZATELXSTWOM �ITATELX OTSYLAETSQ K �TOJ RABOTE�
tEOREMA �� pUSTX A  CENTRALXNAQ PROSTAQ ALGEBRA �ETNOJ STEPENI NAD PO�

LEM k S ORTOGONALXNOJ INWOL�CIEJ � � eSLI disc�� � NE QWLQETSQ KWADRATOM W POLE

k I indC�A� � � � �	 TO GRUPPA Aut �A� � ���k��R �� � I	 SLEDOWATELXNO	 MNOGOOBRAZIE
Aut �A� � �� NE QWLQETSQ STABILXNO RACIONALXNYM� �

dLQ WSQKOGO n � � WSEGDA MOVNO POSTROITX NAD �ISLOWYM POLEM k KWADRATI�NU�
FORMU q OT �n PEREMENNYH S USLOWIQMI� disc�q� �� k� I ind�C�A� � �� � �� pO�TOMU
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NAD �ISLOWYM POLEM k SU�ESTWU�T STABILXNO NERACIONALXNYE POLUPROSTYE GRUPPY
PRISOEDINENNOGO TIPA Dn DLQ WSQKOGO n � ��
tEOREMA � �mERKURXEW ��	� pUSTX A  CENTRALXNAQ PROSTAQ ALGEBRA STEPENI

� NAD POLEM k S ORTOGONALXNOJ INWOL�CIEJ �� C � C�A� � �  SOOTWETSTWU��AQ

ALGEBRA kLIFFORDA�tOGDA
�� ESLI disc�� � � �k���	 TO GRUPPA G� � Aut �A� � �� RACIONALXNA I	 SLEDOWATELXNO	

G��k��R � ��
�� ESLI disc�� � �� �k���	 A C ILI RAS�EPIMA	 ILI ind�C� � � I A RAS�EPIMA	 TO

G�  STABILXNO RACIONALXNA I G��k��R � ��
�� ESLI ind�C� � � ILI ind�C� � � I A NE RAS�EPIMA	 TO G��k��R �� � I	 SLEDOWA�

TELXNO	 MNOGOOBRAZIE G� NE QWLQETSQ STABILXNO RACIONALXNYM� �

gLAWA VII� indeks�formuly w arifmetike

algebrai�eskih torow

pUSTX k  �ISLOWOE POLE	 O  KOLXCO CELYH �LEMENTOW POLQ k� T  TOR KATEGORII
C�L�k�� � � Gal �L�k�	 RAS�IRENIE L�k IMEET KONE�NU� STEPENX� bUDEM S�ITATX	
�TO GRUPPA T SNABVENA KANONI�ESKOJ CELOJ STRUKTUROJ �SM�x���� tAKIM OBRAZOM	 T
ESTX O�SHEMA I IMEET SMYSL SIMWOL T �B� DLQ L�BOJ O�ALGEBRY B	 A GRUPPA KLASSOW
H�T � � T �A��T �k�T �A�� IMEET MINIMALXNYJ PORQDOK h�T �	 GDE A  KOLXCO ADELEJ
POLQ k� nA�A ZADA�A  WY�ISLITX PORQDOK h�T � �TOJ GRUPPY DLQ TOROW SPECIALXNOGO
WIDA�

x��� arifmetika proektiwnoj gruppy polq

����� oTNO�ENIE �ISEL KLASSOW� uTO�NIM SNA�ALA WYSKAZYWANIE O MINI�
MALXNOSTI GRUPPY KLASSOW H�T �� pUSTX X  PROIZWOLXNAQ GRUPPOWAQ O�FORMA TORA
T �O k� pOSKOLXKU GRUPPA X�O�� KOMPAKTNA	 A T �O��  MAKSIMALXNAQ KOMPAKTNAQ
PODGRUPPA W T �k��	 TO X�A�� 
 T �A��	 I MY IMEEM �PIMORFIZM

� � H�X�� H�T ��

GDE

H�X� � X�A��X�k�X�A�� � T �A��T �k�X�A���

wY�ISLENIE QDRA �PIMORFIZMA � PRIWODIT K SLEDU��EMU REZULXTATU�
pREDLOVENIE �� pUSTX X  PROIZWOLXNAQ GRUPPOWAQ O�FORMA k�TORA T � tOGDA

IMEEM TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX ABELEWYH GRUPP

� � X�O� � T �O��
Y
�

T �O���X�O��� H�X�� H�T �� ��

dOKAZATELXSTWO� eSTESTWENNOE WLOVENIE GRUPPY T �A�� W T �A� OPREDELQET GOMO�
MORFIZM � � T �A��� H�X� I Im��� � Ker���� dALEE	Ker��� ESTX GRUPPA UX�A��	
GDE U � T �k� � T �A�� � T �O�� nAKONEC	

T �A���UX�A�� � �T �A���X�A�����T �O��X�O���

zAMETIM	 �TO PROIZWEDENIE W SREDNEM �LENE POSLEDOWATELXNOSTI FAKTI�ESKI KONE��
NO	 POSKOLXKU T �O�� � X�O�� PO�TI DLQ WSEH 
� �
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oBRATIM WNIMANIE	 �TO W SLU�AE	 KOGDA T� � RF�k�T �	 TO

T �AF ��T �F �T �A�F � �� T��Ak��T��k�T��A
�
k ��

PO�DRUGOMU	H�RF�k�T �� � H�T �� rASSMOTRIM PROSTEJ�IJ SLU�AJ TORAGm�k� w �TOM
SLU�AE Gm�Ak� � Ik  GRUPPA IDELEJ POLQ k� H�Gm�k� � H�k�  GRUPPA KLASSOW IDE�
ALOW POLQ k� wOZXMEM TOR T � Rk�Q�Gm�� iZ SKAZANNOGO SLEDUET	 �TO H�T � � H�k��
dANNOE OBSTOQTELXSTWO POZWOLQET NAPISATX RQD SOOTNO�ENIJ TIPA INDEKS�FORMUL	
IME��IHSQ W GRUPPE KLASSOW IDEALOWH�k� POLQ k�s TOROMRF�k�Gm� ASSOCIIROWANY
DWE ESTESTWENNYE TO�NYE POSLEDOWATELXNOSTI

� � Gm�k � RF�k�Gm�� P � ��

� � N � RF�k�Gm�
�� Gm�k � ��

GDE   NORMENNOE OTOBRAVENIE	 N � R
���
F�k�Gm�� P � RF�k�Gm��Gm�k� tOR P NAZO�

WEM PROEKTIWNOJ GRUPPOJ RAS�IRENIQ F�k� P �k� � F ��k�� tORY N I P IZOGENNY

NAD POLEM k	 ESLI F�k  CIKLI�ESKOE RAS�IRENIE	 TO N I P IZOMORFNY�
pUSTX TEPERX F  NORMALXNOE RAS�IRENIE POLQ k� � � Gal �F�k�� iMEEM TO�NU�

POSLEDOWATELXNOSTX ADELXNYH GRUPP

� � Gm�A�� RF�k�Gm��A�� P �A�� ��

dLQ 
�ADI�ESKOGO POLQ k� IMEEM TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX GRUPP CELYH TO�EK

� � Gm�O��� RF�k�Gm��O��� P �O��� H���� �OF �O O��
��� ��

iZ RAZLOVENIQ W PRQMU� SUMMU

F �k k� �
M
�� j �

F ��

SLEDUET	 �TO
H���� �OF �O O��

�� � H��� ��� O
�
����

GDE �
 OZNA�AET PROSTOJ IDEAL KOLXCA CELYH OF POLQ F �iZ TEORII 
�ADI�ESKIH POLEJ
IZWESTNO	 �TO GRUPPA H��� ��� O

�
��� QWLQETSQ CIKLI�ESKOJ PORQDKA e� 	 GDE e�  INDEKS

WETWLENIQ TO�KI 
 W POLE F � �TO POKAZYWAET	 �TO

H���� Gm�A
�
F �� � H���� I�F � �

M
�

Z�e�Z �
M
��S

Z�e�Z�

GDE S  MNOVESTWO WSEH PROSTYH KONE�NYH DIWIZOROW POLQ k	 RAZWETWLENNYH W F �
iMEEM TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX

� � Gm�A
�
k �� RF�k�Gm��A

�
k �� P �A�k �� H���� I�F �� ��

KOTORU� MOVNO PEREPISATX W WIDE

� � I�k � I�F
�� P �A�k ��

M
�

Z�e�Z� �� ���

zAPI�EM E�E ANALOGI�NU� POSLEDOWATELXNOSTX DLQ GRUPP CELYH TO�EK

� � E�k�� E�F �� P �O�� H���� E�F ��� �� ���
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GDE E�L�  GRUPPA EDINIC KOLXCA O�L�� �TI POSLEDOWATELXNOSTI SWQZANY KOMMUTA�
TIWNOJ DIAGRAMMOJ

� � E�k� � E�F �
�� P �O�

��� H���� E�F �� � �
� � � �� � ��

� � I�k � I�F
�� P �A�k �

��� H���� I�F � � ��

���

pUSTX U � Im���� pOSLEDOWATELXNOSTX ��� RASPADAETSQ NA DWE KOROTKIE TO�NYE

POSLEDOWATELXNOSTI�
� � I�k � I�F � U � ��

� � U � P �A�k ��
M
�

Z�e�Z� ��

KOTORYE OPREDELQ�T SLEDU��IE DWE DLINNYE TO�NYE POSLEDOWATELXNOSTI�

� � P �k� � U � P �O��
M
�

Z�e�Z� P �A��P �k�U � H�P �� ��

� � E�k�� E�F �
�� P �k� � U �� H�k�

	� H�F �� P �A��P �k�U � �� ���

ISPOLXZUQ RASSUVDENIQ PREDLOVENIQ �� pOSLEDOWATELXNOSTI ��� SODERVAT DOSTATO��
NO WESOMU� INFORMACI�� k PRIMERU	 WY�ISLIM QDRO OTOBRAVENIQ �� iZ DIAGRAMMY
��� SLEDUET	 �TO

P �k�� U � P �O�� U � ���� �U � � Ker ����� � Ker ������

u�ITYWAQ	 �TO ��  MONOMORFIZM	 IMEEM

Ker ��� � �P �k� �U ���E�F �� � Ker ������Ker �����

tEM SAMYM DOKAZANA

tEOREMA �� pUSTX F�k  NORMALXNOE RAS�IRENIE S GRUPPOJ gALUA �� � � H�k��
H�F �  ESTESTWENNOE OTOBRAVENIE GRUPP KLASSOW IDEALOW� tOGDA GRUPPA Ker ��� IZO�
MORFNA QDRU ESTESTWENNOGO OTOBRAVENIQ

H���� E�F ��� H���� I�F �� �
sLEDSTWIE�eSLI F�k  NERAZWETWLENNOE RAS�IRENIE	 TOGDAKer ��� � H���� E�F ���

dALEE	 IZ ��� SLEDUET	 �TO H�P � � �	 H�F � � �� �
tEOREMA �� �ISLA KLASSOW POLEJ k I F SWQZANY SOOTNO�ENIEM

h�P � �
h�F ��H���� E�F ��

h�k�
Q
e�

�

dOKAZATELXSTWO� iZ ��� SLEDU�T RAWENSTWA

h�P �
Y
�

e� � �P �A� � P �k�U ��P �O� � P �k� � U ��

�P �A� � P �k�U �h�k� � H�F ��P �k�� U � �E�F ����

iSKL��AQ IZ NIH �ISLO �P �A� � P �k�U �	 POLU�AEM SOOTNO�ENIE

h�k�h�P �
Y

e� � h�F ��P �O� � �E�F ����
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iZ ��� SLEDUET	 �TO

�P �O� � �E�F ��� � �H���� E�F ���� �
oTMETIM E�E	 �TO W SLU�AE CIKLI�ESKOGO RAS�IRENIQ F�k SPRAWEDLIWO RAWENSTWO
PO �RBRANU

�u�H���� E�F ��� � �F � k�� �H���� E�F ���� ���

GDE u  KOLI�ESTWO BESKONE�NYH TO�EK WETWLENIQ POLQ k W F� �
pREDLOVENIE �� pUSTX F�k  NERAZWETWLENO� tOGDA MY IMEEM TO�NU� POSLEDO�

WATELXNOSTX

� � H���� E�F ��� H�k�� H�F �� H�P �� ��

w SAMOM DELE	 W �TOM SLU�AE U � P �A�k �� �
sLEDSTWIE� eSLI F�k  GILXBERTOWO POLE KLASSOW	 TO H�P � � H�F � I H�k� �

H���� E�F ��� �
pUSTX TEPERX k � Q  POLE RACIONALXNYH �ISEL� tOGDA H�Q� � � I IZ ��� IMEEM

H�F � � P �A��P �k�U� P �k� � U � �E�F ���

pOSLEDOWATELXNOSTX ��� PRINIMAET WID

� � E�Q�� E�F �� P �Z��
Y
p

Z�epZ� H�F �� H�P �� �

ILI	 U�ITYWAQ SOOTNO�ENIE ���	 IMEEM

� � H���� E�F ���
Y
p

Z�epZ� H�F �� H�P �� �� ���

dLQ CIKLI�ESKOGO RAS�IRENIQ F�Q PORQDOK GRUPPY H���� E�F �� MOVNO OCENITX
PO FORMULE ���� w �TOM SLU�AE �H���� E�F �� � �	 ESLI ���� QWLQETSQ NORMOJ EDINICY
IZ E�F �	 I �H���� E�F �� � Z��Z W PROTIWNOM SLU�AE� �ISLO u RAWNO � 	 ESLI F 
WE�ESTWENNO	 I u � �	 ESLI F  MNIMO� pO�TOMU �H���� E�F ��� � �F � Q�	 ESLI u � �
ILI u � � 	 NO ���� QWLQETSQ NORMOJ EDINICY� �H���� E�F ��� � ��F � Q�	 ESLI u � �	
NO ���� NE QWLQETSQ NORMOJ� w KA�ESTWE PRILOVENIQ RASSMOTRIM DWA PRIMERA�

����� iNDEKS FORMULY W SLU�AE KWADRATI�NOGO RAS�IRENIQ� pUSTX F�Q
 KWADRATI�NOE RAS�IRENIE S DISKRIMINANTOM d� a  KOLI�ESTWO RAZLI�NYH PROS�
TYH �ISEL	 WHODQ�IH W DISKRIMINANT� tOGDA h�F � � �a��h�P �	 ESLI d � �	 ILI
d � �	 NO FUNDAMENTALXNAQ EDINICA IMEET NORMU	 RAWNU� ����� eSLI d � � I NOR�
MA FUNDAMENTALXNOJ EDINICY RAWNA � 	 TO h�F � � �a��h�P �� eSLI WWESTI W RAS�
SMOTRENIE GRUPPU H��F � KLASSOW IDEALOW W UZKOM SMYSLE	 TO �ISLA KLASSOW h�F �
I h��F � � �H��F �� SWQZANY SOOTNO�ENIEM h��F � � h�F �	 ESLI �� � NF�Q��� I
h��F � � �h�F � W PROTIWNOM SLU�AE� wY�EPRIWEDENNYE SOOTNO�ENIQ MOVNO ZAPI�
SATX W FORME h��F � � �a��h�P �� mOVNO POLU�ITX I BOLEE TO�NYE SOOTNO�ENIQ�
wMESTO ��� MOVNO ZAPISATX TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX

� � �Z��Z�a�� � H��F �
�� H�P �� ��

gRUPPA Ker ��� �� �Z��Z�a�� SOSTOIT IZ �LEMENTOW GRUPPY H��F �	 INWARIANTNYH
OTNOSITELXNO OPERATORA � � Gal �F�Q�� �TO W TO�NOSTI �LEMENTY PORQDKA � W

GRUPPE H��F �� rASSMOTRIM TEPERX TOR N 	 W NA�EM SLU�AE ON IZOMORFEN P � gRUP�
PA H�N � � H�P � WKLADYWAETSQ W H��F �� pUSTX cl�a�  �LEMENT IZ H�N �	 RAS�
SMATRIWAEMYJ KAK �LEMENT W H��F �� a  IDEAL	 Na � �� oPREDELIM �LEMENTY W
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H�N �	 INWARIANTNYE OTNOSITELXNO �� uSLOWIE cl�a�
 � cl�a� RAWNOSILXNO RAWENST�
WU a
 � a���� � � F �� NF�Q��� � �� oTS�DA SLEDUET	 �TO � � �
	 I MY IMEEM

RAWENSTWO �a���
 � a��� pUSTX p�� ��� pa  RAZLI�NYE PROSTYE �ISLA	 WHODQ�IE W
DISKRIMINANT d� pi � 
�i � uMNOVAQ	 PRI NEOBHODIMOSTI	 �LEMENT  NA PROSTYE pi	
IDEAL a�� MOVNO PREDSTAWITX W WIDE 
i� � � �
is � � � s � a� �TO DAET WOZMOVNOSTX
POS�ITATX ��RANG GRUPPY �LEMENTOW WTOROGO PORQDKA W H�N �	 �TO SOWPADAET S KOLI�
�ESTWOM INWARIANTOW GRUPPY H��F �	 DELQ�IHSQ NA �� kLASSI�ESKIJ PODHOD K �TOMU
WOPROSU IZLOVEN W KNIGE bOREWI�A I �AFAREWI�A ���� rASSMOTRIM E�E ODIN PRIMER
WY�ISLENIQ GRUPPY KLASSOW H�P �	 PRIWODQ�IJ K SOOTNO�ENIQM	 KOTORYE IZU�ALISX
hASSE ����

����� sOOTNO�ENIQ hASSE W SLU�AE MNIMOGO RAS�IRENIQ� pUSTX F 
ABELEWO RAS�IRENIE POLQ Q� pO TEOREME kRONEKERA POLE F ESTX PODPOLE KRUGO�
WOGO POLQ Q��m� 	 GDE �m  PERWOOBRAZNYJ KORENX URAWNENIQ xm � �� eSLI m 
NAIMENX�EE NATURALXNOE �ISLO SO SWOJSTWOM F 
 Q��m� 	 TO m NAZYWAETSQ WEDU�
�IM MODULEM RAS�IRENIQ F�Q� pUSTX Q��m � ���m �  WE�ESTWENNOE PODPOLE POLQ
Q��m�� k � F �Q��m � ���m �  MAKSIMALXNOE WE�ESTWENNOE PODPOLE POLQ F � pUSTX
�F � k� � �	 T�E� F  MNIMOE RAS�IRENIE POLQ k� oBOZNA�IM �EREZ d DISKRIMINANT

RAS�IRENIQ F�k	 PUSTX P � N � R
���
F�k�Gm�  ODNOMERNYJ TOR NAD POLEM k� gRUP�

PA P �Ok� � N �Ok� SOSTOIT IZ CELYH �LEMENTOW � POLQ F S USLOWIEM � �� � �	 GDE ��
 KOMPLEKSNO�SOPRQVENNYJ �LEMENT� oTS�DA P �Ok� � W  GRUPPA WSEH KORNEJ IZ
EDINICY W POLE F � pOSLEDOWATELXNOSTX ��� P����� PEREPI�EM W WIDE

� � Ker��� � H�k�� H�F �� P �Ak��P �k�U � ��

Ker��� � Im��� �� �P �Ok� � U ���E�F ���

u�ITYWAQ	 �TO W � N �Ok� 
 RF�k�Gm��Ok� � E�F �	 A ��� � ���� � �� � W �� � �
W 	 IMEEM SLEDU��U� FILXTRACI��

W � � P �Ok�
� 
 Im�� 
 P �Ok� � U 
 P �Ok� � W�

pUSTX

Q � �Im�� �W ��� R � �P �Ok� � U � Im���� S � �W � P �Ok� �U ��

zAMETIM	 �TO

QRS � �� R � �Ker����� RS � �H��F�k�E�F ����

pUSTX a  KOLI�ESTWO RAZLI�NYH PROSTYH W DISKRIMINANTE d�F�k�� fORMULA IZ
TEOREMY � P����� PRINIMAET WID

h�F � � �a�� Q h�k� h�P �� ���

eSLI F�k  RAZWETWLENO	 TO a � �	 I FORMULA ��� POKAZYWAET	 �TO �ISLO h�F ��h�k�
 CELOE� oDNAKO I DLQ a � � �ISLO h�F ��h�k�  CELOE� w SAMOM DELE	 POSKOLXKU F�k
NERAZWETWLENO	 k  WE�ESTWENNO	 F  MNIMO	 TO

NF�kI
�
F � Rn

�

Y
�

E�k��� n � �k � Q�� �I�k � NF�kI
�
F � � �n�

GDE R�  MULXTIPLIKATIWNAQ GRUPPA POLOVITELXNYH WE�ESTWENNYH �ISEL	 Ik� IF 
GRUPPY IDELEJ� pOLU�AEM CEPO�KU �PIMORFIZMOW

H�F � � IF �F
�I�F � k�NF�kIF �k

�NF�kI
�
F � k�I�k NF�kIF �k

�I�k � H�k��
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PRI�EM RAWENSTWO SPRAWA SLEDUET IZ TEORII POLEJ KLASSOW	 IBO �Ik � k�NF�kIF � � ��
iMEEM h�F ��h�k� � �a��Q h�P �  CELOE �ISLO� oBSTOQTELXNOE ISSLEDOWANIE INDEK�
SA Q PROWEDENO W KNIGE hASSE ���� iZ SOOTNO�ENIQ QRS � � SLEDUET	 �TO ODIN IZ
SOMNOVITELEJ RAWEN � I ZNANIE EGO OPREDELQET WSE OSTALXNYE� pUSTX w  PORQDOK
GRUPPY KORNEJ W � wOZMOVNY DWA SLU�AQ� w � � �mod �� ILI w � � �mod ��� wO
WTOROM SLU�AE F � k�i� I TOLXKO DELITELI DWOJKI MOGUT BYTX RAZWETWLENNYMI W F �
pREDLOVENIE �� eSLI W POLE k SU�ESTWUET PROSTOJ DIWIZOR 
	 NE DELQ�IJ � I

RAZWETWLENNYJ W F 	 TO S � � I	 SLEDOWATELXNO	 Q � R � ��
dOKAZATELXSTWO� w NA�EM SLU�AE IMEEM SRAWNENIE w � � �mod �� � pUSTX 
 �

�
�� w GRUPPE EDINIC E�F ��� URAWNENIE �� � �� NE IMEET RE�ENIQ	 SLEDOWATELXNO	
W � P �Ok� � U� S � �� �

tAKIM OBRAZOM	 GLAWNU� TRUDNOSTX PRI OPREDELENII INDEKSOW PREDSTAWLQET SLU�
�AJ	 KOGDA TO�KI WETWLENIQ NAHODQTSQ SREDI DELITELEJ �ISLA �� hASSE ��� POKAZAL	
�TO W �TOM SLU�AE REALIZU�TSQ WSE WOZMOVNOSTI� LIBO S � �	 LIBO R � �	 LIBO
Q � �� rASSMOTRIM �ASTNYJ SLU�AJ KRUGOWOGO RAS�IRENIQ�

F � Q��m�� k � Q��m � ���m ��

GDE m  WEDU�IJ MODULX	 �F � k� � �� eSLI m � p�� p � ��  � �	 TO PREDLOVENIE
� POKAZYWAET	 �TO S � �� eSLI m � ���  � �	 TOGDA �m � ����� � � � � �m
NE QWLQETSQ LOKALXNOJ EDINICEJ W F ��� �
 j �� F ���k ��  RAZWETWLENNOE RAS�IRENIE	
SLEDOWATELXNO	 SNOWA S � �� eSLIm � m�m�� �m��m�� � �	 TO IZ STROENIQ KRUGOWOGO
MNOGO�LENA SLEDUET	 �TO � � �� �m QWLQETSQ EDINICEJ POLQ F 	 I RAS�ET POKAZYWAET	
�TO ���� � ��m� pOSKOLXKU ���m� NE QWLQETSQ KWADRATOM W F 	 TO Q � �� �TO ODNA IZ
TEOREM hASSE�
tEOREMA� pUSTX F � Q��m�  KRUGOWOE RAS�IRENIE	 k  MAKSIMALXNOE WE�EST�

WENNOE PODPOLE	 �F � k� � �� � � H�k� � H�F �  ESTESTWENNOE OTOBRAVENIE� tOGDA
� QWLQETSQ MONOMORFIZMOM	 A Q � � ILI � W ZAWISIMOSTI OT TOGO	 PRIMARNO m ILI

NET� �
eSLI WMESTO TORA P RASSMATRIWATX IZOMORFNYJ EMU TOR N I WLOVENIE N �

RF�k�Gm�	 TO MOVNO POLU�ITX NEKOTORYE DOPOLNITELXNYE FORMULY	 SWQZYWA��IE
�ISLA h�k�� h�F �� h�P ��

x��� arifmetika normennoj giperpowerhnosti

iSPOLXZUEM PONQTIQ I OBZNA�ENIQ	 WWEDENNYE W GL�V� pUSTX T  ANIZOTROPNYJ
k�TOR	 T�E� T NE IMEET RACIONALXNYH HARAKTEROW	 OPREDELENNYH NAD POLEM k	 KROME
TRIWIALXNOGO� tOGDA T ��A� � T �A�� rASSMOTRIM NA T �A� MERU tAMAGAWY � 	 OPREDE�
LENNU� FORMULOJ � P������ iMEEM

� � L��� ���� j�kj�dimT

�

Y
v

�v�

GDE �v � �v DLQ v j �� �� � L���� ����� �  HARAKTER CELO�ISLENNOGO PREDSTAWLENIQ

GRUPPY gALUA RAS�IRENIQ L�k NA MODULE �T 	 GDE L  POLE RAZLOVENIQ TORA T� � 
FORMA OB�EMA NA T 	 OPREDELENNAQ NAD k� pUSTX

�� �
Y
vj�

�v�

iMEEM

T �A� �
h�
i�

ai T �k� T �A
���
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OTKUDA

� �T � � h�T � L��� ���� j�kj�dimT

� ���T��T �O��
Y
�

���T �O����

pO FORMULE ��� I TEOREME � P����� ���T �O��� � � DLQ TO�EK 
 POLQ k	 NERAZWETW�
LENNYH W L	 I TAKIH	 �TO �� QWLQETSQ KANONI�ESKOJ MEROJ NA T �k��� pO TEOREME
t�oNO

� �T � � �H��k� �T ����� �T ���

iMEEM RAWENSTWO

�H��k� �T �� j�kj dimT

� �
h�T � �� �T ��

L��� ��
���T��T �O��

Y
�

L���� �� ���T �O���� ���

pUSTX TEPERX N � R
���
F�k�Gm��nAM UDOBNEE NA WREMQ PEREJTI K TORU T � Rk�Q�N �	

OPREDELENNOMU UVE NAD Q� kAK MY WIDELI	 �ISLA h�T � I h�N � SOWPADA�T� pUSTX L
 NORMALXNOE KONE�NOE RAS�IRENIE POLQ Q	 SODERVA�EE POLE RAZLOVENIQ TORA N �

� � Gal �L�Q�� � � Gal �L�k�� � � Gal �L�F �� � 
 � 
 ��

tOGDA �T � Z�����
�N � fORMULA ��� PRINIMAET WID

�H��Q� �T �� �
h�T � �� �T ��

L��� �� L�Q�
���T �R��T �Z��

Y
p

Lp��� �� �p�T �Zp���

dALEE	 H��Q� �T � � H��k� �N� I POSLEDOWATELXNOSTX ��MODULEJ

� � Z� Z������ �N � � ���

POKAZYWAET	 �TO

H��k� �N� � Ker �Hom���C��� Hom���C���

ESTX QDRO OTOBRAVENIQ OGRANI�ENIQ� qSNO	 �TO �LEMENT � IZ Hom���C�� LEVIT W
QDRE OGRANI�ENIQ TOGDA I TOLXKO TOGDA	 KOGDA � TRIWIALEN NA PODGRUPPE ������	 GDE
�����  KOMMUTANT GRUPPY �� tAKIM OBRAZOM	 �H��Q� �T �� � �F� � k�	 GDE F�  MAKSI�
MALXNOE ABELEWO RAS�IRENIE POLQ k	 SODERVA�EESQ W F � hARAKTER � QWLQETSQ INDU�
CIROWANNYM S HARAKTERA �N PREDSTAWLENIQ �N GRUPPY �	 PO�TOMU L�s� �� L�Q� �
L�s� �N � L�k� PO PREDLOVENI� � P������ sOOTNO�ENIE ��� POKAZYWAET	 �TO �N �
�� � ��	 GDE ��  GLAWNYJ HARAKTER GRUPPY �	 A ��  HARAKTER	 INDUCIROWANNYJ
S GLAWNOGO HARAKTERA �� PODGRUPPY �� pREDLOVENIQ � I � P����� POKAZYWA�T	 �TO
L�s� �N � L�k� � �F �s���k�s�	 GDE �M  DZETA�FUNKCIQ dEDEKINDA POLQ M � pREDYDU�
�AQ FORMULA MOVET BYTX PEREPISANA W SLEDU��EM WIDE�

�F� � k� � lim
s��

�k�s�

�F �s�
h�N � �� �N �� ���T �R��T �Z�

Y
p

Lp��� �� �p�T �Zp��� ���

dLQ WY�ISLENIQ OB�EMA ���T �R��T �Z�� ISPOLXZUEM TEOREMU � P������ nORMIRUEM
INWARIANTNU� FORMU � NA T SLEDU��IM OBRAZOM� iZ POSLEDOWATELXNOSTI ��� IMEEM
TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX TOROW

� � T � RF�Q�Gm�
�� Rk�Q�Gm�� ��
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GDE � ESTX NORMENNOE OTOBRAVENIE NF�k� wYBEREM W KAVDOM IZ POLEJ k I F CELYE

BAZISY �� ��� m I ��� ��� �q	 m � �k � Q�� q � �F � Q�� pUSTX x � x�� � � � � �
xmm� y � y��� � � � �yq�q  OB�IE �LEMENTY POLEJ k I F SOOTWETSTWENNO� fORMY

 �
dx� � � � � � dxm

Nk�Q�x�
I � �

dy� � � � � � dyq
NF�Q�y�

QWLQ�TSQ FORMAMI OB�EMA NA Rk�Q�Gm� I RF�Q�Gm�� pUSTX �  FORMA NA RF�Q�Gm�
TAKAQ	 �TO � � ������� tOGDA EE OGRANI�ENIE	 SNOWA �	 ESTX k�FORMA OB�EMA NA T �
pOSKOLXKU

���� �
���dx� � � � � � dxm�

NF�Q�y�
�

TO POLU�AEM

dy� � � � � � dyq � ���dx� � � � � � dxm� � �� ���

wYBEREM W WE�ESTWENNOM PROSTRANSTWE k�QR FUNDAMENTALXNU� OBLASTX DLQ GRUP�
PY EDINIC E�k�	 DEJSTWU��EJ MULXTIPLIKATIWNO NA k �Q R� w KNIGE bOREWI�A I

�AFAREWI�A ��� POKAZANO	 �TO TAKU� OBLASTX MOVNO WYBRATX W WIDE KONUSA S WER�
�INOJ W NA�ALE KOORDINAT�pUSTX Xk  �ASTX �TOGO KONUSA S USLOWIEM jNk�Q�x�j � �	
ANALOGI�NO OPREDELQETSQ XF � oB�EM v�XF � TELA XF KONE�EN W OBY�NOJ MERE lEBEGA

NA Rq I RAWEN

lim
s��

�s � ��f�s��

GDE

f�s� �
X

jNF�Q�y�j�s

I y � ��y�� � � ���qyq PROBEGAET WSE CELYE �ISLA POLQ F 	 OTLI�NYE OT NULQ I TAKIE	
�TO �y�� ��� yq� PRINADLEVIT KONUSU� aNALOGI�NO WY�ISLQETSQ OB�EM v�Xk�� fORMULA
��� PRIWODIT NAS K SOOTNO�ENI�

Z
XF

dy� � � � � � dyq �
Z
��XF �

dx� � � � � � dxm
Z
T �R��T �Z�

��

OTKUDA

���T �R��T �Z�� �

R
XF

dy� � � � � � dyqR
��XF �

dx� � � � � � dxm � ���

sRAWNIWAQ OBLASTI Xk I ��XF �	 POLU�AEM	 KAK I W x��	 SOOTNO�ENIE
Z
��XF �

dx� � � � � � dxm �
�E�k� � NF�k�E�F ���

��k �Q R�� � NF�k�F �Q R���

Z
Xk

dx� � � � � � dxm� ���

pEREJDEM TEPERX K WY�ISLENI� RQDA f�s�	 KOTORYJ U�ASTWUET W WY�ISLENII IN�
TEGRALA Z

XF

dy� � � � � � dyq�

zAMETIM	 �TO TO�KI RE�ETKI Zq W Rq PREDSTAWLQ�T SOBOJ WSE CELYE �ISLA POLQ F 	
A W KONUS XF POPADAET PO ODNOMU CELOMU �LEMENTU IZ KAVDOGO KLASSA ASSOCIIRO�
WANNYH� iZ TEOREMY O RAWNOMERNOM RASPREDELENII IDEALOW PO KLASSAM I IZ SWOJSTW

DZETA�FUNKCII dEDEKINDA SLEDUET	 �TO

lim
s��

�s � ��f�s� � h�F ��� lim
s��

�s� ���F �s��
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tAKIM OBRAZOM Z
XF

dy� � � � � � dyq � h�F ��� lim
s��

�s � ���F �s�� ���

aNALOGI�NO Z
Xk

dx� � � � � � dxm � h�k��� lim
s��

�s � ���k�s�� ���

oB�EDINQQ FORMULY ���  ���	 POLU�AEM SOOTNO�ENIE

lim
s��

�k�s�

�F �s�
���T �R��T �Z�� �

h�k� ��k �Q R�� � NF�k�F �Q R���

h�F ��E�k� � NF�k�E�F ���
�

dALEE

Lp��� �� �
Y
�jp

��� �

N

�
�Y

��jp

��� �

N �

�� �
j
jp�

GDE 
  PROSTOJ IDEAL POLQ k� �
  TAKOJ VE IDEAL POLQ F 	

�p�T �Zp�� � mes�RF�Q�Gm��Zp���mes�U ��

GDE mes  MERA	 INDUCIROWANNAQ KANONI�ESKOJ MEROJ NEARHIMEDOWA POLQ	

U � NF�k�RF�Q�Gm��Zp�� 
 Rk�Q�Gm��Zp��

iMEEM

mes�RF�Q�Gm��Zp�� �
Y
��jp

��� �

N �

��

mes�Rk�Q�Gm��Zp�� �
Y
�jp

��� �

N

��

tAKIM OBRAZOM	

Lp��� �� �p�T �Z�� � �Rk�Q�Gm��Zp� � NF�k�RF�Q�Gm��Zp����

pUSTX Ik� IF  GRUPPY IDELEJ POLEJ k I F � s U�ETOM WSEGO SKAZANNOGO	 FORMULU ���
MOVNO PEREPISATX W SLEDU��EM WIDE�
tEOREMA�

h�F �

h�k� h�N �
�

�� �N � �I�k � NF�kI
�
F �

�F� � k� �E�k� � NF�kE�F ��
� �

dANNU� FORMULU DLQ NORMALXNOGO RAS�IRENIQ F�k POLU�IL t�oNO ���	 W OB�EM
SLU�AE ONA WYWEDENA W RABOTE kATAQMY ���� dANNYE WY�ISLENIQ ISPOLXZU�T DRUGU�
METODIKU I PROWEDENY fOMINOJ ����
pRIMER� pUSTX F NE QWLQETSQ NORMALXNYM RAS�IRENIEM POLQ RACIONALXNYH

�ISEL Q� �F � Q� � �� L�Q  NORMALIZACIQ RAS�IRENIQ F�Q� � � Gal �L�Q� 
SIMMETRI�ESKAQ GRUPPA PORQDKA � � pUSTX d  DISKRIMINANT RAS�IRENIQ F�Q� L �

F �
p
d�� pOSKOLXKU N � R

���
F�Q�Gm�  TOR RAZMERNOSTI �	 TO ON RACIONALEN NAD Q	

PO�TOMU � �N � � �� dALEE IMEEM

�F� � Q� � �� h�Q� � �� �E�Q� � NF�QE�F �� � ��

tOGDA
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h�F �

h�N �
� �I�Q � NF�QI�F � �

Y
pjd

�Z�p � NF�Q�Zp �OF �
���

dOPOLNENIE�kANONI�ESKAQ CELAQ STRUKTURA W ALGEBRAI�ESKOMTORE NAD
LOKALXNYM POLEM�

w DANNOM DOPOLNENII MY WOZWRA�AEMSQ SNOWA K OPISANI� CELYH STRUKTUR W AL�
GEBRAI�ESKOM TORE	 KOTORYE RASSMATRIWALISX W x�� MOEJ STATXI ����� oSOBU� ROLX W

KLASSIFIKACII CELYH STRUKTUR IGRA�T TAK NAZYWAEMYE MINIMALXNYE ILI KANONI�
�ESKIE CELYE MODELI� w RABOTE ���� NE HWATALO QWNOGO OPISANIQ TAKOJ CELOJ MODELI�
zDESX MY ZAPOLNQEM �TOT PROBEL�mY PRIDERVIWAEMSQ TERMINOLOGII I OBOZNA�ENIJ

x�� STATXI �����
d�� oBRAZU��IE ALGEBRY hOPFA ALGEBRAI�ESKOGO TORA� pUSTX T  ALGEB�

RAI�ESKIJ TOR NAD PROIZWOLXNYM POLEM k� L�k  EGO MINIMALXNOE POLE RAZLOVE�
NIQ	 � � Gal �L�k�� �T � ��MODULX RACIONALXNYH HARAKTEROW TORA T � iZWESTNO	 �TO
T � SpecB	 GDE B � �L�T ���� L� �T �� GRUPPOWOE KOLXCO MULXTIPLIKATIWNOJ GRUPPY
�T � dALEE TOR T ESTX L�k�FORMA TRIWIALXNOGO TORA Gd

m�k� d � dimT 	 T�E� WLOVENIE

B � L� �T � PRODOLVAETSQ DO IZOMORFIZMA L �k B  LB � L� �T �� wYBEREM BAZIS

��� ���� �n RAS�IRENIQ L�k	 TOGDA MY IMEEM RAZLOVENIE W PRQMU� SUMMU B�MODULEJ

L� �T � � B�� � � � � �B�n� ���

pUSTX � � �T 	 IZ RAZLOVENIQ ��� IMEEM RAWENSTWO

� � f
���
� �� � � � �� f ���n �n� ���

GDE f
���
i � B� o�EWIDNO	 �TO ALGEBRA B � k�T � POROVDENA KOORDINATNYMI FUNKCIQMI

f
���
i 	 KOGDA � PROBEGAET WS� GRUPPU �T � kONE�NAQ SISTEMA OBRAZU��IH ALGEBRY B
MOVET BYTX POLU�ENA RAZLOVENIEM KAKIH�LIBO BAZISNYH HARAKTEROW ��� ��� �d I IM
OBRATNYH ���� � ��� ���d � d � dimT �
d�� kANONI�ESKAQ CELAQ MODELX TORA� pUSTX TEPERX k  POLE 
�ADI�ESKIH

�ISEL	 T  ALGEBRAI�ESKIJ TOR	 OPREDELENNYJ NAD POLEM k� L�k  MINIMALXNOE PO�
LE RAZLOVENIQ TORA T� � � Gal �L�k�� O � Ok  KOLXCO CELYH �LEMENTOW POLQ

k S MAKSIMALXNYM IDEALOM 
� rAS�IRENIE L�k OBLADAET CELYM BAZISOM ��� ���� �n
�KOLXCO CELYH �LEMENTOW OL ESTX SWOBODNYJ Ok�MODULX RANGA n�� rASSMOTRIM KOLX�

CO A	 POROVDENNOE FUNKCIQMI f
���
i S KO�FFICIENTAMI W KOLXCE CELYH O� aLGEBRA A

NE ZAWISIT OT WYBORA CELOGO BAZISA RAS�IRENIQ L�k	 ONA IMEET KONE�NYJ TIP NAD
KOLXCOM O� A � k � O� kA � k�T �� gRUPPOWOE KOLXCO L� �T � SNABVENO ESTESTWENNOJ
STRUKTUROJ ALGEBRY hOPFA�

m���i� � �i � �i� i
���i� � ���i � e���i� � �� ���

GDE ��� ��� �d  BAZIS GRUPPY �T � lEGKIE WY�ISLENIQ POKAZYWA�T	 �TO FORMULY ��� W

KOORDINATAH x
�m�
k 	 GDE �m �

Pn
k� x

�m�
k �k	 WYGLQDQT SLEDU��IM OBRAZOM�

m��x
�m�
k � �

X
ckijx
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i � x

�m�
j �

i��x
�m�
k � � F

�m�
k �ym� �
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m �

F
�m�
�

ym
�� � ����

F
�m�
n

ym
�n� ���



�� w�e�wOSKRESENSKIJ

e��x�m�
k � � ck� � �

nX
j�

cj�j�

�ISLA ckij ESTX STRUKTURNYE KONSTANTY RAS�IRENIQ L�k�

�i�j �
nX
k�

ckij�k� c
k
ij � O� ���

fORMULY ���	 ��� POKAZYWA�T	 �TO OPERATORY hOPFA DEJSTWU�T NA KOLXCE A I OPRE�
DELQ�T NA NEM STRUKTURU O�ALGEBRY hOPFA� sHEMA X � SpecA IMEET KONE�NYJ TIP

NAD O	 ONA QWLQETSQ PRIWEDENNOJ I STROGO PLOSKOJ NAD O I X �O k � T � gRUPPA
X�O� QWLQETSQ KOMPAKTNOJ PODGRUPPOJ W LOKALXNO�KOMPAKTNOJ GRUPPE X�k� � T �k��
dALEE	 IMEEM WAVNYE WKL��ENIQ

OL� �T � 
 OLA  OL �O A�

pUSTX � � �T 	 TOGDA � OPREDELQET GOMOMORFIZM

� � X�L� � T �L�� L��

rASSMOTRIM OGRANI�ENIE OTOBRAVENIQ � NA MAKSIMALXNU� KOMPAKTNU� PODGRUPPU

U GRUPPY T �k� 
 T �L�� gRUPPA ��U � QWLQETSQ KOMPAKTNOJ PODGRUPPOJ W L�	 T�E�
� OTOBRAVAET GRUPPU U W O�L� fORMULY ��� P�d� POKAZYWA�T TOGDA	 �TO FUNKCII

x
�i�
j PRINIMA�T NA U ZNA�ENIQ IZ O� tAKIM OBRAZOM	 FUNKCII IZ O�ALGEBRY A PRI�
NIMA�T NA GRUPPE U ZNA�ENIQ W KOLXCE O� fORMULY ��� P�d� POKAZYWA�T TAKVE	
�TO ALGEBRA A NE ZAWISIT NI OT WYBORA CELOGO BAZISA W L�k	 NI OT WYBORA BAZISA W
GRUPPE �T �
oPREDELENIE� pUSTX A  POSTROENNAQ WY�E O�ALGEBRA hOPFA W ALGEBRE k�T ��

gRUPPOWU� SHEMU X � SpecA NAZOWEM KANONI�ESKOJ CELOJ FORMOJ k�TORA T �
sFORMULIRUEM POLU�ENNYE REZULXTATY W WIDE TEOREMY�
tEOREMA �� pUSTX k  POLE 
�ADI�ESKIH �ISEL S KOLXCOM CELYH �LEMENTOW O� T

 ALGEBRAI�ESKIJ k�TOR	 L�k  EGO MINIMALXNOE POLE RAZLOVENIQ	 � � Gal�L�k�� �T 
��MODULX RACIONALXNYH HARAKTEROW TORA T � sU�ESTWUET KANONI�ESKI OPREDELQEMAQ
O�FORMA X � SpecA TORA T 	 OBLADA��AQ SWOJSTWAMI�

�� A 
 k�T �� A � k � O� k �O A  kA � k�T ��
�� A ESTX ALGEBRA hOPFA KONE�NOGO TIPA NAD O	 INDUCIRU��AQ STROENIE ALGEBRY

hOPFA NA k�T ��
�� ALGEBRA A STROGO PLOSKAQ NAD O�
�� f�u� � O �u � U I �f � A�
�� X�O� � U  MAKSIMALXNAQ KOMPAKTNAQ PODGRUPPA LOKALXNO�KOMPAKTNOJ GRUP�

PY T �k�	 SWERH TOGO X�O� � Hom�� �T �O�L��

�� OL� �T � 
 OLA�
�� � � f��� � ���� fn�n� fi � A� � � �T � ��� ��� �n  CELYJ BAZIS RAS�IRENIQ L�k�
dOKAZATELXSTWA TREBUET TOLXKO PUNKT �� pUSTX T 
 GL�V �	 GDE V  WEKTORNOE

PROSTRANSTWO NAD POLEM k NEKOTOROJ RAZMERNOSTI m� wYBEREM W V RE�ETKU M 	
INWARIANTNU� OTNOSITELXNO DEJSTWIQ GRUPPY U I TAKU�	 �TO kM � V � w BAZISE

RE�ETKIM �LEMENTY GRUPPY U ZAPISYWA�TSQ MATRICAMI IZ GRUPPY GL�m�O��mY
IMEEM

X�O� � X�k� �GL�m�O� � U�
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dALEE

T �k� � Hom�� �T � L
�� 
 Hom� �T � L�� � T �L�  �L��d� d � dimT�

gRUPPA

Hom� �T � L�� � UL  �O�L�
d

QWLQETSQ MAKSIMALXNOJ KOMPAKTNOJ PODGRUPPOJ W GRUPPE T �L�� iZ SOOTNO�ENIQ
T �k� � �T �L��� SLEDUET	 �TO

X�O� � U � UL � T �k� � U�
L � Hom�� �T � L

��� �

zAME�ANIE� w TEOREME � P� ���� W RAWENSTWE X�OF � � UF SLEDUET S�ITATX POLE

F KONE�NYM NERAZWETWLENNYM RAS�IRENIEM POLQ k�
oPREDELENIE� rEDUKCIEJ T� TORA T PO PROSTOMU MODUL� BUDEM NAZYWATX RE�

DUKCI� EGO KANONI�ESKOJ CELOJ MODELI X� T� � Spec �O�
 �O A��
rEDUKCIQ ESTX GRUPPOWAQ SHEMA NAD KONE�NYM POLEM rk � O�
� rEDUKCI� NAZOWEM

O�ENX HORO�EJ	 ESLI T� ESTX TOR NAD rk� HORO�EJ	 ESLI T�  ALGEBRAI�ESKAQ GRUPPA
NAD rk� PLOHOJ	 ESLI GRUPPOWAQ SHEMA T� NE QWLQETSQ PRIWEDENNOJ�
tEOREMA �� eSLI RAS�IRENIE L�k  NERAZWETWLENO	 TO KANONI�ESKAQ CELAQ MO�

DELX k� TORA T 	 RAZLOVIMOGO NAD L	 IMEET WID X � SpecA	 GDE A � �OL� �T ���� sHEMA
X QWLQETSQ TOROM NAD KOLXCOM O	 REDUKCIQ T� O�ENX HORO�AQ�

dOKAZATELXSTWO� iMEEM WLOVENIE OL� �T � 
 OLA I RAZLOVENIE � � f��� � ����
fn�n� fi � A� � � �T � ��� ��� �n  CELYJ BAZIS RAS�IRENIQ L�k� dLQ L�BOGO � � �
IMEEM

�� � f������ � ���� fn���n��

wWIDU NERAZWETWLENNOSTI RAS�IRENIQ L�k OPREDELITELX MATRICY ��i��j�� OBRATIM

W KOLXCE OL	 PO�TOMU fi � OL� �T �� �
d�� kANONI�ESKAQ CELAQ FORMA TORA RF�k�Gm�� pUSTX ��� ��� �n  CELYJ

BAZIS RAS�IRENIQ F�k� L  NORMALIZACIQ POLQ F W ks� � � Gal�L�k�� �� �
Gal�L�F �� S � RF�k�Gm�� �S � Z������ � Z��� ���

Z� wYBEREM BAZIS ��� ��� �n

GRUPPY �S	 NA KOTOROM GRUPPA � DEJSTWUET PERESTANOWKAMI	 ��  STABILIZATOR �LE�
MENTA ��� iMEEM RAZLOVENIQ

�� � x��� � ���� xn�n� ���

�i � �i�� � x��i���� � ���� xn�i��n��

A � O�x�� ��� xn� y���� y � �����n  FORMA STEPENI n OT n PEREMENNYH x�� ��� xn� sHEMA
X � SpecA ESTX O�FORMA TORA S	 PRI�EM X�B� � �OF �O B�� DLQ WSQKOJ KOMMU�
TATIWNOJ O�ALGEBRY B� W �ASTNOSTI	 X�O� � O�F � pOSKOLXKU O�x�� ��� xn� y��� ESTX
LOKALIZACIQ KOLXCA MNOGO�LENOW O�x�� ��� xn�	 TO SHEMAX QWLQETSQ GLADKOJ I SWQZNOJ�
tEOREMA �� rEDUKCIQ TORA RF�k�Gm� PO MODUL� 
 QWLQETSQ SWQZNOJ ALGEBRAI�

�ESKOJ GRUPPOJ NAD KONE�NYM POLEM rk � O�
� �
iZU�IM �TU REDUKCI� BOLEE PODROBNO� pUSTX E  MAKSIMALXNOE NERAZWETWLENNOE

RAS�IRENIE POLQ k	 SODERVA�EESQ W F� F�E  �ISTO RAZWETWLENNOE RAS�IRENIE	
k 
 E 
 F 
 L� �E � k� � f� �F � E� � e� ef � n� OE I OF  KOLXCA CELYH �LEMENTOW
POLEJ E I F SOOTWETSTWENNO� wYBEREM CELYJ BAZIS W KOLXCE OF SLEDU��IM OBRAZOM�
pUSTX ��� ���� �f  BAZIS NERAZWETWLENNOGO RAS�IRENIQ OE�O	 A �� �� ���� �e��  CELYJ
BAZIS RAS�IRENIQ OF �OE� tOGDA �i�j ESTX CELYJ BAZIS RAS�IRENIQ F�k� zAMETIM
TEPERX	 �TO

S � RF�k�Gm� � RE�k�RF�E�Gm���
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pUSTX Y � SpecC ESTX KANONI�ESKAQ CELAQ MODELX E�TORA RF�E�Gm�� sOGLASNO
RAZLOVENI� ���	 OE�ALGEBRA C IMEET WID

C � Oe�z�� ���� ze��� u
����

GDE zi  KO�FFICIENTY RAZLOVENIQ

�� � z� � z�� � ���� ze���
e��� zi � E�RF�E�Gm���

A U ESTX PROIZWEDENIE e�RAZLI�NYH HARAKTEROW	 SOPRQVENNYH S �� OTNOSITELXNO PO�
LQ E� pOSKOLXKU RAS�IRENIE E�k NERAZWETWLENO	 TO DISKRIMINANT BAZISA ��� ���� �f
ESTX EDINICA KOLXCA O	 PO�TOMU MY MOVEM PEREJTI OT KOORDINAT zi K KOORDINATAM

x
�i�
k PO PRAWILU zi �

Pf
k� x

�i�
k �k� pO�DRUGOMU	 X � ROE�Ok�Y �� wYQSNIM STROE�

NIE REDUKCII Y�E SHEMY Y � mY ZNAEM	 �TO POLQ WY�ETOW rF I rE SOWPADA�T	 A
u � ze��mod
E �� pO�TOMU

rE �OE C � rE �z�� z�� ���� ze��� z
��
� � � rE �z�� z

��
� �� rE�z�� ���� ze����

T�E� GRUPPOWAQ rE�SHEMA Y ESTX PRQMOE PROIZWEDENIE TORA Gm�rE I KOMMUTATIWNOJ

rE�GRUPPY UE 	 BIREGULQRNOJ AFFINNOJ rE�GRUPPE Ae��
rE � rASSMATRIWAQ REGULQRNOE

PREDSTAWLENIE GRUPPY Y W BAZISE �� �� ���� �e��	 MY WIDIM	 �TO GRUPPA Y �rE� PRED�
STAWIMA TREUGOLXNYMI MATRICAMI WIDA

�
BBBBB�

z� � � � � � �
z� z� � � � � �
���

���
� � �

���
���

ze�� ze�� � � � z� �
ze�� ze�� � � � z� z�

�
CCCCCA
�

tAKIM OBRAZOM	 GRUPPA UE TREUGOLXNA S � NA GLAWNOJ DIAGONALI	 T�E� UE  UNIPO�
TENTNA� nAMI DOKAZANA SLEDU��AQ TEOREMA�
tEOREMA �� rEDUKCIQ X� � RrE�rk�Y�E � TORA RF�k�Gm� PREDSTAWIMA W WIDE

PRQMOGO PROIZWEDENIQ MAKSIMALXNOGO TORA T� � RrE�rk�Gm� RAZMERNOSTI f I SWQZ�
NOJ UNIPOTENTNOJ GRUPPY U� � RrE�rk �UE� RAZMERNOSTI �e � ��f � o�EWIDNO	 ESLI
e � p	 GDE p  HARAKTERISTIKA POLQ rk	 TO U� ESTX PROIZWEDENIE ADDITIWNYH GRUPP
Ga�rk W KOLI�ESTWE �e� ��f �TUK� �

eSLI S  PROIZWOLXNYJ KWAZIRAZLOVIMYJ k�TOR	 T�E� S ESTX PRQMOE PROIZWEDENIE
TOROW WIDA RF�k�Gm�	 TO KANONI�ESKAQ CELAQ MODELX X�TORA S ESTX PROIZWEDENIE

KANONI�ESKIH CELYH MODELEJ PROSTEJ�IH TOROW RF�k�Gm�	 I REDUKCIQ X� ESTX PRO�
IZWEDENIE REDUKCIJ MNOVITELEJ	 OPISANIE KOTORYH IMEETSQ W TEOREME ��
d�� o REDUKCII TORA OB�EGO WIDA� pRI TEH VE OBOZNA�ENIQH	 KAK I W P�d�	

PUSTX T  PROIZWOLXNYJ k�TOR	 L  EGO MINIMALXNOE POLE RAZLOVENIQ	 k 
 E 

L� � � Gal �L�k�� � � Gal�L�E�� � � Gal �E�k�� � � ���� �i�

j  BAZIS RAS�
�IRENIQ OL�O� � � i � f� � � j � e� rAZLAGAQ HARAKTERY GRUPPY �T PO BAZISAM

RAS�IRENIJ OL�O I OL�OE 	 ISPOLXZUQ RAWENSTWO � TEOREMY �	 MOVNO POSTROITX KA�
NONI�ESKIE CELYE MODELI A I B TOROW T I T �kE SOOTWETSTWENNO� zDESX A QWLQETSQ

O�ALGEBROJ hOPFA W k�T �� B ESTX OE�ALGEBRA hOPFA W E�T �� pOSKOLXKU RAS�IRENIE
E�k NERAZWETWLENO	 TO B � A�OOE I A � B�  KOLXCO INWARIANTOW GRUPPY �� tA�
KIM OBRAZOM	 OSNOWNAQ TRUDNOSTX W IZU�ENII REDUKCII TORA T SWODITSQ K WYQSNENI�

STROENIQ ALGEBRY rE �O B I DEJSTWIQ GRUPPY INERCII � NA NEJ�
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pUSTX I  IDEAL AUGMENTACII KOLXCA Z���� rASSMOTRIM TO�NU� POSLEDOWATELX�
NOSTX

�� I �T � �T � �T�I �T � �� ���

gRUPPA I �T POROVDENA �LEMENTAMI WIDA �� � ��m	 GDE � � �� m � �T � pUSTX � � �	
TOGDA

� �� � ��m � ������ � ����m� � I �T �

IBO �  NORMALXNAQ PODGRUPPA W �� tAKIM OBRAZOM	 GRUPPA I �T QWLQETSQ ��MODULEM	
ZNA�IT FAKTOR �T �I �T TAKVE ��MODULX	 NO	 POSKOLXKU MODULX �T�I �T INWARIANTEN OT�
NOSITELXNO OPERATOROW GRUPPY �	 TO GRUPPA �T�I �T QWLQETSQ ��MODULEM� rASSMOTRIM
�PIMORFIZM �S � �T ��MODULEJ	 GDE �S  PERMUTACIONNYJ MODULX� pUSTX A  KANO�
NI�ESKAQ CELAQ MODELX TORA T� B  TAKAQ VE MODELX TORA S� iMEEM KOMMUTATIWNU�

DIAGRAMMU

OL� �S�
���� OLB

���� rLB
� �� � �� � ��

OL� �T �
���� OLA

���� rLA�

GDE � I ��  MONOMORFIZMY	 �� ��� ��� ��� ��  �PIMORFIZMY� pO TEOREME � MY
IMEEM

rLB � rEB � rE � �S�I �S��rE rE �UE ��

iZ KOMMUTATIWNOSTI DIAGRAMMY TOGDA SLEDUET	 �TO

rLA � rEA � rE � �T�I �T ��rE rE �ME��

GDEME  UNIPOTENTNAQ �ASTX W GRUPPOWOJ SHEME X�� iZU�IM ��MODULX �T�I �T �nARQDU
S POSLEDOWATELXNOSTX� ���	 RASSMOTRIM E�E ODNU TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX

�� �T� � �T
�� �T� � ��

GDE ��t� �
P


�� �t � �T � �T� � Ker ���� mODULI T� I T� NE IME�T KRU�ENIQ	

I �T 
 �T�� �T� � �T� �T� � � �T�I �T ��� �T��I �T ��

PO�DRUGOMU	 IMEEM TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX ��MODULEJ

�� �T��I �T � �T�I �T � �T� � ��

zAMETIM E�E	 �TO �T��I �T ESTX NE �TO INOE	 KAK H����� �T �  KONE�NYJ ��MODULX�
pO�TOMU KOLXCO INWARIANTOW �rE� �T�I �T ��

� ESTX ALGEBRA hOPFA GRUPPOWOJ SHEMY P�
MULXTIPLIKATIWNOGO TIPA	 SWQZNAQ KOMPONENTA KOTOROJ ESTX rk�TOR	 R

�
�	 OPREDELQ�

EMYJ ��MODULEM �T�	 I FAKTOR R��R
�
� DUALEN ��MODUL� H����� �T �� iTAK	 MY POLU�

�ILI DOSTATO�NO POLNOE OPISANIE MULXTIPLIKATIWNOJ �ASTI REDUKCII TORA T PO

PROSTOMU MODUL� 
�

rASSMOTRIM SLU�AJ NORMENNOGO TORA R
���
F�k�Gm� � T � pUSTX C � O�x�� ���� xn� y

���

 CELAQ FORMA TORA RF�k�Gm�� y � N �x�� ���� xn�  NORMENNYJ MNOGO�LEN S CELYMI
KO�FFICIENTAMI� tOR T OPREDELEN URAWNENIEM N �x�� ���� xn� � �� n � �F � k�� pO�TO�
MU CELAQ FORMA X TORA T OPREDELQETSQ ALGEBROJ A � O�x�� ���� xn���y � ��� X �
SpecA� eSLI RAS�IRENIE F�k  NERAZWETWLENO	 TO X SNOWA TOR NAD KOLXCOM O�
pUSTX TEPERX k 
 E 
 F� n � ef� e � �F � E� � �� kAK MY WIDELI W P�d�	 RE�
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O�GRUPP X � Y 	 �TO POZWOLQET RASSMATRIWATX REDUKCI� �X KAK PODGRUPPU W �Y �
gRUPPA N  UNIPOTENTNA	 PO�TOMU ONA CELIKOM SODERVITSQ W �X� pUSTX ��� ���� �f
 BAZIS RAS�IRENIQ rE�rk� u�� ���� uf  SOOTWETSTWU��IE KOORDINATNYE FUNKCII�
nORMENNAQ FORMA y	 RASSMATRIWAEMAQ NA rE 	 QWLQETSQ E�J STEPENX� NORMENNOJ FOR�
MY z � z�u�� ���� uf� � y � ze�mod
�� pUSTX R � rk�u�� ���� uf���ze � ��� Z � SpecR�
tOGDA REDUKCIQ �X TORA R�

F�k�Gm� ESTX PRQMOE PROIZWEDENIE GRUPPOWYH SHEM NAD

KONE�NYM POLEM rk � �X � Z�rk N � eSLI R NE DELIT E	 TO �X  ALGEBRAI�ESKAQ GRUPPA
NAD POLEM rk	 ONA NESWQZNA PRI e � �� eSLI pje	 TO SHEMA �X NE QWLQETSQ PRIWEDENNOJ	
REDUKCIQ PLOHAQ�

eSLI T  PROIZWOLXNYJ k�TOR	 TO OPISANIE UNIPOTENTNOJ �ASTI EGO REDUKCII

POKA NE ZAWER�ENO� dALEE	 POSKOLXKU KOLXCO O CELYH ALGEBRAI�ESKIH �ISEL KONE��
NOGO RAS�IRENIQ L�Q IMEET CELYJ BAZIS	 TO METOD PUNKTA d� POZWOLQET POSTRO�
ITX GLOBALXNU� KANONI�ESKU� CELU� MODELX X TORA T 	 OPREDELENNOGO NAD POLEM
RACIONALXNYH �ISEL Q� zDESX WOZNIKAET RQD NOWYH ZADA� GLOBALXNOGO HARAKTERA	
ZASLUVIWA��IH DALXNEJ�EGO ISSLEDOWANIQ�
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kAK OTME�ALOSX WO WWEDENII	 PRI ISSLEDOWANII ALGEBRAI�ESKIH GRUPP	 OPREDE�
LENNYH NAD NEZAMKNUTYM POLEM	 IMEETSQ VESTKAQ NEOBHODIMOSTX RASSMATRIWATX IH
W KA�ESTWE GRUPPOWYH OB�EKTOW W KATEGORII SHEM� kONE�NO	 IMEETSQ DETALXNOE IZ�
LOVENIE TEORII GRUPPOWYH SHEM W TRUDAH SEMINARA gROTENDIKA I dEMAZ�RA ���	
ODNAKO NA�A RABOTA RASS�ITANA	 W PERWU� O�EREDX	 NA �ITATELEJ	 ZNAKOMYH TOLX�
KO S TEORIEJ ALGEBRAI�ESKIH GRUPP NAD ZAMKNUTYM POLEM I IME��IH OBYKNOWENIE

OTOVDESTWLQTX DANNU� GRUPPU S MNOVESTWOM EE GEOMETRI�ESKIH TO�EK	 �TO DAET
LI�X POWERHNOSTNOE PREDSTAWLENIE O SU�ESTWE PROBLEM W NEZAMKNUTOM SLU�AE� q
DUMA�	 �TO PRO�TENIE DANNOJ KNIGI KAK RAZ I PODTOLKNET WDUM�IWOGO �ITATELQ K
SERXEZNOMU OSWOENI� I OB�EJ TEORII SHEM� zDESX VE	 STARAQSX SDELATX KNIGU PO WOZ�
MOVNOSTI NEZAWISIMOJ	 AWTOR SOBRAL W GLAWE I MINIMALXNO NEOBHODIMYJ MATERIAL
IZ TEORII FUNKTOROW	 GRUPPOWYH SHEM I KOGOMOLOGIJ	 TREBUEMYJ DLQ DALXNEJ�E�
GO� pERWAQ GLAWA SODERVIT TAKVE MNOGO PRINCIPIALXNYH PRIMEROW	 SLUVA�IH NE
ILL�STRACIEJ K WYSKAZYWAEMYM UTWERVDENIQM	 A MOTIWIRU��IH WWEDENIE TEH ILI
INYH PONQTIJ I UKAZYWA��IH NAPRAWLENIE DALXNEJ�IH POSTROENIJ�

oSOBU� ROLX W DANNOJ TEORII IGRA�T DIAGONALIZIRUEMYE GRUPPY I IH FORMY� w
GL�I DIAGONALXNYM GRUPPAM OTWEDENO DOSTATO�NO MNOGO MESTA�mY POLNOSTX� SLEDU�
EM METODU	 IZLOVENNOMU W DOKLADE gROTENDIKA NA SEMINARE PO GRUPPOWYM SHEMAM�
iSHODQ IZ NA�IH POTREBNOSTEJ	 MY OGRANI�IWAEMSQ TOLXKO GRUPPAMI NAD AFFINNY�
MI SHEMAMI� bOLX�INSTWO REZULXTATOW	 KASA��IHSQ GRUPPY bRAU�RA SHEM	 TAKVE
PRINADLEVIT gROTENDIKU ����

tEORIQ FORM S�ITAETSQ HORO�O IZWESTNOJ	 HOTQ WRQD LI MOVNO UKAZATX PUBLIKA�
CI�	 GDE ONA BYLA BY OBSTOQTELXNO IZLOVENA� w RABOTAH a�wEJLQ ��� I lENGA�tEJTA
��� TEORIQ FORM WPERWYE BYLA WYDELENA W SPECIALXNU� OBLASTX ISSLEDOWANIJ� wESX�
MA OBSTOQTELXNOE IZLOVENIE TEORII KOGOMOLOGIJ gALUA IMEETSQ W LEKCIQH sERRA

���� oPERACIQ OGRANI�ENIQ OSNOWNOGO POLQ OPISANA a�wEJLEM W RABOTE ���� nAKONEC	
WESXMA OB�IJ SLU�AJ RASSMATRIWAET gROTENDIK W SWOEJ TEORII SPUSKA ����

rASSLOENIE NA MAKSIMALXNYE TORY W REDUKTIWNOJ GRUPPE IZU�ENO W PIONERSKOJ

RABOTE �EWALLE ���	 NA�E IZLOVENIE �TOGO WOPROSA SLEDUET PUTI	 PREDLOVENNOMU
NA SEMINARE gROTENDIKA�dEMAZ�RA� mODULX RACIONALXNYH HARAKTEROW OB�EGO TO�
RA W POLUPROSTOJ GRUPPE WY�ISLEN AWTOROM �
�� gRUPPA pIKARA SWQZNOJ LINEJNOJ
ALGEBRAI�ESKOJ k�GRUPPY ISSLEDOWALASX AWTOROM ��� I pOPOWYM ���� gRUPPA bRAU��
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RA LINEJNOJ GRUPPY I EE KOMPAKTIFIKACII PODROBNO OPISANA W SOWMESTNOJ RABOTE

kOLXO�tELENA I sANS�KA ���	 A TAKVE W BOLEE POZDNEJ STATXE sANS�KA ����
w RABOTAH mANINA I �AFAREWI�A PO TEORII POWERHNOSTEJ WPERWYE POQWLQETSQ

NOWYJ BIRACIONALXNYJ INWARIANT �Pic �X �	 GDE h  GLADKAQ PROEKTIWNAQ POWERHNOSTX
NAD NEZAMKNUTYM POLEM k	mANIN ���� tO	 �TO STROENIE MODULQ gALUA Pic �X POZWOLQ�
ET SUDITX OB ARIFMETIKE POWERHNOSTI h	 BYLO OTME�ENO E�E W KNIGE b�sEGRE ����aW�
TOR ��� RASSMOTREL BIRACIONALXNYJ INWARIANT �Pic �X � W SLU�AE	 KOGDA h ESTX GLADKAQ
PROEKTIWNAQ MODELX SWQZNOJ LINEJNOJ ALGEBRAI�ESKOJ GRUPPY G	 I ISSLEDOWAL EGO
W SERII DALXNEJ�IH RABOT� oKAZALOSX	 �TO KATEGORIQ ALGEBRAI�ESKIH TOROW QWLQ�
ETSQ NAIBOLEE ESTESTWENNOJ OBLASTX� PRIMENENIQ INWARIANTA �Pic �X�T �� � pk�T ��
tAK	 KLASS pk�T � OPREDELQET MNOGOOBRAZIE t S TO�NOSTX� DO STABILXNOJ �KWIWA�
LENTNOSTI	 wOSKRESENSKIJ ��	��� dALEE	 KLASS pk�T � DOPUSKAET �ISTO ALGEBRAI�ESKOE
OPREDELENIE� oKAZALOSX	 �TO MODULX pIKARA Pic �X�T � OBLADAET L�BOPYTNYM SWOJ�
STWOM� H�����Pic �X�T �� � � DLQ L�BOJ PODGRUPPY � GRUPPY RAZLOVENIQ � TORA

T 	 wOSKRESENSKIJ��	��� �TO POZWOLILO W KATEGORII MODULEJ gALUA WSKRYTX SU�EST�
WOWANIE KANONI�ESKOJ REZOLXWENTY DLQ KAVDOGO MODULQ �T KONE�NOGO RANGA I BEZ

KRU�ENIQ� tAKAQ REZOLXWENTA ODNOZNA�NO OPREDELQET KLASS pk�T �� w RABOTE kOLXO�
tELENA I sANS�KA ��� UKAZANNAQ REZOLXWENTA NAZWANA WQLOJ	 POSKOLXKU RASSLOENIE	
OPREDELQEMOE �TOJ REZOLXWENTOJ	 QWLQETSQ WQLYM� q SOGLASEN	 �TO �TO O�ENX UDA�NOE
NAZWANIE� tEORIQ WQLYH REZOLXWENT POZWOLILA ZNA�ITELXNO PRODWINUTXSQ W IZU�E�
NII POLUGRUPPY STABILXNOJ �KWIWALENTNOSTI Z�L�k� I EE MAKSIMALXNOJ PODGRUPPY
Z��L�k�	 wOSKRESENSKIJ ��	��	�NDO I mIQTA �����	kUNQWSKIJ ���	�ISTOW ��	���gRUPPA
Z��L�k� OKAZALASX IZOMORFNOJ GRUPPE	 RANEE PO DRUGOMU POWODU IZU�AW�EJSQ dRES�
SOM ���� oNA IMEET KONE�NYJ TIP	 NO NE WSEGDA KONE�NA� w RABOTE �ISTOWA ��� POKA�
ZANO	 �TO POLUGRUPPA Z�L�k�	 KAK PRAWILO	 IMEET BESKONE�NOE �ISLO OBRAZU��IH�
dLQ TOROW T S CIKLI�ESKIM POLEM RAZLOVENIQ KLASS pk�T � OBRATIM W POLUGRUPPE

PODOBIQ MODULEJ� �TOT FUNDAMENTALXNYJ FAKT WPERWYE USTANOWILI �NDO I mIQTA
���� iSPOLXZUQ �TOT REZULXTAT	�ISTOW ��� DOKAZAL TEOREMU � P����	 DA��U� BIRACIO�
NALXNU� KLASSIFIKACI� TOROW S CIKLI�ESKIM POLEM RAZLOVENIQ �c TO�NOSTX� DO

STABILXNOJ RACIONALXNOSTI�� rQD INTERESNYH REZULXTATOW W �TOJ OBLASTI POLU�IL
lENSTRA ���	 IZU�AW�IJ POLQ INWARIANTOW KONE�NYH ABELEWYH GRUPP PREOBRAZOWA�
NIJ�

wWEDENIE BIRACIONALXNYH HARAKTERISTIK W OBLASTX LINEJNYH ALGEBRAI�ESKIH

GRUPP POZWOLILO SDWINUTX S MESTA STARU� PROBLEMU RACIONALXNOSTI POLEJ INWA�
RIANTOW KONE�NYH GRUPP PREOBRAZOWANIJ	 DEJSTWU��IH LINEJNO NA KONE�NOMERNOM
PROSTRANSTWE� pERWYJ PRIMER �Q� ��� POLQ INWARIANTOW	 NE QWLQ��EGOSQ RACIO�
NALXNYM NAD Q	 POLU�IL sUON ���� w TO VE WREMQ PO DRUGOMU POWODU �TOT VE PRIMER
PRIWEL AWTOR ��	��� aWTOR ZAMETIL	 �TO POLQ INWARIANTOW KONE�NYH ABELEWYH GRUPP	
LINEJNO DEJSTWU��IH NA WEKTORNOM PROSTRANSTWE V 	 ESTESTWENNO OPISYWA�TSQ KAK
POLQ FUNKCIJ NA NEKOTORYH TORAH	 IZOGENNYH MAKSIMALXNYM TORAM GRUPPY GL�V �
���� �TO POZWOLILO ISPOLXZOWATX TEORI� BIRACIONALXNYH INWARIANTOW W KATEGORII

ALGEBRAI�ESKIH TOROW I PEREWESTI ZADA�U NA QZYK MODULEJ KONE�NOGO RANGA� iMEN�
NO NA �TOM QZYKE WYPOLNENY RABOTY lENSTRA ��� I �NDO�mIQTA ���	 ZAWER�IW�IE
KLASSIFIKACI� POLEJ INWARIANTOW ABELEWYH LINEJNYH KONE�NYH GRUPP�

pERWYJ PRIMER NERACIONALXNOGO POLQ INWARIANTOW KONE�NOJ GRUPPY G	 DEJST�
WU��EJ W LINEJNOM PROSTRANSTWE NAD ZAMKNUTYM POLEM k	 POSTROIL sOLTMAN����oN
NA�EL SPOSOB WY�ISLQTX NERAZWETWLENNU� GRUPPU bRAU�RA POLQ INWARIANTOW k�V �G

DLQ NEKOTORYH GRUPP G	 I W RQDE SLU�AEW ONA OKAZALASX NETRIWIALXNOJ� bOGOMO�
LOW ��� PREDLOVIL SWO� �LEGANTNU� KONSTRUKCI�� o�ENX INTERESEN OBZOR kOLXO�
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tELENA I sANS�KA ���	 W KOTOROM ONI IZLOVILI SWOE WIDENIE PROBLEMY� iNTERES�
NYE REZULXTATY POLU�IL bERVE ���	 IZU�AQ FAKTORY KONE�NYH GRUPP	 DEJSTWU��IH
NA TORI�ESKIH MNOGOOBRAZIQH� bOLEE PODROBNOE IZLOVENIE SOWREMENNOGO SOSTOQNIQ
KLASSI�ESKOJ ZADA�I O PRIWEDENII PARY MATRIC K PROSTEJ�EMU WIDU MOVNO NAJTI W

STATXQH fORMANEKA ��	��	 POKAZAW�EGO	 �TO POLE RACIONALXNYH FUNKCIJ NA FAKTORE
�M �n��M �n���GL�n� MOVNO REALIZOWATX KAK POLE RACIONALXNYH FUNKCIJ NA QWNO
OPISYWAEMOM ALGEBRAI�ESKOM TORE� w STATXE bESSENROD I lE bR�NA ��� WY�ISLENIQ
DOWEDENY DO nj���� dLQ TAKIH n FAKTOR STABILXNO RACIONALEN�

e�E ODNO NAPRAWLENIE POQWILOSX W TEORII ALGEBRAI�ESKIH GRUPP W REZULXTATE

ISSLEDOWANIJ kOLXO�tELENA I sANS�KA ��� R��KWIWALENTNOSTI NA ALGEBRAI�ESKIH

TORAH� pRODOLVAQ IH ISSLEDOWANIQ	 AWTOR ZAMETIL ��	��	 �TO R��KWIWALENTNOSTX NA
UNIMODULQRNYH GRUPPAH PROSTYH ALGEBR TESNO SWQZANA S REZULXTATAMI pLATONOWA

��	�� PO PROBLEME tANNAKA�aRTINA�nEDAWNO mERKURXEW ��� IZOBREL SPOSOB WY�ISLQTX
R��KWIWALENTNOSTX NA POLUPROSTYH GRUPPAH PRISOEDINENNOGO TIPA I POKAZAL	 �TO
SREDI NIH IME�TSQ NERACIONALXNYE� �TO OPROWERGAET ODNU IZWESTNU� GIPOTEZU�

wOPROSY ARIFMETIKI ALGEBRAI�ESKIH GRUPP IZLOVENY W KNIGE DOSTATO�NO POD�
ROBNO S NEOBHODIMYMI KOMMENTARIQMI�oTMETIM TOLXKO	 �TO NEOBHODIMYE SWEDENIQ
IZ TEORII ALGEBRAI�ESKIH POLEJ �ITATELX MOVET PO�ERPNUTX IZ SBORNIKA STATEJ

�aLGEBRAI�ESKAQ TEORIQ �ISEL� POD RED� kASSELSA I fRELIHA I KNIGI bOREWI�A I
�AFAREWI�A �tEORIQ �ISEL�� oB�IE SWOJSTWA DZETA I L�FUNKCIJ SHEM DOSTATO�NO

PODROBNO IZLOVENY W DOKLADE sERRA ���� lOKALXNYE I GLOBALXNYE DZETA�FUNKCII
ALGEBRAI�ESKOGO TORA WY�ISLENY W KNIGE sERRA ����

zAWER�AQ �TU SERI� RABOT	 Q BLAGODAR� eLENU mANXKO ZA OGROMNYJ TRUD PO

WESXMA KWALIFICIROWANNOMU I BEZUPRE�NOMU NABORU TEKSTOW NA KOMPX�TeRE�
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V�Voskresenskii �

The previous chapters have been published in the issues of Vestnik SamGU
N�� N�� ���� and N� ����� In this part of the work the theory of R�equivalence on
linear algebraic groups is stated� The class group of R�equivalence is also a birational
invariant in the category of linear k �groups and this category is the most natural area
of the application of R�equivalence� The concept of R�equivalence was introduced in
the arithmetic of varieties by Manin 	�
� This section contains the results of Colliot�
Thelene and Sansuc on the computation of R�equivalence of algebraic tori and the
authors result on investigation of R�equivalence on simply connected semisimple
groups and on the connections between the class group of R�equivalence with
Whitehead group SK��A� which has been studiced by Platonov� The R�equivalence
on the groups of adjoint type is described including recent results of Merkurjev� In
conclusion the class numbers of algebraic tori of two most often encountered types
are calculated� It leads to interesting index�formulas in the arithmetic of number
�elds�
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