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rASSMATRIWAETSQ TEORETI�ESKOE OBOSNOWANIE ISPOLXZOWANIQ PARAMETRI�ES�

KOJ MODELI TO�E�NOGO NAPRAWLENNOGO IZLU�ATELQ I PRIWODQTSQ USLOWIQ� PRI

UDOWLETWORENII KOTORYH WMESTO REALXNYH IZLU�ATELEJ KONE�NYH RAZMEROW MO�

VET BYTX ISPOLXZOWAN �KWIWALENTNYJ TO�E�NYJ NAPRAWLENNYJ IZLU�ATELX�

dLQ OPISANIQ I IZU�ENIQ POLEJ GIDROAKUSTI�ESKIH ISTO�NIKOW �A�E WSEGO ISPOLX�
ZUETSQ MODELX TO�E�NOGO NENAPRAWLENNOGO IZLU�ATELQ � MONOPOLQ� pOTENCIAL POLQ
ZWUKOWOGO DAWLENIQ �� MONOPOLQ W NEOGRANI�ENNOM ODNORODNOM PROSTRANSTWE QWLQ�
ETSQ FUNKCIEJ gRINA DLQ URAWNENIQ gELXMGOLXCA W �TOM PROSTRANSTWE I IMEET WID

�� � exp�ikr��r	 GDE r � RASSTOQNIE OT IZLU�ATELQ DO TO�KI NABL�DENIQ	 k � �
c
�

WOLNOWOE �ISLO	 �� KRUGOWAQ �ASTOTA IZLU�ATELQ	 c� SKOROSTX ZWUKA W SREDE� pRI�
MENENIE �TOJ MODELI DLQ OPISANIQ I ANALIZA GIDROAKUSTI�ESKIH POLEJ PODROBNO

RASSMOTRENO W 
���
oDNAKO U REALXNYH IZLU�ATELEJ W TOJ ILI INOJ MERE OBNARUVIWAETSQ ZAWISI�

MOSTX AMPLITUDY I FAZY SIGNALA OT NAPRAWLENIQ LINII NABL�DENIQ NA ISTO�NIK�
dLQ OPISANIQ NAPRAWLENNYH SWOJSTW IZLU�ATELEJ	 A TAKVE RAS�ETA I ANALIZA POLEJ	
SOZDAWAEMYH IMI W WODOEMAH	 ISPOLXZUETSQ NESKOLXKO RAZLI�NYH MODELEJ� w �ASTNOS�
TI	 RQD NEPARAMETRI�ESKIH MODELEJ OSNOWAN NA POSTROENII S POMO�X� POTENCIALA

�� FUNKCII gRINA RASSMATRIWAEMOJ OBLASTI I POSLEDU��EM INTEGRIROWANII PO

OB�EMU ILI PO POWERHNOSTI	 ZANQTOJ IZLU�ATELEM� nEPARAMETRI�ESKIE MODELI IME�
�T O�EWIDNOE NEUDOBSTWO � W OB�EM SLU�AE IZLU�ATELX SLOVNO OPISATX S POMO�X�

NEKOTOROJ SISTEMY �ISLOWYH HARAKTERISTIK� sU�ESTWU�T MODELI	 OSNOWANNYE NA
DISKRETNOM RAZME�ENII NEBOLX�OGO KOLI�ESTWA MONOPOLEJ RAZNOJ MO�NOSTI WDOLX

NEKOTOROJ LINII ILI PO NEKOTOROMU OB�EMU� w KA�ESTWE PARAMETROW TAKIH MODE�
LEJ WYSTUPA�T MO�NOSTI OTDELXNYH MONOPOLEJ I GEOMETRI�ESKIE HARAKTERISTIKI

IH RASPOLOVENIQ W PROSTRANSTWE� oDNAKO W REZULXTIRU��IE WYRAVENIQ DLQ POLEJ
TAKIH MODELXNYH ISTO�NIKOW W RAZLI�NYH OBLASTQH �TI PARAMETRY WHODQT NELINEJ�
NYM OBRAZOM	 �TO ZNA�ITELXNO ZATRUDNQET RE�ENIE OBRATNYH ZADA�	 SWQZANNYH S

OPREDELENIEM PARAMETROW MODELEJ NA OSNOWANII IZMERENIJ AMPLITUDY I FAZY SOZ�
DAWAEMYH IMI POLEJ�

oDNOJ IZ DOSTATO�NO UDOBNYH DLQ RE�ENIQ PRQMYH I OBRATNYH ZADA� GIDROAKUS�
TIKI MODELEJ	 KOTORYE ISPOLXZU�TSQ DLQ OPISANIQ NAPRAWLENNYH SWOJSTW PROIZ�
WOLXNYH IZLU�ATELEJ KONE�NYH pAZMEpOW	 QWLQETSQ PARAMETRI�ESKAQ MODELX TO�E��
NOGO NAPRAWLENNOGO IZLU�ATELQ �MULXTIPOLXNAQ MODELX�� tEORETI�ESKIM OBOSNOWA�
NIEM ISPOLXZOWANIQ �TOJ MODELI MOGUT SLUVITX SLEDU��IE SOOBRAVENIQ� pUSTX W

�sTEPANOWaNATOLIJ nIKOLAEWI�� KAFEDRA INFORMATIKI I WY�ISLITELXNOJMATEMATIKIsAMAR�

SKOGO GOSUDARSTWENNOGO UNIWERSITETA



o PARAMETRI�ESKOJ MODELI TO�E�NOGO NAPRAWLENNOGO IZLU�ATELQ ���

ODNORODNOM NEOGRANI�ENNOM PROSTRANSTWE NAHODITSQ MONOHROMATI�ESKIJ ISTO�NIK

KONE�NYH RAZMEROW� pOSTROIM WOKRUG �TOGO ISTO�NIKA SFERU S� RADIUSA r� TAK	 �TO�
BY ISTO�NIK CELIKOM NAHODILSQ WNUTRI SFERY� kOLEBANIQ ISTO�NIKA SOZDADUT NA
SFERE WOLNOWOJ POTENCIAL ��r�� �� ��	 GDE r�� �� � � SFERI�ESKIE KOORDINATY TO�EK

SFERY� tOGDA DLQ POTENCIALA � W OBLASTI � WNE SFERY S� POLU�AEM WNE�N�� ZA�
DA�U dIRIHLE� NAJTI FUNKCI� ��M ��M � �	 UDOWLETWORQ��U� WS�DU W OBLASTI �
URAWNENI� gELXMGOLXCA

���M � � k���M � � ��M � � ���

I PRINIMA��U� NA SFERE S� ZADANNOE ZNA�ENIE

��r�� �� �� � ��r�� �� ��� ���

GDE � � OPERATOR lAPLASA� kROME TOGO	 NA BESKONE�NOSTI ISKOMYJ POTENCIAL �
DOLVEN UDOWLETWORQTX USLOWI� IZLU�ENIQ zOMMERFELXDA

���M �
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rE�ENIE ZADA�I ������� W PREDPOLOVENII O TOM	 �TO FUNKCIQ ��r�� �� �� DOSTATO�NO
GLADKAQ	 � IZWESTNO	 EDINSTWENNO I MOVET BYTX ZAPISANO W FORME
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OT RADIUSA r� �TOJ SFERY� dLQ �TOGO POSTROIM IZ TOGO VE SAMOGO CENTRA	 IZ KOTOROGO
STROILASX SFERA S�	 DRUGU� SFERU S� RADIUSA r� 	 r�� rASSUVDAQ DALEE POLU�IM	
�TO RE�ENIE ZADA�I dIRIHLE	 POSTAWLENNOJ NA SFERE S�	 IMEET ANALOGI�NYJ ���	 NO
ZAWISQ�IJ OT KO�FFICIENTOWC�

nm�r�� WID� wY�ISLQQ ZNA�ENIE ��r�� �� �� NA SFERE S�
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mOVNO S�ITATX	 �TO ��� PREDSTAWLQET SOBOJ POTENCIAL POLQ MODELXNOGO NAPRAW�
LENNOGO TO�E�NOGO IZLU�ATELQ	 �KWIWALENTNOGO ISHODNOMU REALXNOMU IZLU�ATEL�

KONE�NYH RAZMEROW� �KWIWALENTNOSTX �TA PONIMAETSQ W TOM SMYSLE	 �TO AKUSTI�
�ESKOE POLE TAKOGO TO�E�NOGO IZLU�ATELQ SOWPADAET S POLEM ISHODNOGO IZLU�ATELQ

KONE�NYH RAZMEROW WS�DU WNE L�BOJ SFERY	 CENTR KOTOROJ SOWPADAET S TO�E�NYM
ISTO�NIKOM I KOTORAQ CELIKOM SODERVIT W SEBE ISHODNYJ ISTO�NIK� a NAPRAWLEN�
NYE SWOJSTWA MODELXNOGO IZLU�ATELQ POLNOSTX� OPREDELQ�TSQ PARAMETRAMI Cnm	
WHODQ�IMI W ��� I IME��IMI SMYSL MOMENTOW �LEMENTARNYH MULXTIPOLEJ	 IZ KOTO�
RYH SOSTOIT RAZLOVENIE� rQD ��� SODERVIT BESKONE�NOE �ISLO PARAMETROW� oDNAKO
NA PRAKTIKE	 KAK I PRI ISPOLXZOWANII tEJLOROWSKOGO RAZLOVENIQ	 OGRANI�IWA�T�
SQ KONE�NYM �ISLOM SLAGAEMYH� iSHODQ IZ FIZI�ESKIH SOOBRAVENIJ W BOLX�INSTWE
SLU�AEW MOVNO OGRANI�ITXSQ �LEMENTAMI DO WTOROGO PORQDKA WKL��ITELXNO� �TO
SOOTWETSTWUET UDERVANI� W RAZLOVENII MONOPOLQ	 TREH DIPOLEJ I PQTI KWADRUPO�
LEJ I TOGDA NAPRAWLENNYE SWOJSTWA MODELI OPISYWA�TSQ S POMO�X� �� PARAMETROW
Cnm� n � �� �� �� m � �n � � � n�

wY�E DOKAZANA NEZAWISIMOSTX PARAMETROW MODELI Cnm OT RADIUSA SFERY S	 NA
KOTOROJ STAWITSQ ZADA�A dIRIHLE�oDNAKO PRI ISPOLXZOWANII TO�E�NOJ MODELI WMES�
TO IZLU�ATELQ KONE�NYH RAZMEROW WOZNIKAET WOPROS O WYBORE W GABARITAH IZLU�A�
TELQ CENTRA PRIWEDENIQ DLQ POSTROENIQ IZ NEGO SFERY S	 ILI	 �TO TOVE SAMOE	 DLQ
RAZME�ENIQ W �TOM CENTRE TO�E�NOGO MODELXNOGO IZLU�ATELQ S POTENCIALOM W WIDE

���� �TOT WOPROS IMEET DWA ASPEKTA� wO�PERWYH	 NEOBHODIMO WYQSNITX	 KAK WLIQET
PROIZWOL W WYBORE CENTRA PRIWEDENIQ NA POLE	 SOZDAWAEMOE TO�E�NYM IZLU�ATELEM

S ZADANNYMI PARAMETRAMI Cnm� wO�WTORYH	 NEOBHODIMO WYQSNITX	 KAK WLIQET PRO�
IZWOL W WYBORE CENTRA PRIWEDENIQ NA ZNA�ENIQ PARAMETROW MODELI Cnm	 KOTORYE
RASS�ITYWA�TSQ PO SOZDANNOMU ISHODNYM IZLU�ATELEM POL�� wTOROJ WOPROS QWLQ�
ETSQ PREDMETOM OTDELXNOGO RASSMOTRENIQ	 A NIVE FORMULIRU�TSQ KRITERII PRIME�
NIMOSTI MODELI TO�E�NOGO NAPRAWLENNOGO ISTO�NIKA PRI RE�ENII PRQMOJ ZADA�I�

pRINQTO S�ITATX	 �TO ESLI RAZLI�IE W POLQH DLQ PREDELXNO RAZNESENNYH W GABA�
RITAH IZLU�ATELQ POLOVENIJ CENTRA PRIWEDENIQ NEWELIKO	 TO WYBOR EGO POLOVENIQ
W GABARITAH ISHODNOGO IZLU�ATELQ MOVET BYTX OSU�ESTWLEN PROIZWOLXNYM OBRAZOM	
I	 SLEDOWATELXNO	 ISTO�NIK KONE�NYH RAZMEROW MOVET BYTX ZAMENEN TO�E�NYM	 RAS�
POLOVENNYM W PROIZWOLXNO WYBRANNOM W EGO GABARITAH CENTRE PRIWEDENIQ� �TOT
PODHOD DLQ MONOPOLXNOJ MODELI PRIWODIT K IZWESTNYM USLOWIQM MALOSTI HARAKTER�
NOGO LINEJNOGO RAZMERA IZLU�ATELQ L PO SRAWNENI� S DLINOJ WOLNY 
 I RASSTOQNI�
EM r DO TO�KI PRIEMA L�r � � I kL��r � � 
��� pREDSTAWLQET INTERES POLU�ENIE

ANALOGI�NYH OGRANI�ENIJ I DLQ MULXTIPOLXNOJ MODELI� kROME TOGO	 W CELOM RQDE

PRAKTI�ESKIH ZADA� TREBUETSQ POLU�ITX KOLI�ESTWENNYE OGRANI�ENIQ NA LINEJNYJ

RAZMER L W ZAWISIMOSTI OT RASSTOQNIQ r DO TO�KI PRIEMA I WOLNOWOGO �ISLA k�
pUSTX ISHODNYJ IZLU�ATELX IMEET HARAKTERNYJ LINEJNYJ RAZMER L� wYBEREM

W GABARITAH IZLU�ATELQ W KA�ESTWE DWUH CENTROW PRIWEDENIQ TO�KI O I O�	 RAS�
POLOVENNYE NA RASSTOQNII L DRUG OT DRUGA� pOSTROIM W TO�KAH O I O�DEKARTOWY

SISTEMY KOORDINAT OXY Z I O�X�Y �Z� S NAPRAWLENIQMI OSEJ OZ I O�Z �	 KOTORYE
SOWPADA�T S NAPRAWLENIEM WEKTORA OO�� tOGDA SWQZX MEVDU DEKARTOWYMI SISTEMA�
MI KOORDINAT MOVNO ZADATX W WIDE fx� � x� y� � y� z� � z�Lg� kROME TOGO	 POSTROIM
W TEH VE SAMYH TO�KAH DWE SFERI�ESKIE SISTEMY KOORDINAT S POLQRNYMI OSQMI	
NAPRAWLENIQ KOTORYH TAKVE SOWPADA�T S NAPRAWLENIEM WEKTORA OO�� iSPOLXZUQ
SOOTNO�ENIQ	 SWQZYWA��IE DEKARTOWY I SFERI�ESKIE KOORDINATY	 POLU�IM SWQZX

MEVDU SFERI�ESKIMI SISTEMAMI KOORDINAT
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o PARAMETRI�ESKOJ MODELI TO�E�NOGO NAPRAWLENNOGO IZLU�ATELQ ���

GDE � �
p
�� �d cos � � d�� d � L�r 	 �� pRI�EM ANALIZ PARAMETRA � � ��d� �� POKA�

ZYWAET	 �TO DLQ L�BYH ZNA�ENIJ � I d SPRAWEDLIWA OCENKA �� d � ��d� �� � � � d�
pUSTX MODELXNYJ ISTO�NIK RAZME�EN W CENTRE PRIWEDENIQ O� tOGDA POTENCIAL

POLQ W PROIZWOLXNOJ TO�KE M �r� �� �� WNE ISTO�NIKA IMEET WID ���� eSLI TEPERX MO�
DELXNYJ ISTO�NIK POMESTITX W CENTR PRIWEDENIQ O�	 TO POTENCIAL POLQ W TOJ VE
SAMOJ TO�KE PRIMET WID
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GDE r�� ��� �� SWQZANY S r� �� � SOOTNO�ENIQMI ���� kRITERIJ MALOSTI RAZLI�IJ MEVDU
��� I ��� DOLVEN WKL��ATX W SEBQ DWA TREBOWANIQ 
���

��OTNOSITELXNAQ RAZNOSTX AMPLITUD MEVDU ��� I ��� DLQ L�BYH TO�EK POLQ DOLV�
NA BYTX MALA

���j��r�� ��� ���j � j��r� �� ��j���
j��r� �� ��j �

������ j��r�� ��� ���j
j��r� �� ��j

���� 	 ��� ���

��ABSOL�TNAQ RAZNOSTX �NABEG� FAZ MEVDU ��� I ��� DLQ L�BYH TO�EK POLQ DOLVNA
BYTX MALA

j arg���r�� �� ����� arg���r� �� ���j 	 ��� ����

GDE �� I �� � PROIZWOLXNYE DOSTATO�NO MALYE POLOVITELXNYE �ISLA	 OPREDELQ��IE
DOPUSTIMU� DLQ RASSMATRIWAEMOJ ZADA�I STEPENX RAZLI�IQ MEVDU POLQMI� iSHODQ
IZ FIZI�ESKOGO SMYSLA �TIH PARAMETROW W DALXNEJ�IH RASSUVDENIQH BUDEM S�ITATX	
�TO ZNA�ENIQ �� I �� WYBIRA�TSQ TAK	 �TOBY �� � � I �� � �	 NAPRIMER	 ���� ILI ���	
�TO SOOTWETSTWUET �ASTO WSTRE�A��EJSQ W PRAKTI�ESKIH ZADA�AH TO�NOSTI RAS�ETOW

ILI �KSPERIMENTOW PORQDKA ���� ��
iSPOLXZUQ SFORMULIROWANNYE TREBOWANIQ ��� I ����	 WNA�ALE RASSMOTRIM OTDELX�

NYE �ASTNYE SLU�AI MULXTIPOLEJ DO WTOROGO PORQDKA WKL��ITELXNO� pUSTX W ��� I
��� WSE Cnm KROME C�� RAWNY NUL�� t�E� BUDEM S�ITATX	 �TO RASSMATRIWAEMYJ IS�
TO�NIK QWLQETSQ MONOPOLEM� tOGDA AMPLITUDNOE TREBOWANIE KRITERIQ ��� S U�ETOM

TOGO	 �TO h
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� �x� � �i exp�x��x I P �

� �x� � �	 DAET j��r�r�j � j�����j	 ��� pRINIMAQ
WO WNIMANIE OGRANI�ENIQ ��� NA �	 POLU�IM d 	 L�r 	 ������ ��� � ��� pUSTX DALEE
C�� � jC��j exp�i�	 TOGDA arg���r� �� ��� � ������kr I FAZOWOE TREBOWANIE KRITE�
RIQ ���� DAET j arg���r�� ��� �����arg���r� �� ���j � jkr�kr�j � krj���j 	 ��� wYPOLNQQ
�LEMENTARNYE PREOBRAZOWANIQ	 NAJDEM	 �TO OGRANI�ENIE NA NABEG FAZY PRIWODIT K

USLOWI� kL 	 ��� sLEDSTWIEM ODNOWREMENNOGO WYPOLNENIQ POLU�ENNYH OGRANI�ENIJ
d 	 �� I kL 	 �� QWLQ�TSQ UPOMQNUTYE WY�E USLOWIQ WYHODA ZA PROVEKTORNU� ZONU

IZLU�ATELQ�
pUSTX TEPERX W ��� I ���� RAWNY NUL� WSE Cnm KROME C��� T�E� BUDEM S�ITATX	

�TO RASSMATRIWAEMYJ ISTO�NIK QWLQETSQ DIPOLEM	 OSX KOTOROGO PERPENDIKULQRNA
PLOSKOSTI OXY DEKARTOWOJ SISTEMY KOORDINAT� tAK KAK
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oTS�DA WIDNO	 �TO DLQ DANNOGO DIPOLQ NE MOVET BYTX POLU�ENO RAWNOMERNOE	 PODHO�
DQ�EE DLQ L�BYH UGLOW � USLOWIE	 OBESPE�IWA��EE MALOSTX OTNOSITELXNOJ RAZNOSTI
AMPLITUD	 T�K� SU�ESTWUET PLOSKOSTX � � ���	 W KOTOROJ IZLU�ENIE DIPOLQ RAWNO
NUL�� iSKL��AQ IZ RASSMOTRENIQ �TU PLOSKOSTX	 DLQ WSEH OSTALXNYH TO�EK PRO�
STRANSTWA MOVNO POLU�ITX NERAWNOMERNOE OGRANI�ENIE d 	 ����� � ����� � ���� GDE
� � �� cos����� ���

dLQ POLU�ENIQ RAWNOMERNOGO USLOWIQ AMPLITUDNOE TREBOWANIE KRITERIQ ���	 W
ZNAMENATELE KOTOROGO NAHODITSQ OBRA�A��IJSQ W NULX MODULX POTENCIALA	 NEOBHO�
DIMO OSLABITX�mOVNO PREDLOVITX SLEDU��U� FORMULIROWKU USLOWIQ MALOSTI OT�
NOSITELXNOJ RAZNOSTI AMPLITUD� OGRANI�ENIE ��� DOLVNO WYPOLNQTXSQ TOLXKO DLQ
TEH TO�EK PROSTRANSTWA	 DLQ KOTORYH j��r� �� ��j � ��� a DLQ TEH TO�EK	 W KOTO�
RYH AMPLITUDA POLQ DLQ ODNOGO IZ CENTROW PRIWEDENIQ O�ENX MALA j��r� �� ��j 	 ��	
DOSTATO�NO POTREBOWATX	 �TOBY TAKVE MALA BYLA AMPLITUDA I DLQ DRUGOGO CENT�
RA j��r�� ��� ���j 	 M��	 GDE M � NEKOTORAQ KONSTANTA� iSPOLXZUQ �TO OSLABLENNOE
AMPLITUDNOE TREBOWANIE	 IZ SOOTNO�ENIQ ���� MOVNO POLU�ITX ZAWY�ENNOE DLQ PO�
DAWLQ��EGO BOLX�INSTWA TO�EK POLQ	 NO RAWNOMERNOE OGRANI�ENIE d 	 ���	 KOTOROE
SPRAWEDLIWO DLQ kr � ��

pUSTX DALEE C�� � jC��j exp�i�� tg � � ��kr� tg�� � ��kr�� tOGDA arg���r� �� ��� �
��� �� kr	 I FAZOWOE TREBOWANIE DLQ DIPOLQ PRIWODIT K krj���j� j�� ��j 	 ���
oTS�DA SLEDUET OGRANI�ENIE �kL 	 ��� dLQ DWUH DRUGIH RAZNOWIDNOSTEJ DIPOLEJ S
OSQMI	 PERPENDIKULQRNYMI PLOSKOSTQM OXZ I OY Z	 PLOSKOSTI	 W KOTORYH IZLU�E�
NIE POLQ OBRA�AETSQ W NULX DLQ OBOIH CENTROW PRIWEDENIQ ODNOWREMENNO	 SOWPADA�T�
pO�TOMU ANALOGI�NYE WY�ISLENIQ PRIWODQT K ODINAKOWOMU	 NO TEPERX UVE RAWNOMER�
NOMU OGRANI�ENI� d 	 �������� ��� DLQ AMPLITUDNOGO TREBOWANIQ I K OGRANI�ENI�
�kL 	 �� DLQ FAZOWOGO�

dOWOLXNO GROMOZDKIE WY�ISLENIQ DLQ KWADRUPOLEJ	 OSI KOTORYH LEVAT W PLOS�
KOSTI OXY 	 PRIWODQT K RAWNOMERNOMU OGRANI�ENI� d 	 ������� � ���	 DLQ KWAD�
RUPOLEJ	 ODNA IZ OSEJ KOTORYH PARALLELXNA OSI OZ � K NERAWNOMERNOMU USLO�
WI� d 	 ����� � ����� � ���	 GDE TAK VE	 KAK I DLQ WERTIKALXNOGO DIPOLQ � �
�� cos���� � ��	 I	 NAKONEC	 DLQ KWADRUPOLQ	 OBE OSI KOTOROGO PARALLELXNY OZ	
POLU�AETSQ TO VE SAMOE NERAWNOMERNOE USLOWIE �TO	 I W PREDYDU�EM SLU�AE	 NO
� � ����� � � cos ��� � ���� � � ��� arccos������� oSLABLENNOE AMPLITUDNOE TREBOWA�
NIE DLQ WSEH RAZNOWIDNOSTEJ KWADRUPOLEJ DAET TO�NO TAKOE VE RAWNOMERNOE OGRANI�
�ENIE	 �TO I DLQ DIPOLEJ� d 	 ��� PRI kr � �� fAZOWOE TREBOWANIE DLQ WSEH RAZNOWID�
NOSTEJ KWADRUPOLEJ POSLE NE MENEE GROMOZDKIH WY�ISLENIJ DAET OGRANI�ENIE	 TAK
VE SOWPADA��EE S OGRANI�ENIEM DLQ DIPOLEJ �kL 	 ���

iTAK	 RASSMOTRENY WSE MULXTIPOLI DO WTOROGO PORQDKA WKL��ITELXNO� sRAW�
NIWAQ MEVDU SOBOJ POLU�ENNYE DLQ KAVDOGO IZ NIH OGRANI�ENIQ	 MOVNO SDELATX
SLEDU��IJ WYWOD� PRI ODNOWREMENNOM WYPOLNENII USLOWIJ kr � �	 �kL 	 �� I

d 	 ������ � ������ � ��� L�BOJ OTDELXNO WZQTYJ MULXTIPOLX UDOWLETWORQET OSLAB�
LENNOMU AMPLITUDNOMU I FAZOWOMU TREBOWANIQM KRITERIQ TO�E�NOSTI IZLU�ATELQ�

oTMETIM	 �TO POLU�ENNYE DLQ OTDELXNYH MULXTIPOLEJ OGRANI�ENIQ	 WOOB�E GO�
WORQ	 QWLQ�TSQ DOWOLXNO VESTKIMI� pUSTX	 NAPRIMER	 RAZMER IZLU�ATELQ L RAWEN

� M	 TOGDA W SOOTWETSTWII S OGRANI�ENIEM NA PARAMETR d PRI NE O�ENX WYSOKOJ

TO�NOSTI �� � ��� RASSTOQNIE MEVDU TO�KOJ NABL�DENIQ I ISTO�NIKOM r DOLVNO
BYTX NE MENX�E �EM ��� M	 W TO WREMQ KAK DLQ MONOPOLXNOJ MODELI DOSTATO�NO �� M�
oSTALXNYE OGRANI�ENIQ DLQ NIZKIH �ASTOT NE STOLX SU�ESTWENNY� tAK DLQ �ASTOTY
�� gC I SKOROSTI ZWUKA ���� M�S TREBOWANIE kr � � WYPOLNQETSQ UVE NA RASSTOQNIQH
�� M I WY�E	 A TREBOWANIE �kL 	 �� UDOWLETWORQETSQ PRI �� � ��� DLQ RAZMEROW L
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MENX�IH	 �EM ��� M�
vESTKOSTX POLU�ENNYH WY�E OCENOK OBUSLOWLENA TEM	 �TO	 KAK BYLO WYQSNENO

WY�E	 DLQ RQDA MULXTIPOLEJ SU�ESTWU�T POWERHNOSTI W PROSTRANSTWE	 NA KOTORYH
MODULX IH POTENCIALA OBRA�AETSQ W NULX	 I	 SLEDOWATELXNO	 OTNO�ENIE MODULEJ W
OSNOWNOM AMPLITUDNOM TREBOWANII KRITERIQ MALOSTI OBRA�AETSQ W BESKONE�NOSTX�
eSLI VE TAKIE POWERHNOSTI OTSUTSTWU�T	 TO W PRIMENENII OSLABLENNOGO AMPLI�
TUDNOGO TREBOWANIQ NEOBHODIMOSTI NE WOZNIKAET	 I MOVNO OVIDATX	 �TO UDASTSQ
POLU�ITX RAWNOMERNYE OGRANI�ENIQ S PRIWLE�ENIEM TOLXKO OSNOWNOGO AMPLITUDNO�
GO TREBOWANIQ	 I PO�TOMU ONI OKAVUTSQ NE TAKIMI SILXNYMI� pREDPOLOVENIE OB
OTSUTSTWII POWERHNOSTEJ	 NA KOTORYH MODULX POTENCIALA OBRA�AETSQ W NULX OKAZY�
WAETSQ POLNOSTX� OBOSNOWANNYM W TEH SLU�AQH	 KOGDA SREDI MULXTIPOLEJ	 OBRAZU��
�IH MODELXNYJ ISTO�NIK	 NAHODITSQ MONOPOLX	 MOMENT C�� KOTOROGO UDOWLETWORQET

NEKOTORYM USLOWIQM�
dLQ ANALIZA WLIQNIQ MONOPOLXNOJ SOSTAWLQ��EJ NA IZU�AEMYE OGRANI�ENIQ

WNA�ALE RASSMOTRIM BOLEE OB�IJ SLU�AJ	 KOGDA POTENCIAL MODELXNOGO ISTO�NIKA

MOVNO PREDSTWITX W WIDE SUMMY � � �� � ��	 PRI�EM KAVDOE SLAGAEMOE �j �
j�j�r� �� ��j exp�ij�r� �� ���	 j � �� � PO OTDELXNOSTI UDOWLETWORQET TREBOWANIQM KRI�
TERIQ	 T�E� ����� j���r�� ��� ���j

j���r� �� ��j
��� 	 ����

����� j���r�� ��� ���j
j���r� �� ��j

��� 	 ����

I

j��r�� ��� ���� ��r� �� ��j 	 ���� j��r�� ��� ��� � ��r� �� ��j 	 ����

GDE ��� I ��� � WSPOMOGATELXNYE	 PODLEVA�IE OPREDELENI�	 PARAMETRY	 IME��IE
TOT VE SAMYJ SMYSL	 �TO I PARAMETRY �� I ��� zADA�A SOSTOIT W TOM	 �TOBY PO�
DOBRATX TAKIE ZNA�ENIQ PARAMETROW ��� I ���	 OPREDELQ��IH DOPUSTIMYE RAZLI�IQ

POLEJ OTDELXNYH SOSTAWLQ��IH	 �TOBY OB�IJ POTENCIAL IZLU�ATELQ � � �� � ��
UDOWLETWORQL TREBOWANIQM KRETERIQ ��� I �����

kWADRAT MODULQ POTENCIALA � RAWEN

j�j� � j�� � ��j� � j��j� � j��j� � �j��jj��j cos�� � ���

OTS�DA SLEDUET	 �TO MODULX POTENCIALA OBRA�AETSQ W NULX TOLXKO PRI ODNOWRE�
MENNOM WYPOLNENII DWUH USLOWIJ� j��j � j��j I cos�� � �� � ��� fIZI�ESKI �TO
OZNA�AET	 �TO W ODNOJ TO�KE SOWME�ENY DWA SOWER�ENNO ODINAKOWYH	 NO DEJSTWU�
��IH W PROTIWOFAZE ISTO�NIKA� oTWLEKAQSX OT �TOGO TRIWIALXNOGO SLU�AQ	 BUDEM
S�ITATX	 �TO MODULX POTENCIALA NIGDE �KROME BESKONE�NOSTI� W NULX NE OBRA�AETSQ�
j��r� �� ��j � Pmin	 GDE Pmin � NAIMENX�EE ZNA�ENIE MODULQ POTENCIALA W RASSMAT�
RIWAEMOJ OBLASTI�

pUSTX ��j � �j�r�� ��� ���� j � �� �� oCENIM SWERHU WELI�INU j��� � ���j�	 S�ITAQ
WYPOLNENNYMI TREBOWANIQ NORMIROWKI j�jj � � I PRENEBREGAQ WELI�INAMI WTOROGO
PORQDKA MALOSTI	 TO ESTX KWADRATAMI WELI�IN ��� I ��� I IH PROIZWEDENIQMI� pO�
SKOLXKU WYPOLNENY NERAWENSTWA j��jj 	 j�j j�� � ����� TO MOVNO ZAPISATX

j��� � ���j� 	 �j��j� � j��j���� � ����� � �j���jj���j cos��� � �����

GDE �� � � � �	 A j���j 	 ����� w RAMKAH PRINQTOJ TO�NOSTI cos ��� � �	 PO�TOMU

j��� � ���j� 	 �j��j� � j��j���� � ����� � �j���jj���j cos��� ����j��jj��j�
w NAIHUD�EM DLQ POLU�ENIQ OCENOK SLU�AE	 KOGDA cos�� 	 �	 PRAWAQ �ASTX NERA�
WENSTWA UWELI�ITSQ	 ESLI j��jj ZAMENITX NA j�jj��� ���� I TOGDA

j��� � ���j� 	 �j��j� � j��j���� � ����� � �j��jj��j cos����� ����� � ����j��jj��j�



��� a�n�sTEPANOW

A TAK KAK W SILU NORMIROWKI �j��jj��j � �	 TO

j��� � ���j� 	 j�� � ��j� � ������ � ������

OTKUDA POLU�IM OCENKU ������ j��� � ���j
j�� � ��j

���� 	 �

P �
min

����� � ������ ����

eSLI PO�PREVNEMU TREBOWATX	 �TOBY DLQ POTENCIALA � � �� � �� WYPOLNQLOSX ���	
TO DOLVNO WYPOLNQTXSQ NERAWENSTWO ����� � ������P

�
min 	 ��� �TOBY NAJTI WSPOMOGA�

TELXNYE PARAMETRY ��� I �
�
�� NE HWATAET E�E ODNOGO NERAWENSTWA	 KOTOROE W PRINCIPE

MOVNO POLU�ITX IZ ANALIZA FAZOWOGO TREBOWANIQ�
nEOBHODIMO OTMETITX	 �TO POLU�ENNAQ OCENKA QWLQETSQ DOSTATO�NO GRUBOJ� tEM

NE MENEE ONA POZWOLQET OPREDELITX	 KAK WLIQET NALI�IE NESKOLXKIH SOSTAWLQ��IH
W ODNOM MODELXNOM ISTO�NIKE NA OB�U� POGRE�NOSTX� dLQ ILL�STRACII �TOGO WLI�
QNIQ PREDPOLOVIM	 �TO ��� � ���	 A P �

min � �� tOGDA POLU�IM	 �TO ��� � ����� eSLI
SOSTAWNYE �ASTI MODELXNOGO ISTO�NIKA SOOTWETSTWU�T	 NAPRIMER	 MONOPOL� I DI�
POL� S MOMENTOM C��	 TO IZ POLU�ENNYH WY�E OGRANI�ENIJ SLEDUET	 �TO PARAMETR
d DOLVEN UDOWLETWORQTX USLOWIQM d 	 ��� � ���� I d 	 �������� � ���� � ������ tA�
KIM OBRAZOM	 POSLEDNEE NERAWENSTWO QWLQETSQ ISKOMYM OGRANI�ENIEM NA PARAMETR

d	 PRI WYPOLNENII KOTOROGO RASSMATRIWAEMYJ MODELXNYJ ISTO�NIK UDOWLETWORQET
AMPLITUDNOMU TREBOWANI�� aNALOGI�NYE REZULXTATY POLU�A�TSQ I DLQ KOMBINA�
CII MONOPOLQ I KWADRUPOLQ S MOMENTOM C��� w �TOM SLU�AE OGRANI�ENIE IMEET WID

d 	 ������ iZ PROWEDENNOGO ANALIZA SLEDUET	 �TO KOMBINACIQ NESKOLXKIH MULXTI�
POLEJ W ODNOM MODELXNOM ISTO�NIKE	 WOOB�E GOWORQ	 PRIWODIT K BOLEE VESTKIM PO

SRAWNENI� S ODINO�NYMI MULXTIPOLQMI OGRANI�ENIQM�
tEPERX WOZWRATIMSQ K OBSUVDAW�EJSQ PROBLEME WLIQNIQ MONOPOLXNOJ SOSTAWLQ�

��EJ NA MULXTIPOLI	 DLQ KOTORYH PRIHODILOSX PRIWLEKATX OSLABLENNOE AMPLITUD�
NOE TREBOWANIE� pUSTX W ��� I ��� NE RAWNY NUL� DWA MOMENTA C�� I C��	 A WSE
OSTALXNYE RAWNY NUL�� dRUGIMI SLOWAMI	 RASSMOTRIM MODELXNYJ ISTO�NIK	 OBRA�
ZOWANNYJ DWUMQ MULXTIPOLQMI� MONOPOLEM I z�DIPOLEM� pRI �TOM BUDEM S�ITATX	
�TO C�� � C��� �TO PREDPOLOVENIE	 WO�PERWYH	 NE IMEET PRINCIPIALXNOGO ZNA�ENIQ	
T�K� W RAZLOVENII POTENCIALA PO SFERI�ESKIM MULXTIPOLQM WSEGDA MOVNO DOBAWITX

I WY�ESTX SOOTWETSTWU��EE MONOPOL� SLAGAEMOE S KO�FFICIENTOM	 RAWNYM KO�F�
FICIENTU C�� PRI z�DIPOLE	 A ZATEM NUVNYM OBRAZOM SGRUPPIROWATX SLAGAEMYE�
a WO�WTORYH �I �TO GLAWNOE� WYPOLNENIQ UKAZANNOGO USLOWIQ DOSTATO�NO DLQ TOGO	
�TOBY MODULX POTENCIALA TAKOGO ISTO�NIKA NIGDE KROME BESKONE�NOSTI W NULX NE

OBRA�ALSQ�
pOTENCIAL RASSMATRIWAEMOGO ISTO�NIKA IMEET WID

��r� �� �� � C��

�
h
���
� �kr�P �

� �cos �� � h
���
� �kr�P �

� �cos ��
�
�

pUSTX a � ���kr�	 I MY PO�PREVNEMU OGRANI�IMSQ RASSMOTRENIEM TOLXKO TAKIH

TO�EK PROSTRANSTWA	 DLQ KOTORYH kr � �	 T�E� � 	 a � �� tOGDA POTENCIAL MOVNO
ZAPISATX W WIDE

j�j � jC��j jkr cos � � i�kr � cos ��j
k�r�

� ajC��j
p
cos� � � �� � a cos ����

nAIMENX�EE ZNA�ENIE PODKORENNOGO WYRAVENIQ �a� � �� cos� � � �a cos � � � RAWNO

���� � a��� sLEDOWATELXNO	 DLQ L�BYH UGLOW � I ZNA�ENIJ PARAMETRA a ZNA�ENIE
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�TOGO WYRAVENIQ OGRANI�ENO SNIZU ���� � a�� � ���� oTKUDA WIDNO	 �TO MODULX
POTENCIALA NIGDE KROME BESKONE�NOSTI W NULX NE OBRA�AETSQ	 I PREDPOLOVENIE OB
OTSUTSTWII POWERHNOSTEJ S NULEWYM MODULEM POTENCIALA PRI NALI�II OPREDELENNOJ

MONOPOLXNOJ SOSTAWLQ��EJ W DANNOM SLU�AE OKAZALOSX SPRAWEDLIWYM�
s U�ETOM TOGO	 �TO a� � ���kr�� � ���kr�� � a��	 NAJDEM OTNO�ENIE KWADRATOW

MODULEJ POTENCIALOW

A� �
j��j�
j�j� �

�

��
�cos � � d����� � �� � a�cos � � d������

cos� � � �� � a cos ���
�

wNOWX PRENEBREGAQ MALYMI WTOROGO PORQDKA	 POLU�IM

A� � �

��

�
�� �d

cos� � � �a cos� � � �a� � �� cos � � a

cos� � � �� � a cos ���

�
�

zAMENA cos� � NA cos� � TOLXKO UWELI�IT �ISLITELX	 A T�K� POLU�IW�IJSQ W REZULXTATE
ZAMENY KWADRATNYJ TREH�LEN NAIBOLX�EGO ZNA�ENIQ DOSTIGAET PRI cos � � �	 TO
�ISLITELX OGRANI�EN WELI�INOJ a� � �a � � 	 �	 I S U�ETOM RANEE POLU�ENNOGO

OGRANI�ENIQ NA ZNAMENATELX NAHODIM OCENKU A� � �����d���� ILI A � �����d�����
d��� tEPERX DLQ RASSMATRIWAEMOJ KOMBINACII MONOPOLQ I DIPOLQ S MOMENTOM C��

STANDARTNYM SPOSOBOM MOVNO POLU�ITX OGRANI�ENIE �� ��d � �� ��d � ����� ����
oTKUDA SLEDUET USLOWIE d 	 �������� � ��� � �����	 SOWPADA��EE S POLU�ENNYM
WY�E OGRANI�ENIEM DLQ KOMBINACII MONOPOLQ I DIPOLQ S MOMENTOM C��� dRUGIMI
SLOWAMI	 W KOMBINACII S MONOPOLEM L�BYE DIPOLI WEDUT SEBQ W SMYSLE WLIQNIQ NA

OB�U� POGRE�NOSTX W AMPLITUDNOM TREBOWANII ��� ODINAKOWO�
tEPERX RASSMOTRIM SLU�AJ	 KOGDA MODELXNYJ ISTO�NIK OBRAZOWAN MONOPOLEM I

KWADRUPOLEM	 OBE OSI KOTOROGO PARALLELXNY OSI OZ DEKARTOWOJ SISTEMY KOORDINAT	
T�E� W ��� I ��� NE RAWNY NUL� TOLXKO DWA MOMENTA C�� I C��� i WNOWX USLOWIE C�� �
C�� OKAZYWAETSQ DOSTATO�NYM� pOTENCIAL TAKOGO ISTO�NIKA MOVET BYTX ZAPISAN W
WIDE

��r� �� �� � �C��e
ikr

�
i

kr
�

�kr� i�� � k�r���� cos �� � ��

�k�r�

�
�

I DLQ MODULQ POTENCIALA POLU�IM

j�j � ajC��j
�

�
�ab� i

�
��a� � ��b� �

��
�
ajC��j

�

p
�a�b� � ���a� � ��b� ����

GDE a � ���kr�	 b � � cos �� � �	 �� � b � �� pOKAVEM	 �TO I W �TOM SLU�AE MO�
DULX POTENCIALA NIGDE KROME BESKONE�NOSTI W NULX NE OBRA�AETSQ� w SAMOM DELE	
PODKORENNOE WYRAVENIE F � ��a� � ��a� � ��b� � ���a� � ��b � �� PREDSTAWLQET SO�
BOJ KWADRATNYJ TREH�LEN OTNOSITELXNO b	 KOTORYJ DOSTIGAET SWOEGO MINIMUMA W

TO�KE b � ����a� � �����a� � ��a� � ��� �TA TO�KA NAHODITSQ LEWEE PROMEVUTKA

IZMENENIQ b PRI a� 	 �
p
��� � ����� � �� �� tAKIM OBRAZOM	 DLQ � 	 a 	

p
�� �

MINIMUM PODKORENNOGO WYRAVENIQ W MODULE POTENCIALA DOSTIGAETSQ PRI b � �� I
RAWEN ��a����a��� � �� dLQ WSEH OSTALXNYH ZNA�ENIJ a TO�KA MINIMUMA TREH�LE�
NA POPADAET W OBLASTX IZMENENIQ b	 I DLQ NIH MINIMALXNOE ZNA�ENIE WELI�INY F 	
OPREDELQ��EESQ PROSTOJ PODSTANOWKOJ ABCISSY TO�KI MINIMUMA W SOOTWETSTWU��EE

WYRAVENIE	 OKAZYWAETSQ RAWNYM ���a����a� � ��a� � �� � ��� ����� �� ��
dLQ UPRO�ENIQ ZAPISI WY�ISLENIJ WWEDEM DLQ KO�FFICIENTOW WELI�INY F OBO�

ZNA�ENIQ y� � �a� � ��a� � � I y� � ��a� � �� tOGDA W RAMKAH PRINQTOJ TO�NOSTI
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y�� � �a��� ��a��� � � �y�� �d cos ����a�� ������	 y�� � ��a��� � � �y� � ��d cos �����

I b� � � cos ��� � � � �b� �d cos ������ tEPERX j��j� MOVNO ZAPISATX W WIDE

j��j� � �

�	
�
y�b

��y�b�����d cos �
�
���a����b���y�b��b��y�b��y� � ��

��
�

GDE WNOWX OTBRASYWALISX SLAGAEMYE	 PROPORCIONALXNYE d�� tAKIM OBRAZOM	 OTNO�E�
NIE KWADRATOW MODULEJ POTENCIALOW

A� �
j��j�
j�j� �

�

���

�
�� �d cos �

���a� � ��b� � �y�b� ��y� � ��b� �y� � ��

y�b� � y�b� ��

�
�

dLQ SOMNOVITELQ PRI �d cos � NUVNO NAJTI OCENKU SWERHU� �TOBY EE POLU�ITX	 UWE�
LI�IM KO�FFICIENT ��a� � � PRI b� DO �y� � ��a� � ��a� � �� tOGDA W �ISLITELE
OBRAZUETSQ UDWOENNYJ ZNAMENATELX	 POSLE �EGO A� MOVNO ZAPISATX TAK

���A� � �� �d cos �

�
� �

��y� � ��b� �y� � ��

y�b� � y�b� ��

�
�

wOZWRA�AQSX K PARAMETRU a	 POLU�IM

���A� � �� �d cos �

�
� � �

��a� � ��a� � ��b� ��a� � �

��a� � ��a� � ��b� � ���a� � ��b� ��

�
�

pOKAVEM TEPERX	 �TO DROBX W SKOBKAH DLQ L�BYH ZNA�ENIJ PARAMETROW a I b OGRA�
NI�ENA SWERHU �ISLOM �

��a� � ��a� � ��b� ��a� � �

��a� � ��a� � ��b� � ���a� � ��b� ��
	 ��

rE�AQ �TO NERAWENSTWO OTNOSITELXNO b	 POLU�IM

����a� � ��a� � ��b� � ��a� � ��a� � ���b� ��a� � ��

��a� � ��a� � ��b� � ���a� � ��b� ��
	 ��

wY�E POKAZANO	 �TO ZNAMENATELX �TOJ DROBI WSEGDA POLOVITELEN	 PO�TOMU DLQ DO�
STIVENIQ UKAZANNOJ CELI NUVNO	 �TOBY EE �ISLITELX BYL OTRICATELXNYM DLQ WSEH

DOPUSTIMYH b� dISKRIMINANT D KWADRATNOGO TREH�LENA OTNOSITELXNO b RAWEN D �
��a	����a�����a������a���� o�EWIDNO	 �TO ON MOVET BYTX POLOVITELXNYM TOLX�
KO PRI a� �� uWELI�IM POLOVITELXNU� �ASTX DISKRIMINANTA	 ZAMENIW WSE STEPENI
a NA DWOJKU� tOGDA D � �� ����a� OTRICATELEN DLQ WSEH a �

p
������ � �� ���� �TO

ZNA�IT	 �TO DLQ WSEH ZNA�ENIJ PARAMETRA b �T�E� DLQ L�BYH UGLOW �� I DLQ ZNA�E�
NIJ PARAMETRA a IZ DIAPAZONA �� ��� 	 a � � RASSMATRIWAEMAQ DROBX MENX�E �� dLQ
ZNA�ENIJ PARAMETRA a	 KOTORYE PRINADLEVAT PROMEVUTKU � 	 a � �� ���� KORNI TREH�
�LENA OKAZYWA�TSQ RAWNYMI b��� � �������a���a��p�� ����a������a�����a�����
u�ITYWAQ	 �TO a� �	 MOVNO POLOVITX

p
�� ����a� � ������a� I NAJTI DLQ KORNEJ

OCENKU SWERHU b��� � ���� � �a����� � ��� ��� a TAK KAK �� � b � �	 TO OKAZYWAET�
SQ	 �TO OBA KORNQ NAHODQTSQ WNE DIAPAZONA IZMENENIQ PARAMETRA b	 PO�TOMU I DLQ
� 	 a � �� ��� RASSMATRIWAEMAQ DROBX MENX�E ��

iTAK	 POLU�ENA OCENKA A� � �� � ��d cos ������ � �� � ��d����� ILI A � �� �
��d����� d�
� sLEDOWATELXNO	 DLQ RASSMATRIWAEMOJ KOMBINACII MONOPOLQ I KWADRU�
POLQ S MOMENTOM C�� DOLVNO WYPOLNQTXSQ OGRANI�ENIE ����d � ����d � ���������



o PARAMETRI�ESKOJ MODELI TO�E�NOGO NAPRAWLENNOGO IZLU�ATELQ ���

oTKUDA NAHODIM USLOWIE d 	 ��������� ��� � �����	 SOWPADA��EE S POLU�ENNYM WY�
�E OGRANI�ENIEM DLQ KOMBINACII MONOPOLQ I KWADRUPOLQ S MOMENTOM C���

oSTALOSX RASSMOTRETX KWADRUPOLI S MOMENTAMI C��� I C��	 PRI OBSUVDENII KO�
TORYH TAKVE PRI�LOSX ISPOLXZOWATX OSLABLENNOE AMPLITUDNOE TREBOWANIE� wYRA�
VENIQ DLQ POTENCIALOW �TIH KWADRUPOLEJ OTLI�A�TSQ DRUG OT DRUGA TOLXKO ZNAKOM

ARGUMENTA W SOMNOVITELE exp i�	 �TO NIKAK NE SKAZYWAETSQ NA OBSUVDAEMYH REZULX�
TATAH�pO�TOMU RASSMOTRIM MODELXNYJ ISTO�NIK	 SOSTOQ�IJ IZ MONOPOLQ I KWADRU�
POLQ S MOMENTOM C��� wSE NIVESLEDU��IE RASSUVDENIQ I POLU�ENNYE REZULXTATY
DOSLOWNO PRIMENIMY I K KWADRUPOL� S MOMENTOM C����

iTAK	 PUSTX W PREDSTAWLENIQH POTENCIALA ��� I ��� OTLI�NY OT NULQ TOLXKO

MOMENTY C�� I C��� w KA�ESTWE DOSTATO�NOGO USLOWIQ OTLI�IQ MODULQ POTENCIALA

OT NULQ WOZXMEM SOOTNO�ENIE C�� � ��C��� tOGDA POTENCIAL ISTO�NIKA ZAPI�ETSQ
W WIDE

��r� �� �� � �C��e
ikr

�
��i

kr
�

� sin����kr � i�� � k�r��� exp i�

�k�r�

�
� ����

wWEDEM OBOZNA�ENIQ b � sin ��	 jbj � � I a � ���kr� I WY�ISLIM MODULX POTENCIALA

j�j � �ajC��j
�

p
y�b� � ��by sin��� �� � ���

GDE y� � �a����a���	 � � y � �	 sin� � ��a�����y I cos � � �a�y� dLQ PODKORENNOGO
WYRAVENIQ F SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO

F � y�b� � ��by sin�� � �� � �� � y�b� � ��by � �� � �yb � ����

oTS�DA WIDNO	 �TO GLOBALXNYJ MINIMUM PODKORENNOE WYRAVENIE IMEET PRI b �
��y � ��� � �� �� a POSKOLXKU �TO ZNA�ENIE NE WHODIT W OBLASTX IZMENENIQ b	 TO
FAKTI�ESKIJ MINIMUM F DOSTIGAETSQ NA GRANICAH OBLASTI	 T�E� PRI b � � ILI PRI
b � ��� sRAWNENIE WY�ISLENNYH ZNA�ENIJ PRIWODIT K MINIMUMU Fmin � y� � ��y �
�� � �y � ���	 � � Fmin � ��� tAKIM OBRAZOM	 I DLQ �TOGO KWADRUPOLQ UDALOSX PO�
DOBRATX MOMENT C��	 PRI KOTOROM MODULX POTENCIALA SODERVA�EGO �TI MULXTIPOLI
ISTO�NIKA	 WEZDE KROME BESKONE�NOSTI OTLI�EN OT NULQ�

dLQ RASSMATRIWAEMOGO SLU�AQ OTNO�ENIE MODULEJ POTENCIALOW

A� �
�

��
y��b�� � ��y�b� sin��� � ��� � ��

y�b� � ��yb sin��� �� � ��
�

GDE y�� � �a�� � ��a�� � � � �y� � �d cos ����a� � ������	 b� � � sin �� cos �� � �b �
�d sin �����	 I ��y� sin��� � ��� � y sin�� � �� � �d cos ���a�� sin� � cos��� tEPERX
WYRAVENIE DLQ A� MOVNO PEREPISATX W WIDE

A� �
�

���
��� �d cos �B � �d sin �C� �

GDE

B �
���a� � �� � ��b��a�� cos� � sin�� � ��yb sin�� � �� � ���

y�b� � ��yb sin��� �� � ��

I

C �
�by� � ��y sin��� ��

y�b� � ��yb sin�� � �� � ��
�
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oCENIM SWERHU ZNA�ENIQ WELI�IN B I C� wNA�ALE UWELI�IM KO�FFICIENT PRI b� W
�ISLITELE WELI�INY B DO ��b� � ��b� � �

B 	 � � ��
b��a�� sin�� cos�� � �

y�b� � ��yb sin�� � �� � ��
�

I ZAMENIM �ISLITELX EGO MAKSIMALXNYM ZNA�ENIEM b��a�� sin� � cos�� � � 	 ��	
A ZNAMENATELX � MINIMALXNYM Fmin � �	 TOGDA B 	 ��� tAK KAK sin�� � �� I W

�ISLITELX	 I W ZNAMENATELX WELI�INY C WHODIT LINEJNO	 TO ONA DOSTIGAET SWOEGO
NAIBOLX�EGO ZNA�ENIQ PRI sin��� �� � �	 PO�TOMU

C � �y
yb � �

y�b� � ��yb� ��
�

�y

by � �
	

��

�
	 ��

tAKIM OBRAZOM	 POLU�ENA OCENKA

A� �
�

���
��� ��d cos � � �d sin �� �

�

���
��� ��d��

OTKUDA SLEDUET OGRANI�ENIE �� ��d � �� ��d � ����� ���	 ILI d 	 ��������� ��� �
�����	 SOWPADA��EE S POLU�ENNYM WY�E DLQ KOMBINACII MONOPOLQ I KWADRUPOLQ S

MOMENTOM C���
iTAK	 WO WSEH SLU�AQH	 KOGDA DLQ DLQ OTDELXNOGO MULXTIPOLQ PRIHODILOSX PRIBE�

GATX K OSLABLENNOMU AMPLITUDNOMU KRITERI�	 UDALOSX POKAZATX	 �TO DLQ POLU�ENIQ
OGRANI�ENIJ NA PARAMETR d DLQ MODELXNOGO ISTO�NIKA	 SODERVA�EGO DANNYJ MULX�
TIPOLX W KOMBINACII S MONOPOLEM OPREDELENNOJ PROIZWODITELXNOSTI	 MOVNO ISPOLX�
ZOWATX RAWNOMERNYE OGRANI�ENIQ	 POLU�ENNYE DLQ MULXTIPOLEJ TOGO VE PORQDKA IZ
OSNOWNOGO AMPLITUDNOGO TREBOWANIQ� fORMALXNO �TI OGRANI�ENIQ POLU�A�TSQ IZ

NERAWNOMERNYH	 ESLI W POSLEDNIH POLOVITX ZNA�ENIE PARAMETRA � RAWNYM NUL�� a
IMENNO	 DLQ DIPOLEJ �TO OGRANI�ENIE � d 	 ������� � ���	 A DLQ KWADRUPOLEJ �
d 	 ������� � ���� eSLI TREBU�TSQ OGRANI�ENIQ	 NE ZAWISQ�IE OT TIPA MULXTIPOLQ	
TO SLEDUET ISPOLXZOWATX NAIBOLEE SILXNOE IZ NIH � d 	 ������� � ����

fAKTI�ESKOE NALI�IE W MODELXNOM ISTO�NIKE MONOPOLQ S NUVNOJ PROIZWODITELX�
NOSTX�	 KAK UVE OTME�ALOSX WY�E	 NE IMEET PRINCIPIALXNOGO ZNA�ENIQ	 T�K� PRI
NEOBHODIMOSTI WSEGDA MOVNO PRIBAWITX I WY�ESTX SLAGAEMOE S SOOTWETSTWU��IM

KO�FFICIENTOM	 A ZATEM PEREGRUPPIROWATX SLAGAEMYE NUVNYM OBRAZOM� w KONE�NOM

S�ETE �FFEKT PRISUTSTWIQ ILI OTSUTSTWIQ MONOPOLXNOJ SOSTAWLQ��EJ NEOBHODIMOJ

PROIZWODITELXNOSTI OTRAZITSQ NA	 WOOB�E GOWORQ	 PODLEVA�EM IZMERENI� ZNA�ENII

WELI�INY Pmin IZ OCENKI �����
pRQMOE POLU�ENIE OBSUVDAEMYH OGRANI�ENIJ DLQ OB�EGO SLU�AQ	 KOGDA W PRED�

STAWLENII POTENCIALA ��� MULXTIPOLXNYE MOMENTY Cnm IME�T PROIZWOLXNYE ZNA�E�
NIQ	 ILI	 DRUGIMI SLOWAMI	 MODELXNYJ TO�E�NYJ IZLU�ATELX SODERVIT PROIZWOLX�
NYJ NABOR MULXTIPOLEJ	 PO�WIDIMOMU	 NEWOZMOVNO� pO�TOMU PREDLAGAETSQ POLU�ITX
�TI OGRANI�ENIQ KOSWENNYM SPOSOBOM�

pUSTX MODELXNYJ ISTO�NIK SOSTOIT IZ N MULXTIPOLEJ

��r� �� �� � ���r� �� �� � � � �� �N �r� �� �� �
NX
j��

�j�r� �� ���

PRI�EM POTENCIAL �j�r� �� ��� j � �� � � � � N KAVDOGO IZ NIH UDOWLETWORQET USLOWIQM	
ANALOGI�NYM USLOWIQM ��� I ���������� j�j�r�� ��� ���j

j�j�r�� ��� ���j

���� �
������ j��j j

j�j j

���� 	 ���� ����
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I

j arg��j�r�� ��� ����� arg��j�r� �� ���j � j�j � jj 	 ���� ����

GDE ��� I �
�
� UVE ISPOLXZOWAW�IESQ WY�E WSPOMOGATELXNYE	 PODLEVA�IE OPREDELENI�

PARAMETRY� ��j � �j�r�� ��� ��� I �j � arg��j�r�� ��� ����� kROME TOGO	 DLQ KAVDOGO
MULXTIPOLQ W OTDELXNOSTI BUDEM S�ITATX WYPOLNENNYMI TAKVE UPOMINAW�IESQ WY�
�E USLOWIQ NORMIROWKI j�jj � �	 j � �� � � � � N DLQ WSEH kr � ��

tAK KAK KWADRAT POTENCIALA MODELXNOGO ISTO�NIKA	 SOSTOQ�EGO IZ N MULXTIPO�
LEJ	 RAWEN

j�j� � j
NX
j��

�j j� �
NX
j��

j�jj� �
NX
j��

NX
k ��j

j�jjj�kj cos�j � k��

TO OTNO�ENIE KWADRATOW MODULEJ POTENCIALOW MOVNO ZAPISATX W WIDE

A� �
j��j�
j�j� �

NP
j��

j��jj� �
NP
j��

NP
k ��j

j��jjj��kj cos��j � �k�

NP
j��

j�jj� �
NP
j��

NP
k ��j

j�jjj�kj cos�j � k�

�

aRGUMENT KOSINUSA W �ISLITELE MOVNO PREDSTAWITX W WIDE �j � �k � jk � �jk	 GDE
jk � j � k I j�jkj 	 ����� w RAMKAH PRINQTOJ TO�NOSTI cos �jk � �	 PO�TOMU DLQ
A� WERNO NERAWENSTWO

A� 	

�� � �����
NP
j��

j�jj� �
NP
j��

NP
k ��j

j��jjj��kj cosjk �
NP
j��

NP
k ��j

j��jjj��kj sinjk sin�jk
NP
j��

j�jj� �
NP
j��

NP
k ��j

j�jjj�kj cosjk
�

pRIBAWLQQ I WY�ITAQ W �ISLITELE DROBI SLAGAEMOE
NP
j��

NP
k ��j

j�jjj�kj cosjk	 POSLE RAS�
KRYTIQ SKOBOK I PEREGRUPPIROWKI SLAGAEMYH �ISLITELX MOVNO ZAPISATX W WIDE

j�j� � ����

NX
j��

j�jj� �
NX
j��

NX
k ��j

�j��j jj��kj � j�jjj�kj� cosjk � ����

NX
j��

NX
k ��j

j��jjj��kj sinjk�

uSLOWIE ���� MOVNO ZAPISATX W WIDE j��jj � j�jj�� � xj�	 GDE jxjj 	 ���	 j � �� � � � � N I

ZATEM PREOBRAZOWATX RAZNOSTX PRI cosjk

j��jjj��kj � j�j jj�kj � �xj � xk�j�jjj�kj�
pOSLE �EGO DLQ A� POLU�IM

A� 	 ��

����
NP
j��

j�jj��
NP
j��

NP
k ��j

j�jjj�kj�xj�xk� cosjk�����
NP
j��

NP
k ��j

j��jjj��kj sinjk
NP
j��

j�jj� �
NP
j��

NP
k ��j

j�jjj�kj cosjk
�

rAZDELIM I UMNOVIM DROBX W POSLEDNEM SOOTNO�ENII NA N �N���� tAK KAK AGRUMEN�
TY j MOVNO S�ITATX NEZAWISIMYM OBRAZOM RASPREDELENNYMI W DIAPAZONE ��� ���	 TO
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DLQ DOSTATO�NO BOLX�IH N �W PRAKTI�ESKIH ZADA�AH DLQ N � �� c U�ETOM USLOWIQ

NORMIROWKI WELI�INAMI

NP
j��

NP
k ��j

j�jjj�kj�xj � xk� cosjk

N �N � ��
I

����
NP
j��

NP
k ��j

j��jjj��kj sinjk
N �N � ��

�

PREDSTAWLQ��IMI SOBOJ SREDNIE ZNA�ENIQ BOLX�OGO �ISLA NEZAWISIMO RASPREDELEN�
NYH W DIAPAZONE ������� SLAGAEMYH	 MOVNO PRENEBRE�X PO SRAWNENI� c PERWYM

SLAGAEMYM �ISLITELQ� tOGDA OCENKA DLQ A� SU�ESTWENNO UPROSTITSQ

A� 	 � �

����
NP
j��

j�j j�

NP
j��

j�jj� �
NP
j��

NP
k ��j

j�jjj�kj cosjk
	 � �

����N

P �
min

�

GDE Pmin � MINIMALXNOE ZNA�ENIE MODULQ POTENCIALA WSEGO MODELXNOGO ISTO�NIKA W

RASSMATRIWAEMOJ OBLASTI PROSTRANSTWA	 KOTOROE MY BUDEM S�ITATX NE RAWNYM NUL�

NIGDE KROME BESKONE�NOSTI� tAKIM OBRAZOM	 DLQ POTENCIALA WSEGO ISTO�NIKA WERNO
NERAWENSTWO ������ j��j

j�j

���� 	 N

P �
min

����

I DLQ TOGO	 �TOBY WYPOLNQLOSX OGRANI�ENIE ��� W NERAWENSTWAH AMPLITUDNOGO TRE�
BOWANIQ DLQ SOSTAWLQ��IH ISTO�NIK MULXTIPOLEJ ����	 NEOBHODIMO BRATX

��� � ��P
�
min�N� ����

tEPERX RAZBEREM OGRANI�ENIQ	 WYTEKA��IE IZ FAZOWYH TREBOWANIJ� zAPISAW PO�
TENCIAL OTDELXNOGO MULXTIPOLQ W WIDE �j � j�jj exp�ij�	 POTENCIAL WSEGO ISTO�NI�
KA MOVNO PREDSTAWITX TAK

� �
NX
j��

�j �
NX
j��

j�jj cosj �
NX
j��

j�jj sinj�

pOSLE �EGO DLQ ARGUMENTOW POTENCIALOW � � arg���� I  � arg��� IZ ��� MOVNO
NAJTI TANGENS RAZNOSTI

tg�� � � �

NP
j��

j��jj cos�j
NP
j��

j�jj sinj �
NP
j��

j��jj sin�j
NP
j��

j�jj cosj
NP
j��

j��jj cos�j
NP
j��

j�jj cosj �
NP
j��

j��jj sin�j
NP
j��

j�jj sinj
�

ILI POSLE PEREMNOVENIQ SUMM I PRIWEDENIQ PODOBNYH

tg�� � � �

NP
j��

NP
k ��j

j��jjj�kj sin�k � �j�

NP
j��

NP
k ��j

j��jjj�kj cos�k � �j�

�
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tEPERX PREOBRAZUEM ARGUMENT k��j � kj��j 	 GDE kj � k�j 	 A j�j j 	 ��	 POSLE
�EGO POSLEDNEE SOOTNO�ENIE PEREPISYWAETSQ W WIDE

tg�� � � �

NP
j��

j��jjj�jj sin�j �
NP
j��

NP
k ��j

j��j jj�kj sin�jk � �k�

NP
j��

j��jjj�jj cos �j �
NP
j��

NP
k ��j

j��j jj�kj cos�jk � �k�

�

pO ANALOGII S PRIWEDENNYMI WY�E RASSUVDENIQMI POSLE DELENIQ �ISLITELQ I ZNA�
MENATELQ NA N �N � �� SLAGAEMYMI

NP
j��

NP
k ��j

j��jjj�kj sin�jk � �k�

N �N � ��

NP
j��

NP
k ��j

j��j jj�kj cos�jk � �k�

N �N � ��

MOVNO PRENEBRE�X	 A TAK KAK sin �j 	 ��	 A cos �j � �	 TO WERNO NERAWENSTWO tg�� �
� 	 ��� ILI j� � j 	 ���� sLEDOWATELXNO	 DLQ TOGO �TOBY WYPOLNQLOSX OGRANI�ENIE

���� W NERAWENSTWAH FAZOWOGO TREBOWANIQ DLQ SOSTAWLQ��IH ISTO�NIK MULXTIPOLEJ
����	 NUVNO BRATX ��� � ���

zADAW KONKRETNYE	 WYTEKA��IE IZ USLOWIJ RASSMATRIWAEMOJ PRAKTI�ESKOJ ZA�
DA�I ZNA�ENIQ �� I �� I WY�ISLIW ILI IZMERIW ZNA�ENIE WELI�INY Pmin	 WNA�ALE
S POMO�X� ���� I ��� � �� OPREDELQ�TSQ ZNA�ENIQ DLQ ��� I ���� a ZATEM S ISPOLX�
ZOWANIEM PODHODQ�EGO DLQ WSEH MULXTIPOLEJ USLOWIQ d 	 �������� � ���� NAHODQTSQ
ISKOMYE OGRANI�ENIQ DLQ PARAMETRA d	 PRI WYPOLNENII KOTORYH DOPUSTIMO PRIME�
NENIE MODELI TO�E�NOGO NAPRAWLENNOGO ISTO�NIKA� nAPRIMER	 POLAGAQ �� � �� � � I
SOHRANQQ W MODELXNOM IZLU�ATELE WSE �LEMENTARNYE MULXTIPOLI DO WTOROGO PORQDKA

WKL��ITELXNO	 POLU�IM	 �TO USLOWIQ ��� I ���� OKAVUTSQ WYPOLNENNYMI	 ESLI BUDUT
UDOWLETWORENY OGRANI�ENIQ d 	 �������� � ���� � �P �

min��� I �kL 	 � I	 SLEDOWATELX�
NO	 DLQ TAKOGO ISTO�NIKA MOVNO ISPOLXZOWATX MODELX TO�E�NOGO MULXTIPOLXNOGO

IZLU�ATELQ�
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