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pRI ISSLEDOWANII BIRACIONALXNOJ GEOMETRII ALGEBRAI�ESKIH TOROW WOZNIK

WAVNYJ OB�EKT ALGEBRO�GEOMETRI�ESKOGO HARAKTERA � KLASS pIKARA p� �T � ��
MODULQ �T KONE�NOGO Z�RANGA BEZ KRU�ENIQ� OPREDELQ��IJ TOR T S TO�NOSTX�

DO STABILXNOJ �KWIWALENTNOSTI ��	
 hOTQ KLASS pIKARA ALGORITMI�ESKI MOVET

BYTX WY�ISLEN� NO DANNAQ METODIKA E�E SLABO RAZRABOTANA I SAMI WY�ISLENIQ

DOSTATO�NO TRUDOEMKI
 w DANNOJ RABOTE MY WY�ISLQEM BIRACIONALXNYE INWA�
RIANTY H ����p� �T �� DLQ ��MODULEJ �T MALOGO RANGA� GDE � � PODGRUPPA KONE�NOJ
GRUPPY �


wWEDENIE

pUSTX T � ALGEBRAI�ESKIJ n�MERNYJ TOR� OPREDELENNYJ NAD PROIZWOLXNYM POLEM

k� tOR T QWLQETSQ k�FORMOJ TRIWIALXNOGO TORA Gn
m� T�E� GRUPPY T �k ks I Gn

m�ks

IZOMORFNY� GDE ks � SEPARABELXNOE ZAMYKANIE POLQ k S GRUPPOJ gALUA G� gRUPPA
�T RACIONALXNYH HARAKTEROW TORA T QWLQETSQ SWOBODNOJ ABELEWOJ GRUPPOJ RANGA

n �RE�ETKOJ�� NA KOTOROJ ESTESTWENNO DEJSTWUET GRUPPA G� hORO�O IZWESTNO� �TO
SOOTWETSTWIE T � �T OPREDELQET DUALXNOSTX MEVDU KATEGORIQMI ALGEBRAI�ESKIH k�
TOROW I G�RE�ETOK 	�
� nAPOMNIM� KAK OPREDELQETSQ TOR T� ISHODQ IZ G�RE�ETKI �T �
pREDSTAWIM GRUPPU �T W MULXTIPLIKATIWNOJ FORME I PUSTX ks	 �T 
 � GRUPPOWOE KOLXCO�
NA KOTOROM GRUPPA gALUA G DEJSTWUET �DIAGONALXNO�� tOGDA

T � Spec�ks	 �T 
�
G �

pUSTX TEPERX X � GLADKOE PROEKTIWNOE MNOGOOBRAZIE NAD POLEM k� SODERVA�EE
TOR T W KA�ESTWE OTKRYTOGO PODMNOVESTWA �TAKAQ PROEKTIWNAQ MODELX DLQ TORA SU�
�ESTWUET NAD L�BYM POLEM��X � X�kks� tOGDA G�MODULX PicX QWLQETSQ RE�ETKOJ�
eSLI Y � DRUGAQ PROEKTIWNAQ MODELX k�TORA T� TO IMEETSQ IZOMORFIZM G�MODULEJ
PicX � �S� �� PicY � �S�� GDE �S�� �S� � PERMUTACIONNYE G�MODULI 	

� mODULI PicX
I PicY � SWQZANNYE TAKIM SOOTNO�ENIEM� NAZYWA�TSQ PODOBNYMI� pUSTX 	PicX
 �
KLASS PODOBIQ� ON QWLQETSQ BIRACIONALXNYM INWARIANTOM k�TORA T� rE�ETKA PicX
OPREDELQET TOR T S TO�NOSTX� DO STABILXNOJ �KWIWALENTNOSTI 	

� wOZNIKAET ZADA�A
PRAKTI�ESKOGO WY�ISLENIQ KLASSA 	PicX
 PO ZADANNOJ G�RE�ETKE �T � �TA ZADA�A LEG�
KO SWODITSQ K SLU�A�� KOGDA DEJSTWU��AQ NA �T GRUPPA QWLQETSQ KONE�NOJ� w SAMOM

�pOPOW sERGEJ �RXEWI�� KAFEDRA ALGEBRY I GEOMETRII sAMARSKOGO GOSUDARSTWENNOGO

UNIWERSITETA



�
 s��� pOPOW

DELE� IZ KOMPAKTNOSTI GRUPPY G I DISKRETNOSTI RE�ETKI �T SLEDUET� �TO PODGRUPPA
G�� SOSTOQ�AQ IZ �LEMENTOW GRUPPY G� TRIWIALXNO DEJSTWU��IH NA �T � IMEET KONE��
NYJ INDEKS W G� pUSTX L � kG�s � KONE�NOE RAS�IRENIE gALUA POLQ k S GRUPPOJ gALUA
� � G�G�� pOLE L ESTX MINIMALXNOE POLE RAZLOVENIQ TORA T� T�E� L � MINIMALXNOE
POLE� NAD KOTORYM TOR T RAZLOVIM� A IMENNO� T �k L �� Gn

m�L� wMESTO X MOVNO

WZQTX XL � X �k L� pRI �TOM 	PicX
 � 	PicXL
� rE�ETKA PicXL� RASSMATRIWAEMAQ
KAK ��MODULX� OBLADAET SWOJSTWAMIH����� P icXL� � �� �� � �� nAZOWEM ��RE�ETKI
S TAKIMI SWOJSTWAMI WQLYMI� wLOVENIE T � X OPREDELQET TO�NU� POSLEDOWATELX�
NOSTX ��MODULEJ

�� �T � �S � PicXL � �� ���

GDE �S � PERMUTACIONNYJ ��MODULX� POROVDENNYJ PROSTYMI DIWIZORAMI IZ DOPOL�
NENIQ XL n T� pUSTX TEPERX

�� �T � �S� � �N � �� �
�

� DRUGAQ WQLAQ REZOLXWENTA MODULQ �T � TO ESTX �S� � PERMUTACIONNYJ ��MODULX� A �N
� WQLYJ� w RABOTE 	

 POKAZANO� �TO KLASSY PODOBIQ 	PicXL
 I 	 �N 
 SOWPADA�T� bUDEM
OBOZNA�ATX KLASS 	PicXL
 SIMWOLOM p��M � ILI p�M �� ESLI ZAFIKSIROWANA GRUPPA

�� zAMETIM� �TO DLQ L�BOJ PODGRUPPY � GRUPPY � IMEEM KLASS p�� �T �� KOTORYJ
TAKVE QWLQETSQ BIRACIONALXNYM INWARIANTOM TORA T� kLASS p�� �T � RAWEN 	 �N 
� GDE
�N RASSMATRIWAETSQ KAK ��MODULX� rEZOLXWENTA �
� POZWOLQET NAHODITX KLASS 	 �N 

�ISTO ALGEBRAI�ESKI� tAKIM OBRAZOM� K NASTOQ�EMU WREMENI MY IMEEM DWA METODA

NAHOVDENIQ KLASSA p� �T �� GEOMETRI�ESKIJ I ALGEBRAI�ESKIJ�
I� w DUALXNOJ RE�ETKE �T � � Hom� �T �Z� NUVNO POSTROITX GLADKIJ PROEKTIWNYJ

��INWARIANTNYJ WEER �� OPREDELQ��IJ GLADKU� PROEKTIWNU� MODELX dEMAZ�RA

X�� wEER � OPREDELQET WQLU� REZOLXWENTU ��MODULQ �T � A SLEDOWATELXNO� I p� �T � 	�
�
II� dLQ ��MODULQ �T � STROIM �PIMORFIZM � � �S � �T �� GDE �S � PERMUTACIONNYJ

��MODULX� iMEEM TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX ��MODULEJ

�� �R� �S � �T � � �� ���

GDE �R � ker���� oTS�DA POLU�AEM TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX KOGOMOLOGIJ

�� �R� � �S�
�
� � �T ��� � H���� �R�� ��

oSTALOSX WYBRATX ��MODULX �S DOSTATO�NO BOLX�IM� �TOBY GOMOMORFIZM � BYL �PI�
MORFIZMOM DLQ WSEH PODGRUPP � GRUPPY �� tOGDA H���� �R� � �� �� � �� pEREHODQ
K DUALXNYM MODULQM W POSLEDOWATELXNOSTI ��� S TAKIM MODULEM �S� POLU�AEM WQLU�
REZOLXWENTU MODULQ �T

�� �T � �S� � �R� � �� �S� �� �S� p� �T � � 	 �R�
�

wY�ISLENI� BIRACIONALXNOGO INWARIANTA p�T � POSWQ�ENY RABOTY wOSKRESENS�
KOGO� kLQ�KO� kUNQWSKOGO� �NDO� mIQTY� kOLXE�tELENA� sANS�KA� mERKURXEWA I DR�
pODROBNYJ OBZOR �TIH ISSLEDOWANIJ IMEETSQ W SERII STATEJ 	�
� w DANNOJ RABOTE

RASSMATRIWAETSQ WOPROS O WY�ISLENII BIRACIONALXNYH INWARIANTOW TOROW RAZMER�
NOSTI n� w SILU WSEGO WY�ESKAZANNOGO� DANNAQ ZADA�A MOVET BYTX SFORMULIROWA�
NA NA QZYKE CELO�ISLENNYH PREDSTAWLENIJ DANNOJ STEPENI n� pO TEOREME vORDANA

SU�ESTWUET LI�X KONE�NOE �ISLO POPARNO NESOPRQVENNYH KONE�NYH PODGRUPP � W

GRUPPE GL�n�Z�� gRUPPA � ESTESTWENNO DEJSTWUET NA RE�ETKE Zn� oBOZNA�IM POLU�
�ENNYJ ��MODULX �EREZ �T � dLQ KAVDOJ TAKOJ ��RE�ETKI �T TREBUETSQ OPREDELITX



rE�ETKI gALUA I IH BIRACIONALXNYE INWARIANTY ��

WSE SEMEJSTWO fp�� �T �� � � �g ILI HOTQ BY INWARIANTY H���� p� �T ��� dOSTATO�NO
W KA�ESTWE � BRATX TOLXKO MAKSIMALXNYE KONE�NYE PODGRUPPY W GL�n�Z�� w MA�
LYH RAZMERNOSTQH IH NEMNOGO� e�E ODNA WAVNAQ ZADA�A� WY�ISLITX KLASSY �ILI IH
��KOGOMOLOGII� DLQ RE�ETOK KORNEJ �WESOW� POLUPROSTYH GRUPP�

w SILU RACIONALXNOSTI ODNO� I DWUMERNYH TOROW 	

 IH BIRACIONALXNYE INWA�
RIANTY NULEWYE� w NASTOQ�EJ RABOTE MY WY�ISLQEM KOGOMOLOGI�ESKIE INWARIANTY

DLQ TREHMERNYH ALGEBRAI�ESKIH TOROW S MAKSIMALXNYMI GRUPPAMI RAZLOVENIQ� A
TAKVE DLQ SILOWSKIH PODGRUPP GRUPPY RAZLOVENIQ MAKSIMALXNOGO TORA BEZ AFFEK�
TA ISKL��ITELXNOJ GRUPPY G S SISTEMOJ KORNEJ R�G� TIPA F��

�� bIRACIONALXNYE INWARIANTY ALGEBRAI�ESKIH

TOROW RAZMERNOSTI �

���� rEALIZACIQ MODULEJ RACIONALXNYH HARAKTEROW k�TOROW RAZMERNOSTI
� S POMO�X� STANDARTNYH RE�ETOK� w GRUPPE GL���Z� IME�TSQ �ETYRE MAK�
SIMALXNYE POPARNO NESOPRQVENNYE PODGRUPPY� ODNA IZ KOTORYH PRIWODIMA 	�
� tOR
S MAKSIMALXNOJ PRIWODIMOJ GRUPPOJ RAZLOVENIQ QWLQETSQ PROIZWEDENIEM ODNOMER�
NOGO I DWUMERNOGO TOROW� PO�TOMU ON RACIONALEN I EGO BIRACIONALXNYE INWARIANTY
NULEWYE� aLGORITM CENTRIROWANIQ� PREDLOVENNYJ pLESKENOM 	�
� POZWOLQET NAJTI
NE TOLXKO MAKSIMALXNYE NEPRIWODIMYE PODGRUPPY W GRUPPE GL���Z�� NO I UDOBNU�
REALIZACI� MODULEJ HARAKTEROW TOROW S SOOTWETSTWU��IMI GRUPPAMI RAZLOVENIQ

S POMO�X� STANDARTNYH RE�ETOK L�� L�� L� W E � R��
kAK IZWESTNO� L�BAQ KONE�NAQ MAKSIMALXNAQ NEPRIWODIMAQ PODGRUPPA W GL�n�Z�

QWLQETSQ GRUPPOJ CELO�ISLENNYH AWTOMORFIZMOW NEKOTOROJ POLOVITELXNO OPREDE�
LENNOJ KWADRATI�NOJ FORMY �EDINSTWENNOJ S TO�NOSTX� DO �ISLOWOGO MNOVITELQ�
I ODNOZNA�NO OPREDELQETSQ KAVDOJ IZ EE NEPRIWODIMYH PODGRUPP� w GL���Z� �
GL���Q� SU�ESTWUET EDINSTWENNAQ S TO�NOSTX� DO Q�SOPRQVENNOSTI KONE�NAQ MI�
NIMALXNAQ NEPRIWODIMAQ PODGRUPPA �
�GO PORQDKA
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pUSTX N � Z� �� e�� e�� e� � � ESTESTWENNYJ G�MODULX� nAJDEM G�PODMODULI MO�
DULQ N RANGA �� KOTORYE NEIZOMORFNY G�MODUL� N� kAK POKAZANO W 	�
� WSQKIJ
TAKOJ G�MODULX ESTX QDRO G��PIMORFIZMA MODULQ N NA NEKOTORYJ KONE�NYJ NE�
RAZLOVIMYJ G�MODULX� KOTORYJ QWLQETSQ PRQMYM SLAGAEMYM RAZLOVIMOGO MODULQ

N�pN �p � PROSTOJ DELITELX �
�� fAKTOR N��N QWLQETSQ NERAZLOVIMYM G�MODULEM�
M � N�
N � M��M�� PRI�EM M� � Z��e�� e�� e��� M� � Z��e�� e���Z��e�� e��
NERAZLOVIMY� pOSTROIW G��PIMORFIZMY �i � N � Mi� i � �� 
� NAHODIM ISKOMYE

MODULI N� � ker�� �� e� � e�� e� � e�� e� � e� �� 	N � N�
 � 
� N� � ker�� ��
e� � e� � e�� e� � e� � e�� e�� e� � e� �� 	N � N�
 � �� pRIMENENIE ALGORITMA CENTRI�
ROWANIQ K MODULQM N� I N� PRIWODIT K SLEDU��EMU GRAFU WKL��ENIJ�
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pUSTX E � R� � N�R � EWKLIDOWO PROSTRANSTWO S ORTONORMIROWANNYM BAZISOM
fe�� e�� e�g� dEJSTWIE GRUPPY G NA N PRODOLVAETSQ DO DEJSTWIQ G NA E� TOGDA L� ��
e�� e�� e� ��� N� L� �� e� � e�� e� � e�� e� � e� ��� N�� L� � L� � �

�Z�e� � e� �
e�� �� N� �L�� L�� L� � STANDARTNYE RE�ETKI W E� RASSMOTRENNYE W 	�
��mATRI�NYE
PREDSTAWLENIQ GRUPPY G� WY�ISLENNYE W BAZISAH RE�ETOK L�� L�� L�� � �TO WSE Z�
NESOPRQVENNYE CELO�ISLENNYE PREDSTAWLENIQ GRUPPY G� kAVDOE IZ NIH OPREDELQET
EDINSTWENNU� S TO�NOSTX� DO �ISLOWOGO MNOVITELQ INWARIANTNU� POLOVITELXNO

OPREDELENNU� KWADRATI�NU� FORMU�
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gRUPPY W� � O��� fL�
�� W� � O��� fL�

�� W� � O��� fL�
� �GRUPPY CELO�ISLENNYH

AWTOMORFIZMOW UKAZANNYH KWADRATI�NYH FORM� QWLQ�TSQ KONE�NYMI MAKSIMALXNY�
MI NEPRIWODIMYMI PODGRUPPAMI W GL���Z�� nETRUDNO POKAZATX� �TO WSE ONI QWLQ�
�TSQ MATRI�NYMI PREDSTAWLENIQMI KONE�NOJ PODGRUPPY W GRUPPY ORTOGONALXNYH

PREOBRAZOWANIJ E� WY�ISLENNYMI W BAZISAH RE�ETOK L�� L�� L� SOOTWETSTWENNO�
bOLEE TOGO� WSE MAKSIMALXNYE NEPRIWODIMYE KONE�NYE PODGRUPPY W GL���Z� Q�
SOPRQVENY� ONI IME�T PORQDOK �� I QWLQ�TSQ NE�KWIWALENTNYMI CELO�ISLENNYMI
PREDSTAWLENIQMI PRQMOGO PROIZWEDENIQ SIMMETRI�ESKIH GRUPP STEPENI � I 
�

pUSTX T�� T�� T� � k�TORY S GRUPPAMI RAZLOVENIQ W�� W�� W� I RE�ETKA�
MI RACIONALXNYH HARAKTEROW L�� L�� L� SOOTWETSTWENNO� rACIONALXNOSTX TOROW
S KUBI�ESKOJ RE�ETKOJ RACIONALXNYH HARAKTEROW L� W EWKLIDOWOM PROSTRANSTWE

En � Rn BYLA DOKAZANA wOSKRESENSKIM 	�
� tAKIM OBRAZOM� TOR T� k�RACIONALEN� A
ZNA�IT� H���� p�T��� � �� �� � �� tORY T�� T�� KAK POKAZANO W 	��
� NE QWLQ�TSQ
k�RACIONALXNYMI I IME�T NETRIWIALXNYE KOGOMOLOGI�ESKIE INWARIANTY�

���� bIRACIONALXNYE INWARIANTY TORA T�� pOSTROIM WQLU� REZOLXWENTU

DLQ ��MODULQ �� � S� � S�� �T� �� L�� w RE�ETKE � �T��� �� L�� � L� POSTROIM PROEK�
TIWNYJ ��INWARIANTNYJ POLNYJ WEER ��

pUSTX j��j � fd�� � ��
��e� � e� � e��� d�� � ��

� ��e� � e� � e��� d�� � ��
� �e� �

e� � e��� d�� � ��
� ��e� � e� � e��g � � WEKTOROW IZ L�� NA KOTORYH � DEJSTWUET SLE�

DU��IM OBRAZOM� S� PERESTAWLQET WEKTORY S INDEKSAMI ODNOGO ZNAKA� OBRAZU��AQ
GRUPPY S� � CENTRALXNAQ SIMMETRIQ� � KONUSOW� KAVDYJ IZ KOTORYH NATQNUT NA WEK�
TORY di�� di� � d�i� � d�i� � fi�� i�� i�� i�g � f�� 
� �� �g� I IH �ASTI OPREDELQ�T POLNYJ
��INWARIANTNYJ WEER ��� �TOBY POLU�ITX GLADKIJ PROEKTIWNYJ WEER �� RAZOBXEM
KAVDYJ IZ � KONUSOW NA � �ASTI� nAPRIMER� KONUS �d�� d�� d��� d��� RAZOBXEM NA SIM�
PLEKSY� POROVDENNYE BAZISAMI RE�ETKI L� � �d�� d��� e��� �d�� d��� e��� �d�� d��� e���
�d�� d��� e��� tAKIM OBRAZOM� K UVE IME��IMSQ REBRAM �� PRIBAWLQ�TSQ � LU�EJ�
POROVDENNYH PRIMITIWNYMI WEKTORAMI f�i � �ei� i � �� � �STABILIZATOR �LEMENTA



rE�ETKI gALUA I IH BIRACIONALXNYE INWARIANTY ��

f� � GRUPPA D� �� ��
��� � ��
�� �����
����� ����
� ��� pOLU�ENNYJ WEER � PROEK�
TIWEN� T�K� OPREDELQETSQ GRANQMI STROGO WYPUKLOGO MNOGOGRANNIKA� WNUTRENNOSTX
KOTOROGO SODERVIT NA�ALO KOORDINAT� X� � Z�SHEMA dEMAZ�RA DLQ WEERA �� iTAK�
WQLAQ REZOLXWENTA ��MODULQ �T� IMEET WID�

�� �T�
�
� �S � PicX� � �� ���

GDE �S � PERMUTACIONNYJ ��MODULX� POROVDENNYJ REBRAMI WEERA �� iSHODQ IZ OPISA�
NIQ DEJSTWIQ � NA PRIMITIWNYH WEKTORAH IZ j�j� POLU�AEM� �TO �S � D�F� ��MODULI
D� F W SWO� O�EREDX DOPUSKA�T SLEDU��EE OPISANIE �W SKOBKAH � �� � UKAZYWAETSQ
PERMUTACIONNYJ BAZIS�� D � �S� � �S� � �S� � Z	S��S�
 �� u�� u�� u�� u� � � PERMUTA�
CIONNYJ S��MODULX� �S� � Z	S�
 �� w�� w� � � PERMUTACIONNYJ S��MODULX�� F �
Z	��D�
 �� f�i� i � �� � �� D �� di � ui � w�� d�i � ui � w�� i � �� � � �

wLOVENIE � W ��� OPREDELIM NA BAZISE �T� �� L�� POLXZUQSX PRAWILOM ��m� �P
r�j�j�r�m�r�m 	 �T��

��e� � e�� � d� � d� � d�� � d�� � f� � f� � f�� � f���

��e� � e�� � �d� � d� � d�� � d�� � f� � f� � f�� � f��� ���

��e� � e�� � d� � d� � d�� � d�� � f� � f� � f�� � f���

pUSTX p � �S � F � PROEKCIQ� TOGDA SOOTNO�ENIQ p 
 ��e� � e�� � �u� � u�� � �w� �
w��� p 
 ��e� � e�� � �u� � u�� � �w� � w��� p 
 ��e� � e�� � �u� � u�� � �w� � w��
POKAZYWA�T� �TO �T� �� I� � I�� GDE I�� I� � QDRA POPOLNQ��IH GOMOMORFIZMOW �i �
�Si � Z� i � 
 ILI i � �� pEREPI�EM POSLEDOWATELXNOSTX ��� W WIDE�

�� I� � I� � �S� � �S� � F
�
� N � �� ���

��MODULX N IMEET Z�RANG �� I N �� 	�d�i�� 	�f�j� �� PRI�EM W SILU ��� I TO��
NOSTI POSLEDOWATELXNOSTI ��� W KA�ESTWE BAZISA N MOVNO WZQTX 	�d��� 	�d�i�� i �
�� �� 	�f�j �� j � �� �� dLQ UDOBSTWA W DALXNEJ�EM 	�m� BUDEM OBOZNA�ATX KAK m� tOG�

DA OPISANIE DEJSTWIQ � NA �S PERENOSITSQ NA N� TOLXKO TEPERX d�� d�� d� LINEJNO
WYRAVA�TSQ �EREZ BAZIS N �

d� � d� � d�� � d�� � f� � f� � f�� � f���
d� � d� � d�� � d�� � f� � f� � f�� � f���
d� � d� � d�� � d�� � f� � f� � f�� � f���

w SILU O�EWIDNOGO RAWENSTWA H����� N � � H����� N �� �� � g����g DOSTATO�NO
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GALOIS LATTICES AND THEIR BIRATIONAL

INVARIANTS

S�Yu� Popov �

The Picard class p� �T � of a torsion�free ��module of �nite Z�rank is a very
important algebraic invariant
 It de�nes an algebraic torus T up to stable equivalen�
ce
 Practical computation of the invariant p� �T � is presently in incipient stage
 In this
paper� birational invariants fH ���� p� �T �g��� are calculated� here �T is a ��module
of low Z�rank
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