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g�

��� �
�

�
	 ��� � ���
 �

�

�
f�v�	�
 sin	max� nby
� v� cos	max� nby
g�

��� �
�

�
	 ��� � ���
 �

�

�
f�v�	�
 cos	max � nby
��v� sin	max � nby
g�

SOOTWETSTWU��EE ur ZAPISANO W PEREMENNYH �� wO WSEH RASSMOTRENNYH ZADA�AH

ASIMPTOTIKA RAZWETWLQ��IHSQ PERIODI�ESKIH RE�ENIJ WYPISANA DLQ ur W BAZI�
SE f ��ig 	W PEREMENNYH �
 ���x����

��� � f��� f�g � f�v�	�
 sinmax cos nby� v� cosmax cosnbyg�

��� � f��� f�g � f�v�	�
 sinmax sinnby� v� cosmax sinnbyg�
��� � f��� f�g � fv�	�
 cosmax cosnby� v� sinmax cosnbyg�
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��� � f��� f�g � fv�	�
 cosmax sinnby� v� sinmax sinnbyg
w �TIH PEREMENNYH NEPRERYWNAQ GRUPPA SIMMETRII ��MERNOGO ur PREDSTAWLQETSQ

MATRICEJ ���x���� �A	�
 � �A	��� ��
�

�� � A	�
��

v���� � ��f�	�
 � ��f�	�
 � ��f�	�
 � ��f�	�
�

v���� � ���f�	�
 � ��f�	�
 � ��f�	�
 � ��f�	�
�

v���� � ���f�	�
 � ��f�	�
 � ��f�	�
 � ��f�	�
�

v���� � ��f�	�
 � ��f�	�
 � ��f�	�
 � ��f�	�
�

mATRICA �A	�
 ORTOGONALXNA� sLEDOWATELXNO� WYPOLNENO NEOBHODIMOE USLOWIE IN�
WARIANTNOSTI POTENCIALA ur 	TEOREMA �
� mATRICA PEREHODA OT PEREMENNYH � K

PEREMENNYM � IMEET WID ���x����

� � C�� C �
�

�

�
BB�

� � � �
� �� � �
� �� � ��
�� � � �

	
CCA �

dLQ NEE WYPOLNENO USLOWIE CC� � �
�I� DOSTATO�NOE DLQ SOHRANENIQ POTENCIALX�

NOSTI PRI PEREHODE OT � K � ����� sLEDOWATELXNO� ur� POSTROENNOE W BAZISE f ��ig�
TAKVE QWLQETSQ POTENCIALXNYM�

z A M E � A N I E �� ��� mATRICA A	�
 TAKVE ORTOGONALXNA PRI WYSOKIH WYROV�
DENIQH OPERATORA B� n 	 �� oDNAKO WOPROS O POTENCIALXNOSTI ur W �TIH SLU�AQH

OSTAETSQ OTKRYTYM WSLEDSTWIE WZAIMODEJSTWIQ RE�ETOK PERIODI�NOSTI W KAVDOM

OTDELXNOM SLU�AE POSTROENIQ ur�
��� iZ IZLOVENNOGO SLEDUET POTENCIALXNOSTX ur PRI n � �� T�E� W SLU�AE SIM�

METRII S ODNOJ WYROVDENNOJ RE�ETKOJ PERIODI�NOSTI�
B� w ��������� TEMI VE METODAMI ISSLEDOWANA PROSTRANSTWENNAQ ZADA�A O KAPIL�

LQRNO�GRAWITACIONNYH WOLNAH NA GRANICE RAZDELA DWUH VIDKOSTEJ� WOZNIK�AQ IZ
GEOFIZI�ESKIH PRILOVENIJ ��������������

rASSMATRIWA�TSQ POTENCIALXNYE TE�ENIQ DWUH NESME�IWA��IHSQ VIDKOSTEJ S

PLOTNOSTQMI �� I ��� OTWETWLQ��IESQ OT TE�ENIJ S POSTOQNNYMI SKOROSTQMI V� I
V� W NAPRAWLENII OSI Ox� OPISYWAEMYE SLEDU��EJ SISTEMOJ W BEZRAZMERNYH PERE�
MENNYH�

��� � �� �� � z � f	x� y
� ��� � �� f	x� y
 � z � k�

���

�z
jz��� � ��
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jz�k � ��

��j

�z
� �f

�x
�

��j
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�x
�
��j
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�y
� z � f	x� y
� j � �� ��

���

�x
� �k�

���

�x
�

�

�
jr��j� �

�k�
�
jr��j� � 	�� k�
F

�f�

��F ��
�

�x
	

fxq
� � f�x � f�y


 �
�

�y
	

fyq
� � f�x � f�y


� � const� z � f	x� y
�

zDESX �j	x� y� z
 � �Vjx��	x� y� z
 � POTENCIALY SKOROSTEJ VIDKOSTEJ� z � f	x� y
 �
POWERHNOSTX RAZDELA VIDKOSTEJ� BLIZKAQ K GORIZONTALXNOJ PLOSKOSTI z � �� k � h�

h�
�
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k� � ��
��
� �k� � V �

�

V �
�

k�� F �

p
h�g

V�
�WELI�INA�OBRATNAQ �ISLU fRUDA� � � �

��h��g
� �ISLO

bONDA I g� USKORENIE POLQ TQGOTENIQ�
rAZYSKIWA�TSQ PERIODI�ESKIE RE�ENIQ S PERIODAMI a� � ��

a I b� � ��
b PO x

I y� !� � PRQMOUGOLXNIK PERIODI�NOSTI� sLU�AJ k � h�
h�

� � TREBUET OTDELXNOGO

ISSLEDOWANIQ� oBZOR POLU�ENNYH W ��������� REZULXTATOW SODERVITSQ W ������
C� w RABOTAH ��������� ISSLEDOWANA ZADA�A O KAPILLQRNO�GRAWITACIONNYH WOLNAH

NA POWERHNOSTI BESKONE�NOGO CILINDRA S SILOJ TQGOTENIQ K EGO OSI� W RABOTE �����
NA TOJ VE POWERHNOSTI � ZADA�A O WOLNAH NA GRANICE RAZDELA DWUH VIDKOSTEJ�

D� w RABOTAH ��������� RASSMOTRENA ZADA�A O PERIODI�ESKOM RELXEFE SLOQ FERRO�
VIDKOSTI BESKONE�NOJ GLUBINY PRI WOZDEJSTWII MAGNITNOGO POLQ� IME��AQ PRILO�
VENIQ W KOSMONAWTIKE ������nAMI �TA ZADA�A RASSMOTRENA �������� W PREDPOLOVENII
KONE�NOJ GLUBINY SLOQ�

CLOJ FERROVIDKOSTI� OGRANI�ENNYJ SNIZU ROWNYM DNOM I SWERHU WAKUUMOM� POD�
WERVEN WOZDEJSTWI� WERTIKALXNO NAPRAWLENNOGO MAGNITNOGO POLQ NAPRQVENNOSTI

H� pRI DOSTIVENII KRITI�ESKOGO ZNA�ENIQ H NA WERHNEJ GRANICE FERROVIDKOSTI

POQWLQETSQ DWOQKOPERIODI�ESKIJ RELXEF� PODLEVA�IJ OPREDELENI� WMESTE S MAG�
NITNYMI POTENCIALAMI SRED� fERROVIDKOSTX PREDPOLAGAETSQ NESVIMAEMOJ� IME��
�EJ KONE�NU� GLUBINU h� IZOTROPNOJ I SWOBODNOJ OT WNE�NIH TOKOW�w BEZRAZMERNYH
PEREMENNYH �TA ZADA�A OPISYWAETSQ SISTEMOJ

��� � �� f	x� y
 � z � ��
��

�z
jz�� � ��

��� � �� �� � z � f	x� y
�
��

�z
jz��� � ��

��f � �

�
�jr	� � �Hz
j� � �jr	�� Hz
j�� � 	

��

�z
� �H
r	� � �Hz
�n�

��	
��

�z
�H
r	� �Hz
 � �n� �

�
�	�� �
H� � 	r� rfq

� � jrf j�

 � �� z � f	x� y
�

� � �� 	�� �
Hz � �� z � f	x� y
� r	�� ��
�n � �� z � f	x� y
�

zDESX � I � � MAGNITNYE POTENCIALY WERHNEJ I NIVNEJ SRED� f	x� y
 � SWOBODNAQ

GRANICA� BLIZKAQ K GORIZONTALXNOJ PLOSKOSTI z � �� �n � NORMALX K �TOJ GRANICE� ���

MAGNITNAQ POSTOQNNAQ� �� MAGNITNAQ PRONICAEMOSTX FERROVIDKOSTI� � � ����gh�

� � �
� RAZNOSTX PLOTNOSTEJ SRED� g � USKORENIE POLQ TQGOTENIQ� � � KO�FFICIENT POWERH�
NOSTNOGO NATQVENIQ�

CTAWITSQ ZADA�A POSTROENIQ PERIODI�ESKIH RE�ENIJ S PERIODAMI a� � ��
a
I b� �

��
b
PO OSQM KOORDINAT� !� � PRQMOUGOLXNIK PERIODOW� pOSLE RASPRQMLENIQ SWOBODNOJ

GRANICY � � z�f
��zf

� POLAGAQ H � H� � � 	H�� KRITI�ESKOE ZNA�ENIE H
� POLU�AEM

NELINEJNU� SISTEMU� LINEJNAQ �ASTX KOTOROJ PREDSTAWLQET SOBOJ FREDGOLXMOW �����
OPERATOR

B � C���	!� 
 ��� ��
 ��C���	!� 
 ���� ��

 ��C���	!�
 �
� C�	!� 
 ��� ��
 ��C�	!� 
 ���� ��
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� � � 
 � ��

tO�KA BIFURKACII H� OPREDELQETSQ DISPERSIONNYM SOOTNO�ENIEM

�	�� �

�

�� �
H�

�

shsmn

chsmn
� � � s�mn� s�mn � m�a� � n�b��
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eGO ISSLEDOWANIE POKAZYWAET ��������� �TO WOZMOVNY� ��KRATNOE WYROVDENIE 	WALI�
KI
� ��KRATNOE 	WZAIMODEJSTWIE DWUH WYROVDENNYH RE�ETOK ILI ODNA PRQMOUGOLX�
NAQ
� �KRATNOE 	GEKSAGONALXNAQ RE�ETKA
� ��KRATNOE 	WZAIMODEJSTWIE PRQMOUGOLX�
NYH RE�ETOK
� ���KRATNOE 	WZAIMODEJSTWIE PRQMOUGOLXNOJ I GEKSAGONALXNOJ RE�E�
TOK
 I ���KRATNOE 	DWOJNOJ GEKSAGON � �ETYRE RE�ETKI PERIODI�NOSTI� DWE IZ KOTO�
RYH WYROVDENNYE
� oTMETIM� �TO RE�ENIQ POSLEDNEGO TIPA W SINERGETIKE E�E NE
OPREDELQLISX� w ���� POSTROENA ASIMPTOTIKA PERE�ISLENNYH WY�E PERIODI�ESKIH
RE�ENIJ I ISSLEDOWANA IH USTOJ�IWOSTX OTNOSITELXNO WOZMU�ENIJ TOGO VE PERIODA�

w �������� SODERVATSQ OBZORY REZULXTATOW NEKOTORYH ZADA� O KAPILLQRNO�GRA�
WITACIONNYH WOLNAH W SLOQH VIDKOSTEJ�

�� bIFURKACIQ aNDRONOWA�hOPFA W USLOWIQH

GRUPPOWOJ SIMMETRII

wARIANT METODA lQPUNOWA��MIDTA DLQ NESTACIONARNOGO WETWLENIQ � BIFURKACII

aNDRONOWA�hOPFA BYL PREDLOVEN w�i��DOWI�EM ������� I RAZWIT ZATEM W RABOTAH

������� eSTESTWENNO� �TO TEOREMA O NASLEDOWANII GRUPPOWOJ SIMMETRII NELINEJNOGO
URAWNENIQ SOOTWETSTWU��IM ur OSTAETSQ SPRAWEDLIWOJ I W NESTACIONARNOM SLU�AE�
sPECIFIKA ZADA�I NAHOVDENIQ PERIODI�ESKIH RE�ENIJ NELINEJNYH AWTONOMNYH �WO�
L�CIONNYH URAWNENIJ W BANAHOWYH PROSTRANSTWAH ZAKL��AETSQ W INWARIANTNOSTI

EE OTNOSITELXNO SDWIGOW PO WREMENI� kROME �TOJ INWARIANTNOSTI W BOLX�INSTWE
PRILOVENIJ IMEETSQ TAKVE SIMMETRIQ PO PROSTRANSTWENNYM PEREMENNYM� pO�TO�
MU DOKAZATELXSTWO TEOREMY O NASLEDOWANII DLQ NESTACIONARNOGO SLU�AQ OTLI�AETSQ

LI�X TEHNI�ESKIMI DETALQMI� eSTESTWENNO� KAK I W STACIONARNOM SLU�AE� NAIBOLEE
SLOVNYM QWLQETSQ POSTROENIE I ISSLEDOWANIE ur PRI NALI�II WYSOKIH WYROVDENIJ

LINEARIZOWANNOGO OPERATORA� iZLAGAEMYE ZDESX REZULXTATY SODERVATSQ W RABOTAH

�������������

���� wYWOD ur W NESTACIONARNOM WETWLENII

w WE�ESTWENNYH BANAHOWYH PROSTRANSTWAH E�� E� RASSMATRIWAETSQ DIFFERENCIALX�
NOE URAWNENIE S WE�ESTWENNYM MALYM PARAMETROM �

A
dx

dt
�Bx � R	x� �
� 	�


zDESX A I B � LINEJNYE OPERATORY IZ E� W E�� D	B
 PLOTNO W E� I D	A
 	 D	B
�
NELINEJNYJ OPERATOR R	x� �
 NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEM W OKRESTNOSTI 	�� �
 �
E� ��R� I R	�� �
 � �� Rx	�� �
 � �� rASSMATRIWAETSQ NAIBOLEE OB�IJ SLU�AJ�KOGDA A�
SPEKTR �A	B
 OPERATORA B SOSTOIT IZ TREH �ASTEJ� ��A	B
� LEVA�IJ STROGO W LEWOJ
POLUPLOSKOSTI� ��A	B
 � NA MNIMOJ OSI I ��A	B
�LEVA�IJ STROGO W PRAWOJ POLUPLOS�
KOSTI� COOTWETSTWENNO BANAHOWO PROSTRANSTWO E� RAZLAGAETSQ W PRQMU� SUMMU TREH

PODPROSTRANSTW E�
� � E

�
� I E

�
� � mY PREDPOLAGAEM� �TO OPERATOR A d

dt � B POROVDAET

DLQ t 	 �	t � �
 NA E�
� 	E�

� 
 ANALITI�ESKU� POLUGRUPPU S �KSPONENCIALXNYM UBYWA�
NIEM PRI t� ��	t���
� pRI �TOM ��A	B
 SOSTOIT IZ KONE�NOGO �ISLA TO�EK ��i
� NENULEWYH SOBSTWENNYH ZNA�ENIJ KONE�NOJ KRATNOSTI BEZ PRISOEDINENNYH �LEMEN�
TOW 	T�E� VORDANOWY CEPO�KI IME�T EDINI�NU� DLINU
� mNOVESTWO �ISTO MNIMYH
SOBSTWENNYH ZNA�ENIJ W WERHNEJ POLUPLOSKOSTI RASPADAETSQ NA NEPERESEKA��IE�
SQ PODKLASSY� k OPREDELENNOMU PODKLASSU PRINADLEVAT WSE SOBSTWENNYE ZNA�ENIQ
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i
s� s � �� � � � �m TAKIE� �TO 
s � ks
� GDE ks � NATURALXNYE �ISLA BEZ OB�IH DELI�
TELEJ� kOLI�ESTWO TAKIH PODKLASSOW SOWPADAET S �ISLOM RAZLI�NYH 
� dLQ KAVDOGO

 MY POSTROIM SWOE SOBSTWENNOE ur ��

��� �PERIODI�ESKIH RE�ENIJ� GDE � � �	�
 � �
PRI �� ��

wYPOLNQQ W 	�
 ZAMENU PEREMENNYH t � 

��� � x	t
 � y	� 
� POLU�AEM ZADA�U PO�

STROENIQ ���PERIODI�ESKIH RE�ENIJ DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ


A
dy

d�
�By � ��Ady

d�
� R	x� �
� 	�


pUSTX SOBSTWENNYM ZNA�ENIQM �i
s � �A	B
 KRATNOSTI ns OTWE�A�T SOBSTWENNYE
�LEMENTY usj� j � �� � � � � ns� A SOBSTWENNYM ZNA�ENIQM i
s � �A	B
 � cOBSTWENNYE
�LEMENTY vsj� j � �� � � � � ns SOPRQVENNOJ ZADA�I NA SOBSTWENNYE ZNA�ENIQ S VORDA�
NOWYMI CEPO�KAMI EDINI�NOJ DLINY� T�E� � Ausj� v�k 	� jks� � pREDPOLAGAEMYJ

FREDGOLXMOWYM� OPERATOR 	By
	� 
 � 
Ady
d


�By	� 
 I OPERATOR 	Ky
	� 
 � Ady
d

OTOBRA�

VA�T PROSTRANSTWO Y ���PERIODI�ESKIH NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMYH FUNKCIJ
� SO ZNA�ENIQMI W E� � E� ��iE� W PROSTRANSTWO Z ���PERIODI�ESKIH NEPRERYWNYH
FUNKCIJ � SO ZNA�ENIQMI W E� � E� ��iE�� iSPOLXZU�TSQ FUNKCIONALY SPECIALXNOGO
WIDA

� y� f ��
�

��

��Z
�

� y	� 
� f	� 
 	 d�� y � Y� f � Y � ILI y � Z� f � Z� 	�


nETRUDNO WIDETX� �TO PODPROSTRANSTWA NULEJ N 	B
 I N 	B�
OPERATOROW B I B� �
�
A� d

dt
�B� �n�MERNY� n � n� � � � �� nm�

N 	B
 � spanf�sj� �sjg j�������ns�
s�������m

� �sj � �sj	� 
 � usje
iks
 �

N 	B�
 � spanf�sj � �sjg j�������ns�
s�������m

� �sj � �sj	� 
 � vsje
iks
 �

GDE � A�sj� �sj �� jks��
kAK I RANX�E� DLQ POLU�ENIQ �KWIWALENTNOGO 	�
 ur MY PRIMENQEM DWA SPOSOBA�

pERWYJ ISPOLXZUET SUVENIE �B OPERATORA B K DOPOLNITELXNOMU K N 	B
 PODPROSTRAN�
STWU� A WTOROJ � OBOB�ENNU� LEMMU �MIDTA� pROEKTORY

P �
mX
s��

nsX
j��

�� �� A��sj � �sj� � �� A��sj � �sj � Y � N 	B
 � Y �n�

Q �
mX
s��

nsX
j��

�� �� �sj � A�sj� � �� �sj � A�sj �

Z � spanfzsj � A�sjg j�������ns�
s�������m

� Z�n

POROVDA�T RAZLOVENIQ W PRQMYE SUMMY Y � Y �n ��Y���n� Z � Z�n ��Z���n�
rAZYSKIWAQ WE�ESTWENNYE RE�ENIQ URAWNENIQ 	�
 W WIDE

y � Py � 	I � P
y � � � �� � �� � u� � � 	���� � � � � ��n�� � � � � �m�
� � � � � �mnm
� 	�


POLU�AEM �KWIWALENTNU� SISTEMU

�Bu � 	I �Q
���Adu
d�

�R	� � �� � �� � u� �
�� 	�




�� b�w� lOGINOW

i�ks�sj �� R	� � �� � � �� u� �
� �sj �� j � �� � � � � ns� s � �� � � � �m� 	


GDE �B � 	I � P
 � Y ���n � Z���n � SUVENIE B K Y���n� uRAWNENIE 	�
 QW�
LQETSQ ZADA�EJ O ���PERIODI�ESKIH RE�ENIQH DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ W PA�
RE BANAHOWYH PROSTRANSTW Y���n� Z���n� oNO IMEET EDINSTWENNOE MALOE RE�ENIE
u � u	�� �� �� �
� pODSTAWLQQ u W 	
� POLU�AEM ur

fsj	�� �� �� �
 � �i�ks�sj � L�sj�	�� �� �� �
 � �� 	�


f sj	�� �� �� �
 � �� j � �� � � � � ns� s � �� � � � �m�
wTOROJ PODHOD ISPOLXZUET OBOB�ENNU� LEMMU �MIDTA ���� SU�ESTWUET OGRANI�

�ENNYJ OPERATOR ��� OBRATNYJ K OPERATORU

�B � B �K � B �
mX
s��

nsX
j��

�� �� A��sj � A�sj� � �� A��sj � A�sj ��

nA �TOM PUTI MY POLU�AEM �KWIWALENTNU� 	�
 SISTEMU

�By � ��Ady
d�

� R	y� �
� 	�


�sj �� y�A��sj �� �sj �� y�A��sj � � 	�


iNTEGRODIFFERENCIALXNOE URAWNENIE 	�
 W PARE BANAHOWYH PROSTRANSTW Y���n �
Z���n IMEET EDINSTWENNOE ���PERIODI�ESKOE RE�ENIE WIDA y � w�� ���� ��� tOGDA
URAWNENIE 	�
 DAET ur

tsj	�� �� �� �
 �� w	� � �� � � �� �� �
� A��sj �� �� 	��


tsj	�� �� �� �
 � �� j � �� � � � � ns� s � �� � � � �m�

���� tEOREMA O NASLEDOWANII W NESTACIONARNOM WETWLENII

sLEDSTWIEM AWTONOMNOSTI 	�
 QWLQETSQ GRUPPOWAQ SIMMETRIQ SO	�
 W KAVDOJ PARE
PEREMENNYH

�sj� �sj� fsj� fsj� � � 	���� ���� � � � � �mnm � �mnm

� f � 	f��� f��� � � � � fmnm � fmnm


�

WYRAVA��AQSQ RAWENSTWAMI

eiksa�fsj	�� �� �� �
 � fsj	� � � � eikra��rl � e�ikra��rl� � � � � �� �
 	��


ILI

A�f	�� �� �� �
 � f	A���A��� �� �
�A� � diag	eik�a� � e�ik�a�� �z �
n�

� � � � � eikma� � e�ikma�� �z �
nm


�

u�ITYWAQ SIMMETRI� PO PROSTRANSTWENNYM PEREMENNYM� PREDPOLAGAEM� �TO 	�

DOPUSKAET GRUPPU G W SMYSLE OPREDELENIQ ���� T�E�

ALgx � LgAx� BLgx � KgBx� R	Lgx� �
 � KgR	x� �
�
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 W TRAEKTORII ��� �
S
g�G

Img	��
 PODPROSTRANSTWA ���

zDESX INTERESEN SLU�AJ� KOGDA �� QWLQETSQ MNOVESTWOM STACIONARNYH TO�EK

st	H
 NEKOTOROJ PODGRUPPY H � G� kAK I W STACIONARNOM SLU�AE 	������
 �TO SWOJ�
STWO 	OBOB�ENNAQ �LEMMA OB �KWIWARIANTNOM WETWLENII�
 OTKRYWAET WOZMOVNOSTI
DOKAZATELXSTWA TEOREM SU�ESTWOWANIQ SEMEJSTW RE�ENIJ NA OSNOWE TEORII STEPENI

OTOBRAVENIQ ������� oTMETIM ZDESX NEPOSREDSTWENNO PRIMYKA��IJ K ISSLEDOWANI�
QM pUANKARE�aNDRONOWA�hOPFA SLU�AJ dim�� � � ������� tOLXKO TEHNI�ESKIE DETA�
LI OTLI�A�T OB�IJ SLU�AJ OT WAVNOJ SITUACII� KOGDA MY RAZYSKIWAEM RE�ENIQ�
INWARIANTNYE OTNOSITELXNO DWUMERNOGO PODPROSTRANSTWA ����� nIVE �TA IDEQ REA�
LIZUETSQ NA PRIMERE SIMMETRII OTNOSITELXNO KWADRATNOJ RE�ETKI� w �TOM PROSTOM
SLU�AE �� � st	H
 S dim�� � � MY DOLVNY RASSMOTRETX ur W DWUMERNYH PODPRO�
STRANSTWAH� GDE WOZMOVNO POLNOE EGO ISSLEDOWANIE PO SHEME ������ DLQ �n � ��
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iTAK�MY RASSMATRIWAEM ur S SIMMETRIEJ KWADRATNOJ RE�ETKI PRIm � �� p � q�
w KA�ESTWE MONOMIALXNYH INWARIANTOW IMEEM I�	�
 � ��������� I�	�
 � �������� I
ur IMEET TOT VE WID� KAK W SLU�AE m � �� 	p� q
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� 	������


k
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GDE a��������
k � a��������
k� b��������
k � b��������
k SOGLASNO INWARIANTNOSTI
f�	�
 OTNOSITELXNO P�� � 	�
	�
	�� �
�

nEPOSREDSTWENNYMI WY�ISLENIQMI PROWERQETSQ INWARIANTNOSTX SLEDU��IH POD�
PROSTRANSTW OTNOSITELXNO OTOBRAVENIQ f 	��


�� � 	��� �� �� �
� ���� � 	������� �� �
� �� � 	��� �� �� ��
�

�� � 	��� �� ��� �
� ���� � 	����������� ��
� �� � 	��� ��� ��� ��
�

�� � 	��� ��� �� �
� ��� � 	��� �� �� ��
� ��� � 	��� �� ��� �
� 	��


������ � 	������� ������
� ��� � 	��� ��� ��� ��
�

nETRUDNO WYPISATX STACIONARNYE PODGRUPPY DLQ KAVDOGO IZ UKAZANNYH PODPRO�
STRANSTW� ODNAKO SLU�AI p � q I 	�p� �
� 	���p
 DOLVNY RASSMATRIWATXSQ OTDELXNO�

w RABOTE ���� WYPISANA GLAWNAQ �ASTX ur 	��
� ZATEM ur RASSMOTRENO W KAVDOM

IZ PODPROSTRANSTW 	��
 I WYPISANA ASIMPTOTIKA SOOTWETSTWU��IH MALYH RE�ENIJ�

�� uSTOJ�IWOSTX RAZWETWLQ��IHSQ RE�ENIJ

wETWLENIE RE�ENIJ NELINEJNYH URAWNENIJ TESNO SWQZANO S PONQTIEM USTOJ�IWOSTI

RE�ENIJ� oNO WOZNIKAET PRI POTERE USTOJ�IWOSTI OSNOWNYM 	TRIWIALXNYM
 RE�E�
NIEM �WOL�CIONNOGO URAWNENIQ� wOZNIKAET WOPROS OB USTOJ�IWOSTI RE�ENIJ� OT�
WETWIW�IHSQ OT TRIWIALXNOGO� zDESX TAKVE BUDET MAKSIMALXNO ISPOLXZOWATXSQ SO�
OTWETSTWU��AQ KONE�NOMERNAQ SITUACIQ� cWQZANNAQ S ur WETWQ�IHSQ RE�ENIJ I

VORDANOWOJ STRUKTUROJ OPERATOR�FUNKCIJ 	SM� ���� x� � URAWNENIE RAZWETWLENIQ W
KORNEWOM PODPROSTRANSTWE� TEOREMA ���
� iZLAGA�TSQ REZULXTATY RABOT ����������
mENEE OB�AQ SITUACIQ RASSMATRIWALASX W RABOTAH ���x����� ��������

A� w BANAHOWYH FUNKCIONALXNYH PROSTRANSTWAH E�� E� RASSMATRIWAETSQ URAW�
NENIE

A
dx

dt
� Bx� f	x� t
� jjf	x� t
jj � o	jjxjj
� jjxjj� �� 	�


GDE A � DA � E� � E�� B � DB � E� � E�� DA � DB � ZAMKNUTYE PLOTNO OPRE�
DELENNYE LINEJNYE OPERATORY 	B W NEKOTOROM SMYSLE POD�INEN A ILI OGRANI�EN
�
oPERATORYA I B FREDGOLXMOWY S PODPROSTRANSTWAMI NULEJN 	A
 � spanf��� ��� �mg�
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N 	B
 � spanf��� ��� �ng I DEFEKTNYMI PODPROSTRANSTWAMI N�	A
 � spanfy�� ��� ymg�
N�	B
 � spanf��� ��� �ng I f�jgm� � � �k� �j 	� kj� f�jgn� � � �k� �j 	� kj� fZgm� � �
Zj� yk 	� jk� fzgn� � � zj� �k 	� jk � SOOTWETSTWU��IE BIORTOGONALXNYE SISTEMY�

o P R E D E L E N I E �� oPREDELENNOE DLQ t � � RE�ENIE x�	t
 URAWNENIQ ���
USTOJ�IWO PO lQPUNOWU	 ESLI DLQ L�BOGO � 	 � SU�ESTWUET  	 � TAKOE	 �TO DLQ
L�BOGO RE�ENIQ x	t
� jjx	�
� x�	�
jj �  PRI t 	 � WYPOLNENO NERAWENSTWO jjx	t
 �
x�	t
jj � �	 I ASIMPTOTI�ESKI USTOJ�IWO	 ESLI KROME TOGO jjx	t
� x�	t
jj � � PRI
t���

nA OSNOWE TEOREMY ��� OPREDELENY PROEKTORY NA KORNEWYE PODPROSTRANSTWA I S

IH POMO�X� POLU�ENY SLEDU��IE REZULXTATY�
t E O R E M A �� pUSTX W ODNORODNOM LINEJNOM URAWNENII Adx

dt
� Bx OPERATOR

A FREDGOLXMOW	 IMEET POLNYJ OBOB�ENNYJ B�VORDANOW NABOR	 I A�cPEKTR �A	B

OBOB�ENNOJ ZADA�I NA SOBSTWENNYE ZNA�ENIQ 	B � �A
� � � LEVIT W LEWOJ POLU�
PLOSKOSTI Ref�j� � �A	B
g � � �HOTQ BY ODNA TO�KA �A	B
 POPADAET W PRAWU�

POLUPLOSKOSTX�� tOGDA TRIWIALXNOE RE�ENIE LINEJNOGO ODNORODNOGO URAWNENIQ ���
ASIMPTOTI�ESKI USTOJ�IWO �NEUSTOJ�IWO��

t E O R E M A �� pUSTX W URAWNENII ��� NELINEJNYJ OPERATOR f	x� t
 NEPRERYWNO
DIFFERENCIRUEM PO x I t PRI t � �� x IZ NEKOTOROJ OKRESTNOSTI " TO�KI � � E�

DO PORQDKA l	 GDE l MAKSIMALXNAQ DLINA B�VORDANOWYH CEPO�EK BAZISNYH �LEMENTOW
f�igm� � N 	A
� PRI�EM jjDjf	x� t
jj � o	jjxjj
 PRI jjxjj � � �W AWTONOMNOM SLU�AE f	x

NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMA PO x DO PORQDKA l�� eSLI OPERATOR A FREDGOLXMOW	
IMEET POLNYJ B�VORDANOW NABOR	 I A�SPEKTR �A	B
 OBOB�ENNOJ ZADA�I NA SOBST�
WENNYE ZNA�ENIQ 	B � �A
� LEVIT W LEWOJ POLUPLOSKOSTI �HOTQ BY ODNA TO�KA

�A	B
 POPADAET W PRAWU� POLUPLOSKOSTX�	 TO TRIWIALXNOE RE�ENIE URAWNENIQ ���
ASIMPTOTI�ESKI USTOJ�IWO �NEUSTOJ�IWO��

tEOREMY ��� POZWOLQ�T POLU�ITX KRITERII USTOJ�IWOSTI STACIONARNYH RE�ENIJ
URAWNENIQ

A
dx

dt
� Bx �R	x� �
� R	�� �
 � �� Rx	�� �
 � �� 	�


OTWETWLQ��IHSQ OT TRIWIALXNOGO� pUSTX x�	�
 � STACIONARNOE RE�ENIE 	�
� zA�
MENOJ y � x � x	�
 PRIWEDEM 	�
 K WIDU Ady

dt � B	�
y � R�	y� �
� GDE B	�
y �
By � Rx	x�	�
� �
y� pROWERIM WYPOLNENIE USLOWIJ TEOREMY �� eSLI A IMEET POL�
NYJ B�VORDANOW NABOR� TO DLQ MALYH � OPERATOR A BUDET IMETX I POLNYJ B	�
�
VORDANOW NABOR� dEJSTWITELXNO� W SILU NEOBHODIMOGO I DOSTATO�NOGO USLOWIQ POL�
NOTY ovn ���x��� OPERATOR A � �B OBRATIM PRI MALYH � � tOGDA DLQ MALYH �
OPERATOR A� �B	�
 � A� �B� � 	B	�
�B
 TAKVE OBRATIM� sLEDOWATELXNO� A IMEET

TAKVE POLNYJ B	�
�VORDANOW NABOR�
pO�TOMU WYPOLNQETSQ PRINCIP LINEARIZOWANNOJ USTOJ�IWOSTI� OTWETWLQ��EESQ

OT x � � RE�ENIE x�	�
 URAWNENIQ

Bx� R	x� �
 � � 	�


USTOJ�IWO� ESLI SPEKTR �A	B�Rx	x�	�
� �

 PROIZWODNOJ fRE�E B�Rx	x�	�
� �

 NA
RE�ENII x�	�
 LEVIT W LEWOJ POLUPLOSKOSTI� I NEUSTOJ�IWO� ESLI SU�ESTWUET HOTQ
BY ODNA TO�KA �	�
 � �A	B �Rx	x�	�
� �

 W PRAWOJ POLUPLOSKOSTI� tAKIM OBRAZOM�
WOPROS OB USTOJ�IWOSTI RAZWETWLQ��IHSQ RE�ENIJ SWODITSQ K ISSLEDOWANI� POWEDE�
NIQ TO�KI � � �A	B
 PRI WOZMU�ENII Rx	x�	�
� �
 W PREDPOLOVENII� �TO �A	B
nf�g
PRINADLEVIT LEWOJ POLUPLOSKOSTI� eSLI OTWETWIW�EESQ OT x � � RE�ENIE x�	�

PREDSTAWLQETSQ RQDOM PO DROBNOJ STEPENI ��BUDEM S�ITATX� �TO PROIZWEDENA ZAMENA
�TOJ STEPENI NOWOJ PEREMENNOJ� KOTORAQ SNOWA OBOZNA�ENA ��
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rEZ�MIRUEM SKAZANNOE�
pUSTX KORNEWYE �ISLA k	A�B
 � q� � � � �� qm I k	B�A
 � p� � � � �� pn OPERATOR�

FUNKCIJ A��B I B��A KONE�NY� tOGDA METOD DIAGRAMMY nX�TONA� PRIMENENNYJ
K ��urk 	URAWNENI� RAZWETWLENIQ W KORNEWOM PODPROSTRANSTWE
 OPERATOR�FUNKCII
B � Rx	x�	�
� �
 � �A DAET f	�� �
 � ��

f	�� �
 � det�� fB��A�Rx�Rx�	I �Q
	B � �A �Rx
�
��

	I�Q
Rxg��s�
i � �

�p�����
j 	��

GDE �
�s�
i I �

�k�
j �LEMENTY TRIKANONI�ESKOGO ovn OPERATOR�FUNKCIJ B � �A I B� �

�A�� 	cM� ���
 POZWOLQET WY�ISLITX GLAWNYE �LENY ASIMPTOTIKI p �
nP
i��

pi A�

SOBSTWENNYH ZNA�ENIJ �	�
 OPERATORA B�Rx	x�	�
� �
� OTWETWLQ��IHSQ OT SOBSTWEN�
NOGO ZNA�ENIQ � � �� I TEM SAMYM OPREDELITX USTOJ�IWOSTX STACIONARNOGO RE�ENIQ
x�	�
 URAWNENIQ 	�
�

COGLASNO METODU lQPUNOWA��MIDTA ���� STACIONARNOE URAWNENIE 	�
 SWODITSQ K
�KWIWALENTNOMU ur 	x�ur


tk	�� �
 � �k� � x� �k 	� � � R	x	�� �
� �
� �k 	� �� k � �� � � � � n� 	�


t E O R E M A �� pUSTX pi � �� i � �� � � � � n I KORNEWOE �ISLO k	A�B
 � q��� � ��qm
KONE�NO� pUSTX �LEMENTAM f�ign� � N 	B
 OTWE�AET POLNYJ KANONI�ESKIJ ovn

OTNOSITELXNO OPERATOR�FUNKCII B � Rx	x�	�
� �
 S ovc DLIN r� � r� � � � � � rn�
tOGDA STACIONARNOE RE�ENIE x	�
 URAWNENIQ ��� USTOJ�IWO	 ESLI DLQ SOOTWET�
STWU��EGO RE�ENIQ �	�
 ��� GLAWNYE �LENY ASIMPTOTIKI SOBSTWENNYH ZNA�ENIJ

�j	�
� j � �� � � � � n� OPREDELQEMYE GLAWNOJ �ASTX� MATRICY qKOBI J � t� � ��tk��j
�

det�t�	�	�
� �
 � �I
� �

� 	��
ndet�� Rx	x	�
� �
	I � �Rx	x	�
� �

��
�j � �k 	 ��jk�� 	


IME�T OTRICATELXNYE WE�ESTWENNYE �ASTI	 I NEUSTOJ�IWO	 ESLI HOTQ BY ODNA

IZ NIH POLOVITELXNA�
dOKAZATELXSTWO� zAPISYWAQ URAWNENIE 	�
 W WIDE SISTEMY

�B � R	x� �
 �
nX
j��

�jzj � �k �� x� �k 	� k � �� n� GDE � � �B��� �B � B �
nX
j��

� �� �j 	 zj �

POLU�AEM ur 	�
 STACIONARNYH RE�ENIJ� iZ PERWOGO URAWNENIQ SISTEMY SLEDUET�

�TO x � �R	x	�� �
� �
 �
nP
i��

�i�i� pO�TOMU
�x
��k

� �Rx	x� �
 �x
��k

� �k� OTKUDA
�x
��k

�

�I � �R	x	�� �
� �
���
�k� k � �� � � � � n� sLEDOWATELXNO� MATRICA qKOBI J � ��tk�������j

�
IMEET WID

�

��j
tk	�� �
 � � �

��j
� R	x	�� �
� �
� �k 	� � � Rx	x	�� �
� �


�x

��j
� �k 	�

� � � Rx	x	�� �
� �
�I � �Rx	x	�� �
� �
����k� �k 	 �

iSPOLXZUQ LEMMU �MIDTA� SWEDEM ZADA�U �B �Rx	x	�� �
� �
� �A�y � � O WETWLENII
SOBSTWENNYH �ISEL I �LEMENTOW FREDGOLXMOWA OPERATORA B ���x��� K �KWIWALENTNOMU
��ur

L	�� �
 �
X

r�s��

Lrs�
r�s � det�aik	�� �
� � 	�




wETWLENIE RE�ENIJ NELINEJNYH URAWNENIJ I GRUPPOWAQ SIMMETRIQ ��

� det�� 	�A� Rx	x	�
� �

�I � �	�A� Rx	x	�
�

���
�j � �k 	� � ��

tAK KAK pi � �� TO�� � det�� A�j� �k 	� �� ��sOGLASNO METODU DIAGRAMMY nX�TONA�
��ur 	�
 IMEET ROWNO n RE�ENIJ �j	�
�

pUSTX SIMWOL f	�Rx
s� 	�A
lg OZNA�AET SUMMU WSEWOZMOVNYH PROIZWEDENIJ s OPE�
RATOROW �Rx I l OPERATOROW �A� tOGDA �LEMENTY ajk	�� �
 OPREDELITELQ 	�
 MOVNO
ZAPISATX W WIDE

ajk	�� �
 �� �Rx	I � �Rx

��
�j �

�X
l��

�l
�X
s��

f	�Rx

s
� 	�A


lg�j � �k 	�

�� �Rx	I � �Rx
��
�j �

�X
l��

�l	I � �Rx
���	�A
	I � �Rx
���
l
�j� �k 	 �

tAK KAK ovc OPERATORAB�Rx	x	�
� �
 IME�T DLINY rj � j � �� ���� n�MOVNO POKAZATX�

�TO ask	�� �
 � a�rssk �
rs � � � �� � � A�s� �k 	 ��

�P
j��

a�jsk�
j � ��

�P
j��

a�jsk�
j � � � �

iZ LINEJNOGO SWOJSTWA OPREDELITELQ SLEDUET� �TO GLAWNYE �LENY ASIMPTOTIKI

�j	�
 	OPREDELQEMYE IZ 	�

 I �j	�
 	OPREDELQEMYE IZ 	

 SOWPADA�T�
s L E D S T W I E� w USLOWIQH TEOREMY � USTOJ�IWOSTX STACIONARNOGO RE�ENIQ

x	�
 URAWNENIQ ��� OPREDELQETSQ PRINCIPOM LINEARIZOWANNOJ USTOJ�IWOSTI DLQ

SISTEMY OBYKNOWENNYH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ

d�

dt
� t	�� �
� 	�


GDE t	�� �
 � ftk	�� �
gnk�� OPREDELQETSQ RAWENSTWAMI ����
z A M E � A N I E ��
��� tEOREMA � I SLEDSTWIE OSTA�TSQ SPRAWEDLIWYMI� ESLI n � � I ODNA IZ ovc

OPERATORA B �Rx	x	�
� �
 IMEET BESKONE�NU� DLINU� dLQ SLU�AQ A � I �TOT REZULX�
TAT W INOJ INTERPRETACII DOKAZAN W ������

��� rEZULXTATY TEOREMY � I SLEDSTWIQ� WOOB�E GOWORQ� NEWERNY� ESLI BIORTOGO�
NALXNYE SISTEMY f�j � �jgn� NELXZQ WYBRATX TAK� �TOBY SOOTWETSTWU��IJ IM ovn

OPERATOR�FUNKCII B � Rx	x	�
� �
 BYL KANONI�ESKIM�
��� w ����� RASSMATRIWAETSQ OB�IJ SLU�AJ � 	 k	B�A
 	 n�
B� w ����� RASSMOTRENO URAWNENIE WIDA

A�
dsx

dts
� A�

ds��x

dts��
� � � �� As��

dx

dt
�Asx� f	x� t
� jjf	x� t
jj� o	jjxjj
� 	�


GDE Ak � D	A
 � E� � E�� DA � E� � ZAMKNUTYE LINEJNYE OPERATORY� A� I As �
FREDGOLXMOWY� pREDPOLAGAETSQ� �TO W OBOZNA�ENIQH x� � x�s���� x� � x�s���� � � �xs �
x 	�
 PRIWODITSQ K �KWIWALENTNOMU URAWNENI�

A�
dX

dt
� AX � F 	X� t
� 	��


A� �

�
BB�
A�� �� � � � � �
�� C� � � � � �
� � � � � �
�� �� � � � � C

	
CCA � A �

�
BB�
A�� A�� � � � � As��� As�
C� �� � � � � �� �
� � � � � � � � �
�� �� � � � � C� �

	
CCA �

GDE C � L	E�� E�
 �PROIZWOLXNYJ OBRATIMYJ OPERATOR �������
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o P R E D E L E N I E �� oPREDELENNOE PRI t � � RE�ENIE x�	t
 URAWNENIQ ����
USTOJ�IWO PO lQPUNOWU	 ESLI DLQ L�BOGO � 	 � cU�ESTWUET  	 � TAKOE	 �TO DLQ

L�BOGO RE�ENIQ x	t
 S
s��P
k��

jjx�k�	�
 � x
�k�
� 	�
jj �  PRI t 	 � WYPOLNENO NERAWENSTWO

�	t
 �
s��P
k��

jjx�k�	t
 � x
�k�
� 	t
jj � �� I ASIMPTOTI�ESKI USTOJ�IWO	 ESLI �	t
 � � PRI

t���
lINEARIZACIQ 	��
 I REZULXTATY ������ POZWOLQ�T POLU�ITX OBOB�ENIE TEOREM

��� DLQ URAWNENIQ 	�
�
t E O R E M A �� pUSTX OPERATORY A� I As W URAWNENII ��� FREDGOLXMOWY	 A�

IMEET POLNYJ ovn f��j�
k g� j � �� � � � � qk� k � �� � � � �m OTNOSITELXNO OPERATOR�

FUNKCII A� �
sP

k��

�kAk� I SPEKTR �A	As
 OBOB�ENNOJ ZADA�I NA SOBSTWENNYE ZNA�

�ENIQ 	As � �As�� � � � � � �s��A� � �sA�
� � � LEVIT W LEWOJ POLUPLOSKOSTI

Ref�j� � �A	As
g � � �HOTQ BY ODNA TO�KA �A	As
 POPADAET W PRAWU� POLUPLOS�
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