
�� wESTNIK sAMgu� ����� N�����

su�estwowanie predelow maksimalxnyh
srednih dlq po�ti periodi�eskih funkcij

neskolxkih peremennyh

o�p�fILATOW�

uSTANOWLENO� �TO PREDELY MAKSIMALXNYH SREDNIH DLQ UKAZANNYH FUNKCIJ

WDOLX RE�ENIJ DIFFERENCIALXNOGO WKL��ENIQ S PROIZWOLXNOJ KOMPAKTNOJ PRA�
WOJ �ASTX� IZ KONE�NOMERNOGO PROSTRANSTWA� STARTU��IH IZ DANNOJ NA�ALXNOJ
TO�KI� WSEGDA SU�ESTWU�T� eSLI KOMPAKT OBLADAET NEKOTORYM SWOJSTWOM NEWY�
ROVDENNOSTI� TO PREDEL NE ZAWISIT OT NA�ALXNYH DANNYH� pOSLEDNEE SWOJSTWO
OSOBENNO WAVNO PRI POSTROENII APPROKSIMIRU��IH DIFFERENCIALXNYH WKL��
�ENIJ W ZADA�AH USREDNENIQ�

�� pOSTANOWKA ZADA�I

dLQ NEPRERYWNOJ PO�TI PERIODI�ESKOJ FUNKCII

f � Rm � R� ZADANNOJ NA EWKLIDOWOM PROSTRANSTWE Rm� RASSMOTRIM PREDEL

Mf � lim
���

sup
�

�

�

Z �

�

f���t�� dt� ���

GDE TO�NAQ WERHNQQ GRANX WY�ISLQETSQ PO WSEM RE�ENIQM W SMYSLE kARATEODORI

DIFFERENCIALXNOGO WKL��ENIQ

	� � G� ��
� � ��� ���

OPREDELENNYM NA POLUOSI t � 
� MNOVESTWO WSEH TAKIH RE�ENIJ ZADA�I ��� OBOZNA�IM

����� zDESX G � NEPUSTOE KOMPAKTNOE MNOVESTWO IZ Rm � DALEE MY OTOVDESTWLQEM

KASATELXNOE I FAZOWOE PROSTRANSTWA ��
w ��� �� BYLO USTANOWLENO� �TO PRI �m � �� PREDEL ��� SU�ESTWUET� w DANNOJ STA�

TXE POKAZANO� �TO PREDEL MAKIMALXNOGO SREDNEGO WSEGDA SU�ESTWUET I W MNOGOMERNOM
SLU�AE� PRI �TOM ON ZAWISIT� WOOB�E GOWORQ� OT NA�ALXNOGO WEKTORA �� � Rm�

s TO�KI ZRENIQ PRILOVENIJ K TEORII USREDNENIQ DIFFERENCIALXNYH WKL��ENIJ

��� OSOBYJ INTERES PREDSTAWLQET SITUACIQ� KOGDA PREDEL MAKSIMALXNOGO SREDNEGO NE
ZAWISIT OT NA�ALXNYH USLOWIJ�

�TO NAKLADYWAET OPREDELENNYE TREBOWANIQ NA KOMPAKT G � Rm� pO�TOMU STA�
WITSQ SLEDU��AQ ZADA�A�

wO�PERWYH� DOKAZATX SU�ESTWOWANIE PREDELA ��� DLQ PROIZWOLXNOGO KOMPAKTA

G � Rm� wO�WTORYH� SFORMULIROWATX TREBOWANIQ NA KOMPAKT G� KOTORYE GARAN�
TIRU�T� �TO PREDEL ��� RAWNOMERNO NE ZAWISIT OT NA�ALXNOGO WEKTORA �� � Rm�

�fILATOW oLEG pAWLOWI�� kAFEDRA URAWNENIJ MATEMATI�ESKOJ FIZIKI sAMARSKOGO GOSUDARST�

WENNOGO UNIWERSITETA



sU�ESTWOWANIE PREDELOW MAKSIMALXNYH SREDNIH ��

�� oSNOWNYE PONQTIQ

pUSTX C�Rm�� KAK OBY�NO� PROSTRANSTWO NEPRERYWNNYH FUNKCIJ f � Rm � R S

RAWNOMERNOJ METRIKOJ�
nAPOMNIM� �TO FUNKCIQ f � C�Rm� NAZYWAETSQ PO�TI PERIODI�ESKOJ� ESLI DLQ

PROIZWOLXNOJ POSLEDOWATELXNOSTI WEKTOROW hn � Rm� n � �� �� � � � � SEMEJSTWO
FUNKCIJ fhn BUDET PREDKOMPAKTNYM�

kAK IZWESTNO� �TO OPREDELENIE �KWIWALENTNO SLEDU��EMU� FUNKCIQ f � C�Rm�
NAZYWAETSQ PO�TI PERIODI�ESKOJ� ESLI DLQ L�BOGO � � 
 SU�ESTWUET �ISLO l �
l��� � 
 TAKOE� �TO L�BOJ KUB K� � Rm S DLINOJ STORONY RAWNOJ l SODERVIT WEK�
TORNYJ � � PO�TI PERIOD T� FUNKCII f� TO ESTX PRI L�BOM � � Rm WYPOLNQETSQ

NERAWENSTWO jf�� � T�� � f���j � ��
nAPOMNIM TAKVE� �TO RAZMERNOSTX MNOVESTWA G � Rm OPREDELQETSQ RAZMERNOS�

TX� AFFINNOJ OBOLO�KI �TOGO MNOVESTWA I OBOZNA�AETSQ dim�G��
oPREDELENIE� kOMPAKT G � Rm NAZYWAETSQ m � �� NEWYROVDENNYM� ESLI

dim�G� � m� �� PRI �TOM� ESLI dim�G� � m� �� TO KOMPAKT NE DOLVEN PRINADLE�
VATX PODPROSTRANSTWU RAZMERNOSTI m � ��

nAPRIMER� W SLU�AE m � � KOMPAKT G � R� BUDET � � NEWYROVDENNYM TOGDA I

TOLXKO TOGDA� KOGDA MNOVESTWO G NE PRINADLEVIT PRQMOJ� PROHODQ�EJ �EREZ NA�ALO
KOORDINAT�

�� oSNOWNYE REZULXTATY

tEOREMA� dLQ L�BOGO KOMPAKTA G � Rm I L�BOJ NEPRERYWNOJ PO�TI PERIODI�
�ESKOJ FUNKCII f � Rm � R PREDEL MAKSIMALXNOGO SREDNEGO ��� SU�ESTWUET� eSLI
KOMPAKT G QWLQETSQ m � � � NEWYROVDENNYM� TO PREDEL Mf NE ZAWISIT� PRI�EM
RAWNOMERNO� OT NA�ALXNOGO WEKTORA �� � Rm�

sRAZU VE OTMETIM� �TO ESLI KOMPAKT G NE QWLQETSQ m� � � NEWYROVDENNYM� TO
WSEGDA NAJDETSQ NEPRERYWNAQ PO�TI PERIODI�ESKAQ FUNKCIQ� DLQ KOTOROJ PREDEL ���
BUDET ZAWISETX OT NA�ALXNOGO WEKTORA�

s DRUGOJ STORONY� DLQ L�BOGO KOMPAKTA G �� f
g WSEGDA MOVNO UKAZATX NEPRE�
RYWNU� PO�TI PERIODI�ESKU� FUNKCI� f� OTLI�NU� OT POSTOQNNOJ� DLQ KOTOROJ

PREDEL Mf NE ZAWISIT OT NA�ALXNOGO WEKTORA �� � Rm�
dOKAZATELXSTWO TEOREMY� sNA�ALA PRIWEDEM LEMMU� KOTORAQ OPREDELQET GEO�

METRI�ESKIE SWOJSTWA INTEGRALXNYH KRIWYH DIFFERENCIALXNOGO WKL��ENIQ ��� DLQ
m��� NEWYROVDENNOGO KOMPAKTAG IZ PRAWOJ �ASTI DIFFERENCIALXNOGO WKL��ENIQ

����
lEMMA� eSLI KOMPAKT G � Rm QWLQETSQ m��� NEWYROVDENNYM� TO DLQ L�BOGO

� � 
 SU�ESTWUET POSTOQNNAQ tmax � tmax��� � 
� ZAWISQ�AQ OT KOMPAKTA� �TO
DLQ L�BYH TO�EK a� b � Rm NAJDETSQ �ISLO ta � �
� tmax� I INTEGRALXNAQ KRIWAQ

DIFFERENCIALXNOGO WKL��ENIQ 	� � G� SOEDINQ��AQ TO�KU �
� b� S TO�KOJ
�ta� a� T�� � R�Rm DLQ NEKOTOROGO WEKTORNOGO PERIODA T� FUNKCII f�

dOKAZATELXSTWO LEMMY� dLQ ZADA�I 	� � G� ��
� � b NA OSNOWANII SWOJSTW

INTEGRALOW OT MNOGOZNA�NYH OTOBRAVENIJ ��� MNOVESTWO DOSTIVIMOSTI W MOMENT

WREMENI t RAWNO b� t �co�G�� pO�TOMU OB�EDINENIE MNOVESTW DOSTIVIMOSTI DLQ WSEH
MOMENTOW WREMENI t � 
 PREDSTAWLQET IZ SEBQ KONUS Kb S WER�INOJ W TO�KE b

Kb � f� � Rm � � � b� t � co�G�� t � 
g� ���



�
 o�p�fILATOW

pOSKOLXKU KOMPAKT G QWLQETSQ �m � �� � NEWYROVDENNYM� TO W SLU�AE� ESLI
RAZMERNOSTX KOMPAKTA dim�G� � m��� MNOVESTWO G SODERVITSQ W NEKOTOROJ GIPER�
PLOSKOSTIP� NE PROHODQ�EJ �EREZ 
 � Rm � NAPOMNIM�MY OTOVDESTWILI KASATELXNOE

I FAZOWOE PROSTRANSTWA ��
pO TEOREME O NEPUSTOTE OTNOSITELXNOJ WNUTRENNOSTI WYPUKLOGO MNOVESTWA ���

TEOREMA ���� S� �
�� POLU�AEM� �TO MNOVESTWO co�G� SODERVIT PERESE�ENIE GIPER�
PLOSKOSTI P S NEKOTORYM �AROM PROSTRANSTWA Rm RADIUSA r� � 
 S CENTROM W

NEKOTOROJ TO�KE GIPERPLOSKOSTI b� �� 
� PRI �TOM UGOL MEVDU WEKTOROM b� I NOR�
MALXNYM WEKTOROM GIPERPLOSKOSTI OTLI�EN OT PRQMOGO� w TAKOM SLU�AE TO�KA b�
QWLQETSQ WNUTRENNEJ DLQ KONUSA Kb�

eSLI dim�G� � m� TO WNUTRENNOSTX MNOVESTWA co�G� NEPUSTAQ� PO�TOMU W KA�EST�
WE P MOVNO WZQTX GIPERPLOSKOSTX� PROHODQ�U� �EREZ WNUTRENN�� TO�KU b� �� 
 IZ
co�G�� NORMALXNYJ WEKTOR KOTOROJ RAWEN b��

tAKIM OBRAZOM� W L�BOM SLU�AE SU�ESTWUET �m�MERNYJ� KUB C�b�� � Kb S CENT�
ROM W TO�KE b� I DLINOJ REBRA r � 
 TAKOJ� �TO KUB b � C�b�� PRINADLEVIT KONUSU
Kb� mOVNO S�ITATX� �TO TAKOJ KUB SODERVITSQ W OTKRYTOM MNOVESTWE

L��� � f� � Kb � � � b� t�b� � h�� 
 � t � �� khk � r�� h � Pg�

GDE k � k� EWKLIDOWA NORMA�
pUSTX l � l� � �ISLO IZ OPREDELENIQ PO�TI PERIODI�NOSTI FUNKCII f� � � 
�
kUB Ca � b� qC�b�� PRI q � l�r TAKVE PRINADLEVIT KONUSU Kb� PRI �TOM DLINA

EGO REBRA RAWNA l� pUSTX T� WEKTORNYJ �� PO�TI PERIOD FUNKCII f� PRINADLEVA�
�IJ KUBU Ca � a� tOGDA DLQ NEKOTOROGO WEKTORA a� � Ca WYPOLNQETSQ RAWENSTWO

T� � a� � a� sLEDOWATELXNO� a � T� � Ca� tAK KAK PO POSTROENI� Ca � L��q�� TO
NEKOTORAQ INTEGRALXNAQ KRIWAQ ZADA�I 	� � G� ��
� � b OBQZATELXNO PROJDET �EREZ

TO�KU �ta� a � T�� W MOMENT WREMENI ta � �q � tmax� pOSTOQNNAQ tmax DLQ DANNOGO
� � 
 OPREDELQETSQ TOLXKO KOMPAKTOM G I NE ZAWISIT OT WYBORA TO�EK a� b � Rm�
lEMMA DOKAZANA�

uSTANOWIM TEPERX SU�ESTWOWANIE PREDELA MAKSIMALXNOGO SREDNEGO ��� SNA�ALA
DLQ SLU�AQ m� � � NEWYROVDENNOGO KOMPAKTA G� dLQ �TOGO WOSPOLXZUEMSQ TEOREMOJ
� IZ ��� O SU�ESTWOWANII USREDNENNOGO DIFFERENCIALXNOGO WKL��ENIQ� s �TOJ CELX�

WWEDEM OBOZNA�ENIQ
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f���t�� dt�

GDE OB�EDINENIE SREDNIH BERETSQ PO WSEM RE�ENIQM � � 
���� DLQ NEKOTOROGO NA�ALX�
NOGO WEKTORA �� � Rm� w NA�IH USLOWIQH W UKAZANNOJ TEOREME DOSTATO�NO PROWERITX

USLOWIE ASIMPTOTI�ESKOJ NEZAWISIMOSTI SREDNIH I����� �� OT NA�ALXNOGO WEKTORA

�� � Rm � POSKOLXKU DIFFERENCIALXNOE WKL��ENIE ��� QWLQETSQ AWTONOMNYM �� �TO
USLOWIE OZNA�AET� �TO

	� � 
 
���� � 
 	���� ��� � Rm 	�� � 
����� 
�� � 
�����

jI������ ���� I������ ���j � ��

PRI WSEH � � �����
pRI WYPOLNENII �TOGO USLOWIQ� SOGLASNO ��� TEOREMA ��� GARANTIRUETSQ SU�EST�

WOWANIE OTREZKA �m��m��� DLQ KOTOROGO

lim
���

��J������ �m��m��� � 




sU�ESTWOWANIE PREDELOW MAKSIMALXNYH SREDNIH ��

RAWNOMERNO PO �� � Rm� GDE ���� ��� OTKLONENIE PO hAUSDORFU DLQ MNOVESTW IZ R�
pOSKOLXKU W �TOM SLU�AE PREDEL MAKSIMALXNOGO SREDNEGO ��� SOWPADAET S �ISLOM

m�� TO DOSTATO�NO PROWERITX USLOWIE ASIMPTOTI�ESKOJ NEZAWISIMOSTI SREDNIH OT

NA�ALXNOGO WEKTORA �� � Rm�
dLQ �TOGO WOZXMEM PROIZWOLXNOE RE�ENIE �� � 
����� I POSTROIM RE�ENIE �� �


����� S POMO�X� LEMMY� W USLOWIQH KOTOROJ POLOVIM a � ���� b � ���� tOGDA
SU�ESTWUET RE�ENIE �� ZADA�I

	� � G� ��
� � ���

NA NEKOTOROM OTREZKE 
 � t � �� GDE � � ta � tmax� DLQ KOTOROGO �� �� � � ����T�� iS�
POLXZUQ RE�ENIE �� � MY MOVEM TEPERX OPREDELITX FUNKCI� �� � 
����� SLEDU��IM
OBRAZOM�

���t� �

�
�� �t�� ESLI 
 � t � ��
���t � � � � T�� ESLI t � ��

sREDNEE I�� � I������ ��� PREDSTAWIM W WIDE SUMMY DWUH INTEGRALOW
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zDESX MY WOSPOLXZOWALISX PRAWILOM POSTROENIQ RE�ENIQ ���
s DRUGOJ STORONY� SREDNEE
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sRAWNIWAQ S PREDYDU�IM RAWENSTWOM� POLU�IM OCENKU

jI�� � I��j � ��f���� � � �f�tmax��� ��

GDE POSTOQNNAQ f� � sup��Rm jf���j�
sLEDOWATELXNO� W OPREDELENIII ASIMPTOTI�ESKOJ NEZAWISIMOSTI SREDNIH OT NA�

�ALXNYH USLOWIJ MOVNO POLOVITX���� � �f�tmax��� �TO W USLOWIQH TEOREMY I DOKA�
ZYWAET SU�ESTWOWANIE PREDELA MAKSIMALXNOGO SREDNEGO DLQ m�� � NEWYROVDENNOGO
KOMPAKTA G�

nA OSNOWANII TOLXKO �TO DOKAZANNOGO MOVNO RAZOBRATXSQ I W OB�EM SLU�AE� KOGDA
KOMPAKT G NE QWLQETSQ m � �� NEWYROVDENNYM� pOSKOLXKU PRI G � f
g PREDEL

SU�ESTWUET� TO MOVNO S�ITATX� �TO G �� f
g�
w TAKOM SLU�AE WSEGDA SU�ESTWUET PODPROSTRANSTWO L � Rm� RAZMERNOSTX KOTO�

ROGO dim�L� � n� � � n � m � �� SODERVA�EE MNOVESTWO G� PRI �TOM PO OTNO�ENI�

K PODPROSTRANSTWU L SAMO MNOVESTWO G UVE QWLQETSQ n� � � NEWYROVDENNYM� wWE�
DEM DEKARTOWU� SISTEMU KOORDINAT� OPREDELQEMU� BAZISOM e�� e�� � � � � em PROSTRAN�
STWA Rm� GDE WEKTORY en��� � � � � em ORTOGONALXNY K PODPROSTRANSTWU L� A WEKTORY
e�� e�� � � � � en OBRAZU�T BAZIS PODPROSTRANSTWA L�

w NOWYH KOORDINATAH FUNKCIQ f BUDET PO � PREVNEMU PO�TI PERIODI�ESKOJ �SM�
OPREDELENIE PO�TI PERIODI�NOSTI W TERMINAH SWOJSTWA PREDKOMPAKTNOSTI SEMEJST�
WA SDWIGOW�� bOLEE TOGO� BUDET PO�TI PERIODI�ESKOJ I EE SUVENIE NA KOORDINATNOE

PODPROSTRANSTWO� OPREDELQEMOE PERWYMI n KOORDINATAMI�



�� o�p�fILATOW

l�BOE RE�ENIE DIFFERENCIALXNOGO WKL��ENIQ ���� ZAPISANNOE W NOWYH KOORDI�
NATAH� O�EWIDNO� OBLADAET SWOJSTWAMI� POSLEDNIE m � n KOORDINAT RE�ENIQ BUDUT

POSTOQNNYMI W SILU DIFFERENCIALXNOGO WKL��ENIQ� sLEDOWATELXNO� IH MOVNO RAS�
SMATRIWATX KAK PARAMETRY W ZADA�E WY�ISLENIQ PREDELA MAKSIMALXNOGO SREDNEGO

���� oSTAETSQ SOSLATXSQ NA UVE DOKAZANNOE SWOJSTWO SU�ESTWOWANIQ PREDELA PO OT�
NO�ENI� K KOORDINATNOMU PROSTRANSTWU Rn� tEOREMA DOKAZANA�

rABOTA WYPOLNENA PRI FINANSOWOJ PODDERVKE Pffi �PROEKT �����������	�
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It is proved that the limit Mf � lim��� supz
�

�

R
�

�
f �z �t��dt �

where f � Rm � R is a continuouse almost�periodic functions and the supremum
is taken over all solutions of the di�erential inclusion 	z � G� z �
� � z�� compact
G � Rm� alwayse exists�
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