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GEBRAI�ESKIH �ISEL k� A � KOLXCO ADELEJ POLQ k� pOSKOLXKU ADELXNAQ GRUPPA G�A�
LOKALXNO�KOMPAKTNA W ADELXNOJ TOPOLOGII� TO NA NEJ SU�ESTWUET LEWOINWARIANTNAQ
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x��� mera haara na adelxnoj gruppe

����� pROIZWEDENIE LOKALXNYH MER� nORMIRUEM MERU hAARA �dx�v POLNOGO
POLQ kv SLEDU��IM OBRAZOM


ESLI kv � R� TO �dx�v � OBY�NAQ MERA lEBEGA�
ESLI kv � C� TO �dx�v � idz�d�z � dx�dy � UDWOENNAQ MERA lEBEGA NA PLOSKOSTI�
ESLI kv � k�� TO MERA �dx�� NORMIROWANA TAK� �TOBY OB�EM �dx���O�� � ��
zADANIE MERY hAARA NA kv ODNOZNA�NO OPREDELQET MERU hAARA I NA PROSTRAN�

STWE knv � pUSTX TEPERX G � SWQZNAQ LINEJNAQ ALGEBRAI�ESKAQ GRUPPA NAD �ISLOWYM
POLEM k I � � LEWOINWARIANTNAQ NENULEWAQ DIFFERENCIALXNAQ k�FORMA MAKSIMALX�
NOJ STEPENI NA G� dimG � n� fORMA � NAZYWAETSQ INWARIANTNOJ PLOTNOSTX� ILI

KALIBROWO�NOJ FORMOJ� dWE TAKIE FORMY OTLI�A�TSQ MNOVITELEM � � k�� fOR�
MA � OPREDELQET MERU �v NA GRUPPE G�kv� SLEDU��IM OBRAZOM� dLQ KAVDOJ TO�KI
g � G�kv� IMEETSQ OKRESTNOSTX U �TOJ TO�KI I GOMEOMORFIZM � 
 V � U OTKRYTOJ

OBLASTI V IZ knv TAKOJ� �TO FORMA �
���� PREDSTAWIMA NA V W WIDE

����� � h�x�dx� � ��� dxn�

GDE x�� ��� xn � KOORDINATY W knv � A h�x� � STEPENNOJ RQD OT x�� ��� xn� SHODQ�IJSQ W V �
dLQ L�BOJ NEPRERYWNOJ WE�ESTWENNOJ FUNKCII f NA G�kv� S KOMPAKTNYM NOSITELEM
W U POLAGAEM

�v�f� �

Z
V

f���x��jh�x�jv�dx� � �� � dxn�v�

hORO�O IZWESTNO� a�wEJLX ��� �TO �v�f� NE ZAWISIT OT WYBORA LOKALXNYH KOORDINAT
I MY STANDARTNYM OBRAZOM POLU�AEM MERU hAARA �v NA G�kv�� tEPERX UDOBNO RABO�
TATX S CELOJ FORMOJ GRUPPY G� bUDEM PROSTO S�ITATX� �TO G ESTX O�GRUPPOWAQ SHE�
MA� GDE O � KOLXCO CELYH �LEMENTOW W POLE k� W x�� POKAZANO� �TO TAKIE CELYE FORMY
WSEGDA SU�ESTWU�T� pUSTX m� � OB�EM KOMPAKTNOJ GRUPPY G�O�� OTNOSITELXNO ME�
RY ��� bESKONE�NOE PROIZWEDENIE

Q
�m� MOVET BYTX I RASHODQ�IMSQ� w �TOM SLU�AE

MOVNO NAJTI POSLEDOWATELXNOSTX POLOVITELXNYH �ISEL fc�g TAKU�� �TO PROIZWEDE�
NIE

Q
� c�m� ABSOL�TNO SHODITSQ� pOSLEDOWATELXNOSTX fc�g NAZYWAETSQ SISTEMOJ

MNOVITELEJ SHODIMOSTI� iMEQ MNOVITELI SHODIMOSTI c�� MOVNO OPREDELITX MERU
hAARA NA G�A� KAK PROIZWEDENIE LOKALXNYH MER

� �
Y
vj�

�v
Y
�

c����

zAME�ATELXNOE SWOJSTWO MERY � ZAKL��AETSQ W TOM� �TO � NE ZAWISIT OT WYBORA

INWARIANTNOJ PLOTNOSTI �� w SAMOM DELE� ESLI ZAMENITX � NA ��� GDE � � k�� TO
����v � j�jv�v� A

Q
v j�jv � � W SILU FORMULY PROIZWEDENIQ� wTOROJ ZAME�ATELX�

NYJ FAKT� oKAZYWAETSQ� SISTEMU MNOVITELEJ SHODIMOSTI MOVNO WYBRATX WPOLNE

KANONI�ESKIM SPOSOBOM� ISPOLXZUQ SWOJSTWA L�FUNKCII aRTINA�
����� wY�ISLENIE LOKALXNYH OB�EMOW� dLQ L�BOGO r � � I KAVDOGO PROSTOGO

� IMEEM KONE�NOE FAKTOR�KOLXCO O��r � O���
r I �PIMORFIZMY

O� � O���
r� O���

r�� � O���
r �

pO�TOMU IMEEM SISTEMU KONGRU�NC�PODGRUPP

G�r��O�� � Ker �G�O��� G�O���
r��� G�r����O�� � G�r��O��� G

����O�� � G�O���



bIRACIONALXNAQ GEOMETRIQ I ARIFMETIKA LINEJNYH ALGEBRAI�ESKIH GRUPP� III �

gRUPPY G�r��O�� QWLQ�TSQ NORMALXNYMI PODGRUPPAMI W G�O�� I OBRAZU�T SISTE�
MU OKRESTNOSTEJ EDINICY GRUPPY G�k��� T�E� OPREDELQ�T ��ADI�ESKU� TOPOLOGI�

GRUPPY G�k��� eSLI GRUPPOWAQ O��SHEMA G� � G �O O� QWLQETSQ GLADKOJ NAD O��
TO OTOBRAVENIE G�O�� � G�O���

r� QWLQETSQ �PIMORFIZMOM DLQ L�BOGO r � �� bU�
DEM S�ITATX� �TO G SODERVITSQ W GLO�n� � SpecO�g��� ��� gnn� det�gij����� pUSTX
gl�n� k� � ALGEBRA lI GRUPPY GLk�n�� WYBOR KOORDINAT gij POZWOLQET WYBRATX BAZIS
LEWOINWARIANTNYH WEKTORNYH POLEJ Xij W gl�n� k� PO PRAWILU

�Xij�E�g��� �

�
�� ESLI �i� j� � ��� 	��
�� ESLI �i� j� �� ��� 	��

GDE E � EDINICA W GL�n� k�� oTOBRAVENIE Xi�j � �Xi�j�E POZWOLQET OTOVDESTWITX

ALGEBRU lI gl�n� k� S ALGEBROJ KWADRATNYH MATRIC M �n� k� I MY POSTOQNNO BUDEM

POLXZOWATXSQ �TIM OTOVDESTWLENIEM� pUSTX gl�n�O� � RE�ETKA W gl�n� k�� NATQNUTAQ
NA BAZIS Xi�j � dLQ KAVDOGO � IMEEM ANALOGI�NU� RE�ETKU gl�n�O�� � gl�n�O��O��
SODERVA�U� gl�n�O�� iMEEM UBYWA��U� CEPO�KU O��MODULEJ

gl�n�O�� � gl�n� �� � gl�n� ��� � ���

GDE gl�n� �a� � �agl�n�O��� pUSTX g�k� � ALGEBRA lI GRUPPY G�k� � GL�n� k�� TOGDA
g�k� ESTX PODALGEBRA W gl�n� k�� pOLOVIM

g�O� � g�k� � gl�n�O�� g�O�� � g�k�� � gl�n�O���

bUDEM S�ITATX� �TO g�O� IMEET BAZIS Y�� ��� Ym� m � dimG� eSLI �TO NE TAK� WMESTO
KOLXCA O NUVNO WZQTX KOLXCO OS � O S DOSTATO�NO BOLX�IM KONE�NYM MNOVESTWOM

S� TOGDA g�OS� IMEET BAZIS� pOLOVIM� DALEE g�r��O�� � g�O�� � gl�n� �r�� wWEDEM
TEPERX KANONI�ESKIE KOORDINATY W GRUPPAH G�k�� DLQ � WNE S� rASSMOTRIM PERE�
MENNOE WEKTORNOE POLE

Y � t�Y� � ��� tmYm�

GDE ti � NEZAWISIMYE PEREMENNYE� fORMALXNYJ RQD

expY �
�X
a��

Y a�a�

SHODITSQ W NEKOTOROJ OKRESTNOSTI NULQ ALGEBRY g�k�� I OPREDELQET ANALITI�ESKIJ
GOMEOMORFIZM MNOVESTW g�r��O�� I G�r��O�� DLQ WSEH r � r�� NOMER r� ZAWISIT OT
� I r� � � PO�TI DLQ WSEH �� wYBEREM TEPERX W PROSTRANSTWE LEWOINWARIANTNYH

DIFFERENCIALXNYH FORM NA GRUPPE G BAZIS ��� ��� �m� DUALXNYJ K BAZISU Y�� ��� Ym�
A W KA�ESTWE INWARIANTNOJ PLOTNOSTI WOZXMEM FORMU � � �� � �� � �m� pUSTX

��t�� ��� tm� � exp�t�Y� � ��� tmYm��

tOGDA � ESTX GOMEOMORFNOE OTOBRAVENIE

��r�m � �r 	 ��	 �r � G�r��O��� � �� S�

w KOORDINATAH t�� ��� tm FORMA � IMEET WID

����� � det�
�X
a��

Ba��a� ����dt� � ��� dtm� B � adY�
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dLQ DOSTATO�NO BOLX�OGO r

v��det�
�X
a��

Ba��a� ����� � � ���

I� PO OPREDELENI� MERY hAARA ��� IMEEM

���G
�r��O��� �

Z
�r�����r

j�����j� �
Z

�r�����r
�dt� � ��� dtm�� � �N���mr �

tEOREMA� pUSTX � � INWARIANTNAQ PLOTNOSTX GRUPPY G� OPREDELENNAQ NAD POLEM
k� tOGDA PO�TI DLQ WSEH � IMEEM RAWENSTWO

���G�O��� � jG�F��j�N���m� m � dimG�

dOKAZATELXSTWO SLEDUET IZ FORMULY ���� INWARIANTNOSTI MERY ��� RAZBIENIQ NA
KLASSY

G�O�� � 
Nri��aiG�r��O��� Nr � jG�O���
r�j�

I TOGO FAKTA� �TO PO�TI DLQ WSEH � �ISLO r MOVNO WZQTX RAWNYM �� �
tAKIM OBRAZOM� DLQ L�BOJ SWQZNOJ ALGEBRAI�ESKOJ GRUPPY G NAD POLEM k MOVNO

POSTAWITX WOPROS OB ABSOL�TNOJ SHODIMOSTI BESKONE�NOGO PROIZWEDENIQY
���S

jG�F��j�N���m� m � dimG� ��

mY USLOWILISX S�ITATX� �TO G OPREDELENA NAD O� wPRO�EM� DLQ WYQSNENIQ WOPROSA
ABSOL�TNOJ SHODIMOSTI PROIZWEDENIQ �� WYBOR KONE�NOGO MNOVESTWA S NE IMEET

ZNA�ENIQ� bUDEM GOWORITX� �TO GRUPPA G IMEET TIP I � ESLI BESKONE�NOE PROIZWEDENIE
�� ABSOL�TNO SHODITSQ DLQ NEKOTOROGO S� w �TOM SLU�AE PROIZWEDENIEY

vj�
�v
Y
�

��

OPREDELQET MERU hAARA NA G�A��
�����kANONI�ESKIE MNOVITELI SHODIMOSTI� rASSMOTRIM SNA�ALA TRI �AST�

NYH� NO WAVNYH SLU�AQ� pUSTX G � SWQZNAQ UNIPOTENTNAQ GRUPPA NAD k� mNOGOOBRA�
ZIE G IZOMORFNO AFFINNOMU PROSTRANSTWU An

k � oTS�DA jG�F��j � �N��n PO�TI DLQ
WSEH �� PO�TOMU jG�F��j�N���n � � DLQ TAKIH �� iMEEM PERWYJ REZULXTAT�
tEOREMA �� wSQKAQ SWQZNAQ UNIPOTENTNAQ GRUPPA IMEET TIP �I�� PRI�EM BESKO�

NE�NOE PROIZWEDENIE �� RAWNO �� �
pUSTX TEPERX G � SWQZNAQ POLUPROSTAQ GRUPPA NAD POLEM k� �G� � EE GLADKAQ

REDUKCIQ PO PROSTOMU MODUL�� w RABOTE r�sTEJNBERGA ��� POKAZANO� �TO DLQ SWQZNOJ
POLUPROSTOJ GRUPPY �G�� OPREDELENNOJ NAD KONE�NYM POLEM F��SPRAWEDLIWA OCENKA

qN
lY

i��

�qai � ��  j �G��F��j  qN
lY

i��

�qai � ���

GDE q � N� � jF�j� l � RANG GRUPPY �G�� T�E� RAZMERNOSTX MAKSIMALXNOGO TORA� ai
� STEPENI ODNORODNYH INWARIANTOW GRUPPY wEJLQ W � DEJSTWU��EJ OTRAVENIQMI

W WE�ESTWENNOM LINEJNOM PROSTRANSTWE V RAZMERNOSTI l I W ALGEBRE POLINOMOW NA
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V� N �
Pl

i���ai��� � �ISLO POLOVITELXNYH KORNEJ� pOSKOLXKU n � dimG � N � l�
TO

lY
i��

��� q�ai�  jG��F��jq�n 
lY

i��

�� � q�ai ��

dALEE� �ISLA ai � � �TO SLEDUET IZ DOSTATO�NO TONKOGO REZULXTATA� SWQZYWA��EGO
�ISLA bETTI bi MAKSIMALXNOJ KOMPAKTNOJ PODGRUPPY W KOMPLEKSNOJ GRUPPE G�C� I
�ISLA ai� a IMENNO� SPRAWEDLIWA FORMULA

�X
i��

bit
i �

lY
i��

�� � t�ai����

pOSKOLXKU b� � b� � �� TO ai � � nO W �TOM SLU�AE PROIZWEDENIEY
q

��� q�ai �

ABSOL�TNO SHODITSQ DLQ KAVDOGO i� �  i  l� iTAK� IMEEM WTOROJ REZULXTAT�
tEOREMA �� wSQKAQ SWQZNAQ POLUPROSTAQ GRUPPA IMEET TIP I � �
pUSTX TEPERX T � ALGEBRAI�ESKIJ TOR� OPREDELENNYJ NAD POLEM k I RAZLOVIMYJ

NAD KONE�NYM RAS�IRENIEM gALUA L S GRUPPOJ �� pUSTX X � KANONI�ESKAQ CELAQ
FORMA TORA T � SIMWOL T �F�� BUDET OBOZNA�ATX X�F��� pO TEOREME ��� IMEEM

jT �F��j � det�qE � h�
���

W TO�KAH O�ENX HORO�EJ REDUKCII� h � PREDSTAWLENIE GRUPPY �� OPREDELQEMOE RE�
�ETKOJ �T � 
� � AWTOMORFIZM fROBENIUSA� oTS�DA

jT �F��jq�m � det�E � h�
���N��
��� � L���� �T � L�k�

���

GDE �T � HARAKTER PREDSTAWLENIQ h�
tEOREMA �� pUSTX T � ALGEBRAI�ESKIJ k�TOR� tOGDA

jT �F��jq�m � L���� �T � L�k�
��

DLQ IDEALOW � NERAZWETWLENNYH W POLE RAZLOVENIQ� pROIZWEDENIE �� RASHODITSQ�
ESLI �T �� ���� tOR NE PRINADLEVIT TIPU I � �

pEREJDEM TEPERX K OB�EMU SLU�A�� pUSTX G � SWQZNAQ LINEJNAQ ALGEBRAI�ES�
KAQ k�GRUPPA RAZMERNOSTI n� ONA RASPADAETSQ W POLUPRQMOE PROIZWEDENIE k�GRUPP
G � UR� GDE U � UNIPOTENTNA� A R � REDUKTIWNA� pO�TI DLQ WSEH � IMEEM PRQMOE

PROIZWEDENIE GRUPP TO�EK SO ZNA�ENIQMI W KONE�NOM POLE

G�F�� � U �F��R�F���

kAK MY WIDELI� DLQ UNIPOTENTNOJ GRUPPY jU �F��j�N���r � �� r � dimU � PO�TOMU

jG�F��j�N���n � jR�F��j�N���m� m � dimR�

dALEE� REDUKTIWNAQ GRUPPA R IZOGENNA NAD POLEM k PRQMOMU PROIZWEDENI� PODGRUPP

T 	 S� GDE T � TOR� S � POLUPROSTAQ GRUPPA� pOSKOLXKU SWQZNYE IZOGENNYE GRUPPY�
OPREDELENNYE NAD KONE�NYM POLEM F�� IME�T ODINAKOWOE KOLI�ESTWO F��TO�EK� TO
jR�F��j � jT �F��jjS�F��j PO�TI DLQ WSEH ��
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pRIWEDENNYE WY�E TEOREMY  I � POKAZYWA�T� �TO SHODIMOSTX PROIZWEDENIQ ��
ZAWISIT OT NALI�IQ W R WY�EUKAZANNOGO TORA T � tOR T ESTX SWQZNAQ KOMPONENTA

CENTRA GRUPPY R� PERESE�ENIE T ��k� � S��k� KONE�NO� wLOVENIE T W R OPREDELQET

WLOVENIE � 
 �R� �T � PRI�EM �� �R� IMEET KONE�NYJ INDEKS W �T � oTS�DA
tEOREMA �� gRUPPA G IMEET TIP I TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA �G � ��� ILI

�KWIWALENTNO G � US� �
����� mERA tAMAGAWY� tEOREMA � POKAZYWAET� �TO� ESLI �G �� ��� I � � KALI�

BROWO�NAQ FORMA NA G� TO Y
vj�

�v
Y
�

L���� �G���

ESTX MERA hAARA NA G�A�� zDESX �G � HARAKTER PREDSTAWLENIQ GRUPPY gALUA RAS�
�IRENIQ �k�k NA RE�ETKE �G� pUSTX L�s� �G� �

Q
� L��s� �G� � L�FUNKCIQ aRTINA�

PO PREDLOVENI�  P���� FUNKCIQ L�s� �G� IMEET POL�S PORQDKA r PRI s � �� GDE r
� RANG PODRE�ETKI � �G�k HARAKTEROW� OPREDELENNYH NAD POLEM k� pOLOVIM

��G� � lim
s��

�s� ��rL�s� �G��

zAMETIM� �TO ��G�  �� pUSTX DALEE �k � DISKRIMINANT RAS�IRENIQ k�Q� mERA

� � ��G���j�kj�dimG
�

Y
vj�

�v
Y
�

L���� �G��� ���

NAZYWAETSQ MEROJ tAMAGAWY� ONA NE ZAWISIT OT WYBORA FORMY ��
mODULEM LOKALXNO�KOMPAKTNOJ ADELXNOJ GRUPPY G�A� NAZYWAETSQ GOMOMORFIZM

a � k�det �Ad��a�k�� GRUPPY G�A� W R�� iZ �TOGO SLEDUET� �TO GRUPPA G�A� UNI�
MODULQRNA� ESLI G REDUKTIWNA� LIBO KOMMUTATIWNA� LIBO UNIPOTENTNA� POSKOLXKU W
�TIH SLU�AQH HARAKTER det �Ad TRIWIALEN�

wSQKIJ RACIONALXNYJ HARAKTER � � � �G�k OPREDELQET GOMOMORFNOE OTOBRAVENIE
GRUPPY G�A� W GRUPPU IDELEJ Ik POLQ k� PUSTX

G��A� � fa � G�A� j k��a�k � � �� � � �G�kg�
fAKTOR�GRUPPAG�A��G��A� IZOMORFNA PRQMOMU PROIZWEDENI� GRUPP �R��r � gRUPPA
G��A� WSEGDA UNIMODULQRNA� pUSTX � � KANONI�ESKAQ FORMA OB�EMA

dt���dtr
t���tr

NA �R��r I 	 � MERA NA G�A��G��A�� POLU�ENNAQ PERENOSOM MERY �� oPREDELIM MERU
� NA G��A� PO FORMULE �� � ��	� gRUPPA G�k� WKLADYWAETSQ W G��A� W SILU FORMULY
PROIZWEDENIQ� G�k� � DISKRETNA W G��A�� pOSKOLXKU GRUPPA G��A� UNIMODULQRNA� TO
NA FAKTOR�PROSTRANSTWE G��A��G�k� SU�ESTWUET MERA� INWARIANTNAQ OTNOSITELXNO
GRUPPY G��A� I QWLQ��AQSQ FAKTOR�MEROJ MERY �� PO MERE NA G�k�� PRIPISYWA�
��EJ KAVDOJ TO�KE IZ G�k� ZNA�ENIE �� oBOZNA�IM �TU FAKTOR�MERU SNOWA ��� pO
IZWESTNOJ TEOREME a�bORELQ I hARI���ANDRY ���� OB�EM FAKTORA G��A��G�k� OTNO�
SITELXNO MERY �� KONE�EN� �TO �ISLO I NAZYWAETSQ �ISLOM tAMAGAWY � �G� GRUPPY
G� zAMETIM� ESLI � �G�k � ���� TO G��A� � G�A� I �� � � � �ISLO tAMAGAWY QWLQ�
ETSQ WAVNOJ ARIFMETI�ESKOJ HARAKTERISTIKOJ GRUPPY G� EGO IZU�ENI� POSWQ�ENO

I POSWQ�AETSQ MNOGO RABOT� kAK OKAZALOSX� �TO �ISLO WSEGDA RACIONALXNO� NO� K
SOVALENI�� MY NE IMEEM POKA PRQMOGO PROSTOGO SPOSOBA EGO WY�ISLENIQ� k PRI�
MERU� DOKAZATELXSTWO SOOTNO�ENIQ � �G� � � DLQ ODNOSWQZNYH POLUPROSTYH GRUPP
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PREDSTAWLQET SOBOJ WESXMA SERXEZNOE SAMOSTOQTELXNOE PREDPRIQTIE� wAVNEJ�IE RE�
ZULXTATY PO WY�ISLENI� �ISEL tAMAGAWY SODERVATSQ W RABOTAH a�wEJLQ ��� oNO
������lENGLENDSA ���� oSTERLE ���� kOTTWICA ���� �ERNOUSOWA ���� sANS�KA ���� nAZRELA
NEOBHODIMOSTX OBSTOQTELXNOGO IZLOVENIQ WSEH IME��IHSQ REZULXTATOW O �ISLAH tA�
MAGAWY W SPECIALXNOJ MONOGRAFII� wEDX �TI REZULXTATY SODERVATSQ TOLXKO W VUR�
NALXNYH STATXQH� mY PRIWEDEM NESKOLXKO PRIMEROW WY�ISLENIQ �ISEL tAMAGAWY�
W KOTORYH BUDUT WIDNY I IH ROLX I SWQZX S KLASSI�ESKIMI ZADA�AMI� pOU�ITELXNO
RASSMOTRETX �ISLA tAMAGAWY W PROSTEJ�IH SLU�AQH�
tEOREMA �� � �Ga�k� � ��
dOKAZATELXSTWO� pUSTX dx � KALIBROWO�NAQ FORMA NA Ga� GRUPPA Ga � UNIPO�

TENTNA�

�� � � � j�kj� �
�

Y
vj�
�dx�v

Y
�

�dx��� Ga�Ak� � Ak � A�

pUSTX e�� ��� en � BAZIS KOLXCA CELYH O POLQ k I 
i 
 k� C � RAZLI�NYE POGRUVENIQ
POLQ k W POLE KOMPLEKSNYH �ISEL� �  i  n� n � �k 
 Q�� n � r� � r�� r� �
KOLI�ESTWO WE�ESTWENNYH POGRUVENIJ� r� � MNIMYH

A�k �� A��O � �
Y
vj�

kv��O	
Y
�

O��

pOSKOLXKU �dx���O�� � �� TO

� �Ga�k� � � �A�k� � � ��
Y
vj�

kv��O��

kOLXCO O POGRUVAETSQ W
Q
vj� kv DIAGONALXNYM OBRAZOM


ej � �
i�ej�� � �ej� �  i  r� � r�� �  j  n�

w PROSTRANSTWE
Q
vj� kv WWEDEM WE�ESTWENNYE KOORDINATY

Pn
j�� tj�ej � tO�KI PRO�

STRANSTWA
Q
vj� kv� U KOTORYH �  tj � �� OBRAZU�T FUNDAMENTALXNU� OBLASTX F

DLQ GRUPPY O� PO�TOMU

� �A�k� � j�kj��
�

Z
F

r�Y
i��

dzi

r��r�Y
i�r���

dxidyi � j�kj��
� j det�
i�ej��j

Z
F

dt���dtn � ��

zi �
nX
j��

ti
i�ej�� �  i  n� �

tEOREMA �� � �Gm�k� � ��
dOKAZATELXSTWO� w KA�ESTWE INWARIANTNOJ FORMY NA GRUPPEGm WOZXMEM FORMU

� � dx�x� Gm�Ak� � Ik � GRUPPA IDELEJ� w DANNOM SLU�AE W FORMULE ��� L�FUNKCIQ
ESTX DZETA�FUNKCIQ dEDEKINDA �k�s�� MNOVITELI SHODIMOSTI DLQ KAVDOGO � IME�T

WID ��� �N������� I

��Gm�k� � lim
s��

�s � ���k�s� � r����r�hR

wk
pj�kj

�

GDE n � �k 
 Q�� h � �ISLO KLASSOW IDEALOW POLQ k� R � REGULQTOR� wk � �ISLO KORNEJ
IZ EDINICY W POLE k�

� � ��Gm�k�
��j�kj��

�

Y
vj�

�v
Y
�

�
�� �

N�

���
���
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dLQ L�BOJ FUNKCII F � INTEGRIRUEMOJ NA R�� IMEEM SOOTNO�ENIE

Z
Ik�k�

F �kak�d� �a� �
Z
R�

dt

t

Z
I�
k
�k�

F �kabk�d���b� � � �Gm�k�

�Z
�

F �t�dt

t
� ��

w KA�ESTWE FUNKCII F �t� UDOBNO WZQTX te��
�t� TOGDA

�Z
�

F �t�
dt

t
�

�Z
�

e��t
�

dt � �

I MY POLU�AEM IZ �� SOOTNO�ENIE

� �Gm�k� �

Z
Ik�k�

F �kak�d� �a��

dALEE� IZ �PIMORFIZMA Ik � H�k�� GDEH�k� � GRUPPA KLASSOW IDEALOW POLQ k� SLEDUET
RAZLOVENIE NA SMEVNYE KLASSY

Ik � 
hi��aiI�k k��

pREDSTAWITELI ai MOGUT BYTX WZQTY IZ I
�
k � IZ INWARIANTNOSTI MERY tAMAGAWY TOGDA

SLEDUET RAWENSTWO

� �Gm�k� � h

Z
I�
k
k��k�

F �kak�d� �a�� ���

iME�TSQ SLEDU��IE O�EWIDNYE TOPOLOGI�ESKIE IZOMORFIZMY

I�k k��k� �� I�k �E�k� ��
�
�Y
vj�

k�v

�
A �E�k�	

Y
�

O���

oTS�DA Z
I�
k
k��k�

F �kak�d� �a� � ��Gm�k�
��j�kj� �

�

Z
�
Q

vj�
k�v��E�k�

F �kak�d����a�� ���

GDE �� �
Q
vj� �v� �a � PROEKCIQ IDELQ a � I�k NA

Q
vj� k�v� pUSTXY

vj�
kv � Rr� 	Cr� � C � R� 	 S� S � fz � C j jzj � �g�

OKRUVNOSTX Y
vj�

k�v � Rr��r�
� 	 �r�� 	 Sr� � �� � f����g�

gRUPPA E�k� ESTX PRQMOE PROIZWEDENIE SWOBODNOJ GRUPPY E��k� RANGA r� � r� � � I
GRUPPY W �k� KORNEJ IZ �� wk � jW �k�j� mERA �d��v NA k�v � R� RAWNA dx�x� MERA
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�d��v NA C� RAWNA dzd�z�z�z � dxdy��x� � y��� w POLQRNYH KOORDINATAH t� � IMEEM

RAWENSTWO dxdy � tdtd�� PO�TOMUZ
�
Q

vj�
k�v��E�k�

F �k�ak�d���a� � r����r�

wk

Z
Rr

�
�E��k�

F �t�� ��� tr�
dt���dtr
t���tr

� ���

GDE

ti � vi�ai�� k�ak �
rY
i��

vi�ai�� �a � �a�� ��� ar�� ai � kvi� r � r� � r��

nAPOMNIM� �TO vi�z� � z�z � jzj�� ESLI vi � MNIMAQ TO�KA� eSLI a � E�k�� TO k�ak �
jNk�Q�a�j � �� rASSMOTRIM GOMOMORFIZM Rr

� � R�� OPREDELQEMYJ OTOBRAVENIEM

�t�� ��� tr�� t���tr � y� qDROM SLUVIT GRUPPA� IZOMORFNAQ Rr��
� � u�ITYWAQ� �TO

�Z
�

F �y�dy

y
� ��

MY IMEEM RAWENSTWOZ
Rr

��E
��k�

F �t�� ��� tr�
dt���dtr
t���tr

�

Z
Rr��

� �E��k�

dt���dtr��
t���tr��

�

pOSLEDNIJ VE INTEGRAL� ISPOLXZUQ LOGARIFMI�ESKIJ IZOMORFIZM ti � ln ti� RAWEN
REGULQTORU R POLQ k� tAKIM OBRAZOM� INTEGRAL ��� RAWEN r�r�Rw��k I� ISPOLXZUQ
RAWENSTWA ��� I ���� IMEEM � �Gm�k� � �� �

dLQ POLNOTY KARTINY WY�ISLIM I ��Gm�k� � lims���s � ���k�s�� iMEEM �k�s� �P
a�Na��s� GDE a PROBEGAET WSE CELYE IDEALY POLQ k� OTLI�NYE OT NULQ� dLQ s  �

RQD ABSOL�TNO SHODITSQ� PO�TOMU �k�s� �
Ph

i�� �k�s� Ci�� GDE �k�s� Ci� �
P
�Na��s� a

PROBEGAET WSE CELYE IDEALY IZ FIKSIROWANNOGO KLASSA IDEALOW Ci� pUSTX ai � CE�
LYJ IDEAL W KLASSE C��i � tOGDA DLQ L�BOGO IDEALA a IZ KLASSA Ci PROIZWEDENIE aai
BUDET GLAWNYM IDEALOM ���� � � k�� oTOBRAVENIE a � ��� OPREDELQET WZAIMNO�
ODNOZNA�NOE OTOBRAVENIE MEVDU CELYMI IDEALAMI KLASSA Ci I GLAWNYMI IDEALAMI�
DELQ�IMISQ NA ai� oTS�DA

�k�s� Ci� � N �ai�
s
X
��ai

jN ���j�s� � �� �� �	�

pREDSTAWLQQ �ISLA POLQ k TO�KAMI W WE�ESTWENNOM PROSTRANSTWE Rn � R�Q k� GDE
n � �k 
 Q�� MOVNO RQD �	� ZAPISATX W WIDE RQDA PO TO�KAM RE�ETKI W Rn� KOTORYE
SODERVATSQ W NEKOTOROM KONUSE X

�k�s� Ci� � �Nai�
s
X

x�Mi�X
jN �x�j�s� ���

zDESX Mi � RE�ETKA W Rn� PREDSTAWLQ��AQ �ISLA IZ ai� X � KONUS W Rn BEZ WER�
�INY� PREDSTAWLQ��IJ SOBOJ FUNDAMENTALXNU� OBLASTX GRUPPY EDINIC E�k� POLQ
k� DEJSTWU��EJ LINEJNO UMNOVENIQMI W Rn� pRIWEDEM ZAME�ATELXNU� TEOREMU dI�
RIHLE� PODROBNOE DOKAZATELXSTWO KOTOROJ IMEETSQ W KNIGE bOREWI�A I �AFAREWI�A

����



�� w�e�wOSKRESENSKIJ

tEOREMA �� pUSTX W PROSTRANSTWE Rn ZADAN KONUS X S WER�INOJ W NA�ALE KO�
ORDINAT� NA KOTOROM OPREDELENA WE�ESTWENNAQ POLOVITELXNAQ FUNKCIQ F � WER�INA
��� ��� �� NE LEVIT W X� pUSTX� DALEE
�� F �tx� � tnF �x�� �x � X� t  ��
� TELO T � SOSTOQ�EE IZ TEH TO�EK x � X� DLQ KOTORYH F �x�  �� OGRANI�ENO I

IMEET OTLI�NYJ OT NULQ n�MERNYJ OB�EM v�T �� tOGDA DLQ L�BOJ RE�ETKI M W Rn

RQD

f�s� �
X

x�M�X

�

F �x�s

SHODITSQ PRI s  � I

lim
s����

�s � ��f�s� � v�T �

�
� ���

GDE � � OB�EM OSNOWNOGO PARALLELEPIPEDA RE�ETKI M� �
iZWESTNO� �TO W PREDSTAWLENII �� �� � POLQ k W R�Q k CELYE �ISLA OBRAZU�

�T RE�ETKU S OB�EMOM OSNOWNOGO PARALLELEPIPEDA RAWNYM �r� j�kj���� dLQ IDEALA
ai OB�EM OSNOWNOGO PARALLELEPIPEDA RAWEN �r� j�kj���N �ai�� pODOBNYE WY�ISLENIQ
BYLI PRODELANY PRI DOKAZATELXSTWE TEOREMY �� pO�TOMU IZ ��� I ��� SLEDUET� �TO

lim
s����

�s � ���k�s� Ci� � r�v�T �

j�kj��� � ���

fORMULA ��� POKAZYWAET� �TO DANNYJ PREDEL NE ZAWISIT OT KLASSA Ci� PO�TOMU

lim
s����

�s � ���k�s� � r�v�T �h

j�kj���
� ����

aNALOGI�NYE WY�ISLENIQ POKAZYWA�T� �TO v�T � � r��r�R�wk� �TIM ZAKAN�IWAETSQ
WY�ISLENIE WY�ETA FUNKCII �k�s� PRI s � ��

����� sWOJSTWA �ISEL tAMAGAWY� tEOREMY � I  POKAZYWA�T RAZUMNOSTX WWE�
DENIQ MNOVITELEJ ��G��� I j�kj�dimG�� W OPREDELENIE MERY tAMAGAWA ���� mOVNO
TOLXKO PORAZITXSQ PRONICATELXNOSTI SOZDATELEJ �TOJ TEORII� IBO �TIH MNOVITELEJ
OKAZALOSX DOSTATO�NYM DLQ TOGO� �TOBY WSQ KARTINA STALA OBOZRIMOJ� sOPOSTAWLE�
NIE G � �k�G� OPREDELQET �k KAK FUNKTOR NA KATEGORII SWQZNYH ALGEBRAI�ESKIH
k�GRUPP G SO ZNA�ENIQMI W WE�ESTWENNYH POLOVITELXNYH �ISLAH�
tEOREMA� �ISLA tAMAGAWY � �G� OBLADA�T SLEDU��IMI SWOJSTWAMI

�� � �Gm�k� � � �Ga�k� � ��
� � �G� 	k G�� � � �G��� �G���
�� �k�RF�k�G�� � �F �G��

�� � �T � � �� ESLI ��MODULX �T PROEKTIWEN�
sWOJSTWO �� UVE PROWERENO� sWOJSTWA � I �� PROWERQ�TSQ PRQMYMI WY�ISLENIQ�

MI S ISPOLXZOWANIEM SWOJSTW FUNKTORA wEJLQ RF�k� dOKAVEM ��� pUSTX SNA�ALA �T �
PERMUTACIONNYJ ��MODULX� T � SOOTWETSTWU��IJ KWAZIRAZLOVIMYJ TOR� sWOJSTWA
�� I �� POKAZYWA�T TOGDA� �TO � �T � � �� eSLI �T � PROEKTIWEN� TO ON IMEET KONE��
NYJ PORQDOK W GRUPPE PROEKTIWNYH KLASSOW� T�E� SU�ESTWUET NATURALXNOE �ISLO n
TAKOE� �TO �n �T � � �X � �Y � GDE �X I �Y � SWOBODNYE ��MODULI� A n �T � PRQMAQ SUMMA�
oTS�DA POLU�AEM IZOMORFIZM TOROW Tn 	k X � Y � sWOJSTWO � POKAZYWAET TOGDA�
�TO � �Tn� � �� I POSKOLXKU GRUPPA R� NE IMEET KRU�ENIQ� TO � �T � � �� �

����� �ISLA tAMAGAWY ALGEBRAI�ESKIH TOROW� rASSMOTRIM TO�NU� POSLE�
DOWATELXNOSTX TOROW NAD POLEM k ALGEBRAI�ESKIH �ISEL

� � T � �� T
�� T �� � �� �E�
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pUSTX L � OB�EE NORMALXNOE POLE RAZLOVENIQ KONE�NOJ STEPENI POSLEDOWATELXNOSTI
�E��
lEMMA� eSLI A � KOLXCO ADELEJ POLQ k� TO INDUCIROWANNOE OTOBRAVENIE 	 


T �A�� T ���A� OTKRYTO I INDEKS �T ���A� 
 	�T �A��T ���k�� KONE�EN�
dOKAZATELXSTWO� pUSTX S � KONE�NOE MNOVESTWO NORMIROWANIJ� SODERVA�EE WSE

BESKONE�NYE I WSE RAZWETWLENNYE NORMIROWANIQ W L� tOGDA H���v� T �Ow�� � � DLQ
wjv� v �� S I GRUPPY H��kv� T � KONE�NY DLQ WSEH v� pO�TOMU 	�T �A�� SODERVIT
PODMNOVESTWO WIDA BS 	

Q
v��S T �Ov�� BS IMEET KONE�NYJ INDEKS W

Q
v�S T �kv��

SWERH TOGO� GRUPPA T ���A��T ���k�T ���AS � � KONE�NA� �
oBOZNA�IM �EREZ � �E� SLEDU��EE OTNO�ENIE
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�

t�oNO �� PROWEL SLOVNYE WY�ISLENIQ� W REZULXTATE OBNARUVENA NEOVIDANNO PROS�
TAQ SWQZX �ISLA � �E� S RANEE WWEDENNYMI HARAKTERISTIKAMI TORA T �
wY�ISLENIE � �E�� pUSTX r � RANG GRUPPY �T� � � �T �k� WYBEREM BAZIS ��� ��� �r

GRUPPY � �T �k I PUSTX
� 
 T �A�� Rr
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pUSTX F �t� � INTEGRIRUEMAQ FUNKCIQ NA Rr
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dt �
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t���tr
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GDE dx � MERA tAMAGAWY� dy I dz � SOGLASOWANNYE MERY NA FAKTORAH� w KA�ESTWE

FUNKCII F �t� UDOBNO WZQTX FUNKCI�
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i��

tie
��t�i �
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�
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I MY IMEEM

� �T � �
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T �A��T �k�

P ���x��dT�
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GDE dT � MERA tAMAGAWY GRUPPY T � pUSTX r� r�� r�� � RANGI GRUPP � �T �k� � �T ��k� � �T ���k
SOOTWETSTWENNO� r � r� � r��� oTNO�ENIE � �E� PRINIMAET WID
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I GOMOLOGI�ESKU� POSLEDOWATELXNOSTX

� � � �T ���k � � �T �k
��� � �T ��k � H���� T ����

wYBEREM BAZISY f���� ��� ��r�g� f��� ��� �rg� f���� � ��� ���r��g GRUPP � �T ��k� � �T �k� � �T ���k TAKIM
OBRAZOM� �TOBY �i � �	����i � DLQ �  i  r��� tOGDA

����i� �
r�X
j��

cij�
�
j� r

�� � �  i  r�

I j det�cij�j � m RAWEN INDEKSU POGRUPPY ���� �T �k� W � �T ��k� pROIZWODQ TEPERX WY�IS�
LENIQ S ZAMENOJ PEREMENNYH W FORMULE ��� POLU�AEMZ

T �A��T �k�

P ���x��dT �
� �T ��
m

Z
��T �A�����T �k��

P�����	x��dT
��

I

� �E� � m

R
T ���A��T ���k�

P�����x����dT ��R
��T �A�����T �k��

P�����	x��dT ��
�

pUSTX � 
 	�T �A���	�T �k�� � T ���A��T ���k�� tOGDA Ker ��� I Cok��� KONE�NY� sTAN�
DARTNYE FORMULY INTEGRIROWANIQ DA�T RAWENSTWOZ

��T �A�����T �k��

P�����	x��dT
�� �

m�

m�

Z
T ���A��T ���k�

P�����x
����dT �� �

m�

m�
� �T ����

GDE m� � jKer ���j� m� � jCok���j� tAKIM OBRAZOM�

� �E� � m
m�

m�
� ���



bIRACIONALXNAQ GEOMETRIQ I ARIFMETIKA LINEJNYH ALGEBRAI�ESKIH GRUPP� III ��

zAJMEMSQ �ISLAMI m� I m�� pUSTX

�� 
 T �A��T �k�� T ���A��T ���k� �
GOMOMORFIZM� OPREDELQEMYJ OTOBRAVENIEM 	 
 T �A�� T ���A�� iMEEM TO�NU� POSLE�
DOWATELXNOSTX

� � Ker ����� T �A�T �k�� T ���A��T ���k�� Cok����� ��

wY�ISLQQ INDEKSY� POLU�AEM m� � jCok�V �j� m� � jCok����j� GDE V 
 T ��A� �
Ker ����� iSPOLXZUQ POSLEDOWATELXNOSTX ��� P������ ZAPI�EM KOMMUTATIWNU� DIA�
GRAMMU S TO�NYMI STROKAMI

� � T �A��T �k� � CL�T �� � � �T � � �
� �� � �� � �	

� � T ���A��T ���k� � CL�T ���� � � �T ��� � �
�

iZ NEE IMEEM TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX GOMOLOGI�ESKOJ ALGEBRY

� � Ker ����
�� Ker ����� Ker ��	�� Cok����� Cok����� Cok��	�� �

ILI

� � Cok���� Ker ��	�� Cok����� Cok����� Cok��	�� ��

wSE GRUPPY W �TOJ POSLEDOWATELXNOSTI KONE�NY I IH PORQDKI TOGDA SWQZANY SOOT�
NO�ENIEM

jCok���jjCok����jjCok��	�j � jKer ��	�jjCok����j�
zAMETIM TEPERX� �TO Ker ���� � CL�T

���� iMEEM KOMMUTATIWNU� DIAGRAMMU S TO��
NOJ STROKOJ

T ��A� �� CL�T ��� � � �T �� � �
� � � �

Ker ����

�

lEGKO WIDETX� �TO � � � � �� tAK KAK Cok��� KONE�EN I � � MONOMORFIZM� TO Cok��� I
Cok��� TAKVE KONE�NY I IMEETSQ RAWENSTWO

j� �T ��j � jCok���j � jCok���jjCok�v�j � jCok���jm��

fORMULA ��� PRINIMAET WID

� �E� �
mj� �T �jjCok����j
j� �T ��jj� �T ���j �

eSLI WWESTI OBOZNA�ENIE

j� �E�j � j� �T ��jj� �T ���j
j� �T �j �

TO

� �E� �
mjCok����j
j� �E�j �

gOMOMORFIZM �� 
 CL�T �� � CL�T ���� ESTX �ASTX DLINNOJ TO�NOJ POSLEDOWATELX�
NOSTI

CL�T �
� � CL�T

���� � H���� CL�T
���

	� H���� CL�T ���



�� w�e�wOSKRESENSKIJ

OTKUDA Cok���� � Ker ���� s DRUGOJ STORONY� IMEEM TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX

� �T �k
��� � �T ��k � H���� �T ��� 	�� H���� �T �

	�� H���� �T ���

IZ KOTOROJ� WO�PERWYH� SLEDUET� �TO Cok���� � Ker ����� A� WO�WTORYH� �TO Ker ��� �
Cok���� PO DWOJSTWENNOSTI tEJTA�nAKAQMY� tAK KAK m � jCok����j� TO

mjCok����j � jKer ����jjCok����j � jH���� �T ��jjH���� �T ���j
jH���� �T �j � jH�E�j�

pOLU�AEM ZAME�ATELXNOE SOOTNO�ENIE� OTKRYTOE t�oNO�
tEOREMA ��

� �E� �
jH�E�j
j� �E�j � � ���

zAME�ANIE��TA VE FORMULA SPRAWEDLIWA I W FUNKCIONALXNOM SLU�AE� HOTQ IME�
ETSQ NEKOTORAQ RAZNICA W RASSUVDENIQH� WYZWANNAQ OTSUTSTWIEM ARHIMEDOWYH TO�EK�
pODROBNOSTI W STATXE SAMOGO t�oNO ���sOOTNO�ENIE ��� WSKRYLO SU�ESTWOWANIE SO�
WER�ENNO NOWYH� NEIZWESTNYH RANEE ZAKONOMERNOSTEJ W ARIFMETIKE ALGEBRAI�ESKIH
GRUPP�

dLQ L�BOGO k�TORA T PUSTX

��T � � �� �T � �
� �T �j� �T �j
jH��k� �T �j �

tOGDA DLQ L�BOJ TO�NOJ POSLEDOWATELXNOSTI k�TOROW

� � T � � T � T ��� �

SPRAWEDLIWO RAWENSTWO

��T � � ��T ����T ����

�TO OZNA�AET� �TO � ESTX GOMOMORFIZM GRUPPY gROTENDIKAGr KATEGORIIC�k� ALGEB�
RAI�ESKIH k�TOROW ILI KATEGORII G�MODULEJ KONE�NOGO RANGA BEZ KRU�ENIQ W GRUPPU
R�� G � Gal �ks�k�� pEREHOD OT MODULQ �T K WEKTORNOMU PROSTRANSTWU Q� �T OPREDE�

LQET GOMOMORFIZM � 
 Gr� GrQ GRUPPY Gr W GRUPPU gROTENDIKA GrQ RACIONALX�
NYH PREDSTAWLENIJ GRUPPY G� pO TEOREME sUONA ��� GRUPPA Ker ��� KONE�NA� tAK KAK
GRUPPA R� NE IMEET KRU�ENIQ� TO � OBRA�AETSQ W � NA �LEMENTAH IZ Ker ���� eSLI
k�TORY T I T � IZOGENNY� TOQ� �T � Q� �T � I� SLEDOWATELXNO� ��T � � ��T ��� pUSTX �T
� HARAKTER PREDSTAWLENIQ GRUPPY G� OPREDELQEMYJ MODULEM �T � tAK KAK �T PRINI�
MAET CELYE ZNA�ENIQ� TO PO TEOREME aRTINA OB INDUCIROWANNYH HARAKTERAH IMEEM
SOOTNO�ENIE

�T �
X

qi�i�

GDE qi � Q� �i � HARAKTERY� INDUCIROWANNYE TRIWIALXNYMI HARAKTERAMI CIKLI�
�ESKIH PODGRUPP GRUPPY � � G�G�� GDE G� � MAKSIMALXNAQ PODGRUPPA� TRIWIALXNO
DEJSTWU��AQ NA �T � pRIWODQ NAPISANNOE RAWENSTWO K OB�EMU ZNAMENATEL�� POLU�AEM
SOOTNO�ENIE

m�T �
X

mi�i �
X

mj�j �

GDE m� mi� mj � NATURALXNYE �ISLA� kAVDYJ HARAKTER WIDA �s OPREDELQET PERMU�
TACIONNOE PREDSTAWLENIE GRUPPY �� A� SLEDOWATELXNO� I TOR RF�k�Gm� S TO�NOSTX�
DO IZOGENII� pOLU�AEM IZOGENI� TOROW NAD POLEM k

Tm 	k
Y
i

RFi�k�Gm�
mi �

Y
j

RFj�k�Gm�
mj �
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pOSKOLXKU ��RF�k�Gm�� � �� TO ��T � � �� pOLU�AEM E�E ODNU ZNAMENITU� TEOREMU

t�oNO�
tEOREMA �� pUSTX k � GLOBALXNOE POLE� T � ALGEBRAI�ESKIJ k�TOR� tOGDA

� �T � �
jH��k� �T �j
j� �T �j � � ���

e�E ODNO WAVNOE ZAME�ANIE� mY WIDELI W x�� �TO GRUPPA H��k� �T � IZOMORFNA
GRUPPE PicT � pO�TOMU SOOTNO�ENIE ��� MOVET BYTX PEREPISANO W FORME

� �T � �
jPicT j
j� �T �j � �	�

pRAWAQ �ASTX FORMULY �	� OPREDELENA DLQ L�BYH LINEJNYH ALGEBRAI�ESKIH GRUPP
G� zAMAN�IWAQ GIPOTEZA O SPRAWEDLIWOSTI RAWENSTWA �	� DLQ L�BYH SWQZNYH LINEJ�
NYH ALGEBRAI�ESKIH GRUPP OKAZALOSX WERNOJ� �TO POKAZAL sANS�K ����

tEOREMA  POKAZYWAET� �TO � �T � � RACIONALXNOE �ISLO I oNO POSTROIL PRIMER
TORA T � DLQ KOTOROGO �ISLO � �T � NE QWLQETSQ CELYM� SM� PRIMER NIVE� iSHODQ IZ
TAKOGO PRIMERA� EMU UDALOSX POSTROITX PERWYJ PRIMER POLUPROSTOJ GRUPPY G� DLQ
KOTOROJ �ISLO � �G� NE QWLQETSQ CELYM� oNO ��� �TIM BYLA OPROWERGNUTA ODNA GI�
POTEZA O �ISLAH tAMAGAWY POLUPROSTYH GRUPP� wID FORMULY �	� POKAZYWAET� �TO
�ISLO � �T � NAWERNQKA CELOE I RAWNO jPicT j� ESLI � �T � � �� tEOREMA P����	 UTWERV�
DAET� �TO �TO TAK� ESLI H��k� p�T �� � �� oTS�DA POLU�AEM
sLEDSTWIE� pUSTX T � TOR� RAS�EPLQ��IJSQ NAD METACIKLI�ESKIM RAS�IRENI�

EM L�k� tOGDA
� �T � � jH���� �T �j � jPicT j� �

pRIMER �KONSTRUKCIQ TORA� DLQ KOTOROGO �ISLO � �T � NE QWLQETSQ CE	
LYM
� pUSTX p�� p�� p	� p
 � NE�ETNYE PROSTYE �ISLA TAKIE� �TO

pi � ��mod��� i  i  ��
�
pi
pj

�
� �� i �� j� ���

GDE
�
p
q

�
� SIMWOL lEVANDRA� tAKIE �ISLA SU�ESTWU�T� NAPRIMER� �� �� ���� ���

pUSTX L � Q�
p
p��

p
p��

p
p	�

p
p
�� tOGDA GRUPPA gALUA � RAS�IRENIQ L�Q � ABE�

LEWA� TIPA ������ rASSMOTRIM TOR T � R
���
L�Q�Gm�� iZ TO�NOJ POSLEDOWATELXNOSTI

� � Z� Z���� �T � �

SLEDUET� �TO
H���� �T � � H����Z� �� ��

oTS�DA jH���� �T �j � 
� dALEE� PO TEOREME � P����
H��k� p�T �� � H	���Z��

pO FORMULE lINDONA H	���Z� � �Z�Z��� uSLOWIQ ��� POKAZYWA�T� �TO W POLE L
RAZWETWLENY TOLXKO �ISLA pi� �  i  �� I WSE GRUPPY RAZLOVENIQ �TIH TO�EK IME�T

PORQDOK � pO TEOREME P����� TOGDA A�T � � � I� SLEDOWATELXNO� � �T � � H	���Z��
oTS�DA j� �T �j � � I � �T � � �


 �
����� gRUPPA �� pUSTX P � GLOBALXNOE POLE� Ps � EGO SEPARABELXNOE ZAMYKA�

NIE� zAFIKSIRUEM Ps I BUDEM RASSMATRIWATX WSE GLOBALXNYE POLQ� LEVA�IE W Ps�
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pUSTX � � MNOVESTWO WSEH FUNKTOROW f � KAVDYJ IZ KOTORYH SOPOSTAWLQET WSQKOMU
GLOBALXNOMU POL� k � Ps FUNKCI� fk S POLOVITELXNYMI ZNA�ENIQMI NA KATEGORII
TOROW C�k�� PRI�EM WYPOLNQ�TSQ USLOWIQ

�� fk�T � � �� ESLI ��MODULX �T QWLQETSQ PROEKTIWNYM�
� fk�T 	k T �� � fk�T �fk�T ���
�� fF �Rk�F �T �� � fk�T �� ESLI F � k I RAS�IRENIE k�F SEPARABELXNO�
mNOVESTWO � OBRAZUET GRUPPU PO UMNOVENI�� OPREDELENNOMU PO FORMULE

�fg�k�T � � fk�T �gk�T ��

qSNO� �TO � � GRUPPA BEZ KRU�ENIQ�mNOVESTWO � NE PUSTO� MY WIDELI� �TO FUNKCII
�� j� j� jH��k� �T �j � h�T � LEVAT W �� wOT E�E DWE FUNKCII IZ �� �TO

fk�T � � jA�T �j

I

gk�T � � jH��k� p�T ��j�
fUNKCII �� j� j� h� f� g SWQZANY SOOTNO�ENIQMI

� � j� j � h� j� j � f � g�

bOLX�E O STROENII GRUPPY � AWTORU NI�EGO NE IZWESTNO� iMEET LI GRUPPA � KONE�NOE
�ISLO OBRAZU��IH�

����� rAZWITIE METODA�mETODY t�oNO RAZWIL sANS�K ����oN POLU�IL OBOB�E�
NIE FORMULY ��� NA L�BYE SWQZNYE REDUKTIWNYE k�GRUPPY� �TO PRIWELO K FORMULE

� �G�

� � �G��
�
jPicGj
j� �G�j � ���

GDE �G� � UNIWERSALXNAQ NAKRYWA��AQ POLUPROSTOJ �ASTI G� GRUPPY G� k NASTOQ�E�
MU WREMENI DOKAZANO� �TO � � �G� � � DLQ SWQZNYH ODNOSWQZNYH POLUPROSTYH GRUPP �G
�GIPOTEZA a�wEJLQ�� �TU GIPOTEZU WYSKAZAL a�wEJLX W KONCE PQTIDESQTYH GODOW� ON
PROWERIL EE W RQDE SLU�AEW DLQ GRUPP KLASSI�ESKOGO TIPA� wEJLX ��� rQD AWTOROW

mARS ���� lENGLENDS ���� l�J ��� DOBILISX SU�ESTWENNYH PRODWIVENIJ W DOKAZATELX�
STWE �TOJ GIPOTEZY� nAKONEC� kOTTWIC ���� OSNOWYWAQSX NA REZULXTATAH lENGLENDSA
I l�Q� PROWERIL GIPOTEZU wEJLQ DLQ WSEH ODNOSWQZNYH GRUPP KROME GRUPP TIPA E��
rEZULXTAT �ERNOUSOWA ��� SNQL �TO POSLEDNEE OGRANI�ENIE� tAKIM OBRAZOM�

� �G� �
jPicGj
j� �G�j ��

DLQ WSEH SWQZNYH ALGEBRAI�ESKIH GRUPP�mETOD sANS�KA DLQ POLUPROSTYH GRUPP DA�
ET TOLXKO OTNO�ENIE ��� I NI�EGO NE GOWORIT O �ISLE tAMAGAWY ODNOSWQZNOJ GRUPPY�
dLQ ODNOSWQZNYH GRUPP OSNOWOJ SLUVIT METOD lENGLENDSA� WY�ISLIW�IJ �ISLA tA�
MAGAWY RAZLOVIMYH POLUPROSTYH GRUPP �GRUPP �EWALLE�� rASSMOTRIM METOD lENG�
LENDSA BOLEE PODROBNO� POSKOLXKU IM PRIMENENY SOOBRAVENIQ� SOWER�ENNO OTLI�NYE
OT WSEH� ISPOLXZOWANNYH NAMI RANEE� wY�ISLENIE �ISLA tAMAGAWY DLQ GRUPP �E�
WALLE MOVNO S�ITATX KRASIWYM WWEDENIEM W GARMONI�ESKIJ ANALIZ NA POLUPROSTYH

GRUPPAH�
���� gRUPPOWYE Z	SHEMY �EWALLE� wERNEMSQ K PARAGRAFU �� pUSTX G � Z�

SHEMA �EWALLE POLUPROSTAQ I ODNOSWQZNAQ� SHEMA G QWLQETSQ GLADKOJ I REDUKCIQ
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G � �Z�pZ� NEPRIWODIMA I IMEET TOT VE TIP� �TO I G DLQ PROSTOGO p� pUSTX R �
SISTEMA KORNEJ� S � PODSISTEMA PROSTYH KORNEJ�

fH�� � � S� X�� � � Rg �

BAZIS �EWALLE ALGEBRY lI g GRUPPY G� w KA�ESTWE INWARIANTNOJ FORMY OB�EMA �
NAG WYBEREM FORMU� PRINIMA��U� NA WEKTORE �H��X� ZNA�ENIE ��� � � S� 	 � R�
fORMULY P���� POKAZYWA�T� �TO

�p�G�Zp�� � jG�Fp�jp�n� n � dimg�

�ISLA jG�Fp�j IZWESTNY� sTEJNBERG ����mETODIKA IH WY�ISLENIQ SLEDU��AQ� pUSTX
L � C�h� � ALGEBRA POLINOMIALXNYH FUNKCIJ NA ALGEBRE kARTANA h� GRUPPA wEJLQ
W � LINEJNO DEJSTWU��AQ NA h� ESTESTWENNO DEJSTWUET I NA L� pUSTX LW � ALGEBRA
INWARIANTOW� I�� ��� Il � ODNORODNYE OBRAZU��IE ALGEBRY LW � l � dimh� ai � STEPENX
MNOGO�LENA Ii� ai � � tOGDA

jG�Fp�j � pN
lY

i��

�pai � ��� N �
lX

i��

�ai � �� �

�ISLO POLOVITELXNYH KORNEJ� n � N � l� w GRUPPE ADELEJ G�A� RASSMOTRIM POD�
GRUPPU G�A�� � G�R� 	 QpG�Zp�� pOSKOLXKU G ODNOSWQZNA I RAZLOVIMA� TO W
GRUPPE G�A� SPRAWEDLIW PRINCIP SILXNOJ APPROKSIMACII� pLATONOW�rAPIN�UK ����
PO�TOMU G�A� � G�Q�G�A��� dALEE G�Q� � G�A�� � G�Z�� gRUPPA G�Z� DEJSTWU�
ET DIAGONALXNYM OBRAZOM NA G�A��� PUSTX F� � FUNDAMENTALXNAQ OBLASTX GRUPPY
G�Z� WG�R�� tOGDA F � F�	

Q
pG�Zp� ESTX FUNDAMENTALXNAQ OBLASTX GRUPPY G�Z�

W G�A��� F ESTX TAKVE FUNDAMENTALXNAQ OBLASTX GRUPPY G�Q� W G�A�� pO�TOMU

� �G� � ���F��
Y
p

�p�G�Zp�� � ���F��
lY

i��

Y
p

�� � p�ai� �

� ���G�Z� nG�R��
lY

i��

��ai�
��� ���

GDE ��s� �
P�

n�� n
�s � DZETA�FUNKCIQ rIMANA� fORMULA ��� POKAZYWAET� �TO �ISLO

tAMAGAWY � �G� BUDET IZWESTNO� ESLI UDASTSQ NEZAWISIMO WY�ISLITX OB�EM FAKTORA

G�Z� nG�R� S PLOTNOSTX� ��� iMENNO �TO I BYLO PRODELANO lENGLENDSOM W SWOEJ

IZWESTNOJ RABOTE ���� pROSLEDIM HOD EGO RASSUVDENIJ�
������iNTEGRALY gINDIKINA	kARPELEWI�A�wYBRANNYJ NAMI BAZIS�EWAL�

LE W ALGEBRE lI g OPREDELQET MAKSIMALXNYJ TOR T I MAKSIMALXNYE UNIPOTENTNYE

PODGRUPPY N� �N W GRUPPE G� �N � OPPOZICIONNAQ PODGRUPPA DLQ N � iNWARIANTNAQ
PLOTNOSTX dn NA GRUPPE N OPREDELQETSQ PO PRAWILU �dn�E���
�X�� � ��� ANALO�
GI�NO STROITSQ PLOTNOSTX d�n NA �N � nA T WYBIRAEM MERU da� �da�E � ��� ����l� GDE
�i � FUNDAMENTALXNYE WESA SISTEMY R� T�E� FORMY �i SOSTAWLQ�T BAZIS� DUALXNYJ
BAZISU H�� � � S� mERU hAARA �� NA G�R� OBOZNA�IM �EREZ �dg�� iNTEGRALXNYE
FORMULY ZAMENY PEREMENNYH� SM� hELGASON ���� POKAZYWA�T� �TOZ

G�R�

f�g��dg� �

Z
N�T� N

f�na�n� j detAd�a�j��dndad�n
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DLQ L�BOJ INTEGRIRUEMOJ FUNKCII NA G�R�� nAPOMNIM� �TO NT �N � OTKRYTAQ PO
zARISSKOMU OBLASTX W G I OTOBRAVENIE N 	T 	 �N � NT �N BIREGULQRNO� oBOZNA�IM
det�Ad�a�� �EREZ ��a�� � � HARAKTER TORA T � gRUPPA T �R� PREDSTAWIMA W WIDE PRQMOGO
PROIZWEDENIQ T �R� � AM � GDE A � SWQZNAQ KOMPONENTA EDINICY� M � KONE�NAQ
GRUPPA�

T �R� � �R��l� A � Rl
�� M � �l�� A � exp �R� �R � Q�RV ��R�

pUSTX K � MAKSIMALXNAQ KOMPAKTNAQ PODGRUPPA W G�R�� ASSOCIIROWANNAQ S R�
FORMOJ ALGEBRY g� NATQNUTOJ NA �LEMENTY

X� �X��� i�X� �X���� iH�� � � R�

dLQ KRATKOSTI INOGDA BUDEM PISATX G WMESTO G�R�� iMEEM RAZLOVENIE iWASAWY

G � NAK� zAMETIM E�E� �TO �LEMENTY m� � ���m�� OPREDELENNYE W P����� POROV�
DA�T GRUPPU wEJLQ I SWERH TOGO m� � K� pO�TOMU WSEGDA MOVNO WZQTX W KA�ESTWE
PREDSTAWITELQ m � � � W �LEMENT m � K� wYBEREM NA K INWARIANTNU� MERU dk
TAKIM OBRAZOM� �TOBY MERA WSEJ GRUPPY K RAWNQLASX �� tOGDA MOVNO ZAPISATXZ

G

f�g��dg� � c

Z
N�A�K

f�nak� j��a�j��dndadk � c

Z
G

f�g�dg� ���

GDE c � NEKOTORAQ POLOVITELXNAQ KONSTANTA� dLQ EE WY�ISLENIQ WYBEREM FUNKCI�

f NA G TAK� �TOBY f�gk� � f�g� DLQ WSEH k � K� g � G� pOSKOLXKU M � K� TO
f�gm� � f�g�� m �M � tOGDAZ

G

f�g��dg� � c

Z
N�A�K

f�nak� j��a�j��dndadk � c

Z
N�A

f�na� j��a�j��dnda�

s DRUGOJ STORONY� �n � n��n�a��n�k��n� IZ
G

f�g��dg� �

Z
N�T� N

f�na�n� j��a�j��dndad�n �
Z

N�T� N

f�nan��n�a��n�� j��a�j��dndad�n �

�

Z
N�T� N

j��aa��n��j��j��a��n��jf�naa��n��dndad�n �
Z
N

��a��n��d�n

Z
N�T

f�na�j��a�j��dnda �

� jM j
Z
N

��a��n��d�n

Z
G

f�g�dg�

tAKIM OBRAZOM� c � jM j R
N

��a��n��d�n� wYRAZIM HARAKTER � W BOLEE QWNOM WIDE� pUSTX

a � A� SU�ESTWUET EDINSTWENNYJ �LEMENT H � hR TAKOJ� �TO a � expH� bUDEM
INOGDA POLXZOWATXSQ I OBRATNYM OTOBRAVENIEM H � log a� tOGDA

��a� � det�Ad�expH�� � det�exp�adH�� � exp�tr�adH�� � exp
X
�
�

��H��

pUSTX� KAK OBY�NO� � � POLUSUMMA POLOVITELXNYH KORNEJ� iMEEM RAWENSTWA
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pOSKOLXKU OTOBRAVENIE exp 
 hR � A QWLQETSQ ANALITI�ESKIM IZOMORFIZMOM
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A c � KONSTANTA ��� P�������
pUSTX v�� n G� � OB�EM FAKTORA � n G�R� PO MERE dg� � � G�Z�� �TOT OB�EM

OTLI�AETSQ OT ISKOMOGO KONSTANTOJ c� NO MERA dg POZWOLQET ISPOLXZOWATX TONKIE

PRIEMY GARMONI�ESKOGO ANALIZA� pUSTX �f� h� � SKALQRNOE PROIZWEDENIE W PROSTRAN�
STWE L��� nG� dg�� OPREDELENNOE PO PRAWILU �f� h� � R

�nG
f�g��h�g�dg� qSNO� �TO

v�� nG� � ��� ��� �f� ����� h� � ��� ���pf� ph�� ���

GDE p � ORTOGONALXNAQ PROEKCIQ NA PROSTRANSTWO KONSTANT� lENGLENDSU UDALOSX PO�
DOBRATX FUNKCII f I h TAKIM OBRAZOM� �TO WSE TRI INTEGRALA �f� ��� ��� h�� �pf� ph�
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OKAZALISX DOSTATO�NO OBOZRIMYMI� �TO I DALO ZNA�ENIE ��� ��� tEHNIKA ZDESX O�ENX
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SODERVATSQ KONSTANTY� dLQ WY�ISLENIQ SKALQRNOGO PROIZWEDENIQ �E� ��� �� IME�
�TSQ DOSTATO�NO UDOBNYE FORMULY W TEORII SAMOSOPRQVENNYH OPERATOROW�pOSKOLX�
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fORMULA ��� POKAZYWAET� �TO ImE SOSTOIT TOLXKO IZ KONSTANT�pO�TOMU �E� ��� �� �
�p� ��� �� � �p� ��� p� ���� rAWENSTWO

� �� ����� �� � v�� nG��p� ��� p� ���

PRINIMAET WID
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zDESX SOBRANY WOEDINO SOOTNO�ENIQ ���� �	�� ����� ����� oSTALOSX PROIZWESTI SOKRA�
�ENIQ� iZWESTNO� �TO DLQ j � � KOLI�ESTWO RE�ENIJ URAWNENIQ ��H�� � j SOWPADAET
S KOLI�ESTWOM TEH NOMEROW i� DLQ KOTORYH di  j� oTS�DA KAVDOE �ISLO WSTRE�AETSQ
SREDI �ISEL f��H�� � � j �  �g STOLXKO RAZ� SKOLXKO RAZ ONO WSTRE�AETSQ SREDI
OB�EDINENIQ f��H�� j �  �� ��H��  �g I fd�� ��� dlg� GDE di� KAK I W FORMULE ���
iTAK� IMEEM SLEDU��IJ FAKT�
tEOREMA lENGLENDSA� pUSTX G � SWQZNAQ� ODNOSWQZNAQ POLUPROSTAQ Z�SHEMA

�EWALLE� � � FORMA OB�EMA� NEWYROVDENNAQ PO L�BOMU PROSTOMU MODUL�� tOGDA
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i��

��di�� � ��	�

sLEDSTWIE� dLQ UKAZANNOJ GRUPPY G �ISLO tAMAGAWY RAWNO ��
nEOBHODIMO OB�EDINITX FORMULY ��	� I ��� P������
zAME�ANIE� w SWOEJ RABOTE l�J ��� RASPROSTRANIL REZULXTATY lENGLENDSA NA

KWAZIRAZLOVIMYE REDUKTIWNYE GRUPPY� W �ASTNOSTI� ON DOKAZAL� �TO � �G� � � DLQ
L�BOJ KWAZIRAZLOVIMOJ SWQZNOJ ODNOSWQZNOJ POLUPROSTOJ GRUPPY G� �TO POZWOLILO
kOTTWICU ��� DOKAZATX� �TO � �G� � � DLQ L�BOJ ODNOSWQZNOJ GRUPPY� NE IME��EJ
FAKTOROW TIPA E�� nAKONEC� �ERNOUSOW ��� SNQL I �TO POSLEDNEE OGRANI�ENIE�

������ oB�EMY NEKOTORYH KLASSI�ESKIH FAKTOR	PROSTRANSTW� gRUPPOWAQ
Z�SHEMA SL�n� QWLQETSQ GLADKOJ I ODNOSWQZNOJ� PO FORMULE ��	� P������ IMEEM

���SL�n�Z� n SL�n�R�� � ��n���n � �������� n � �

mY WY�ISLIM SEJ�AS �TOT OB�EM BOLEE PROSTYM I ESTESTWENNYM SPOSOBOM�mETOD OS�
NOWAN NA KLASSI�ESKOJ FORMULE dIRIHLE I TO�NOM WY�ISLENII KONSTANT PRI ZAMENE

PEREMENNYH� pUSTX M �n�R�� � MNOVESTWO WSEH WE�ESTWENNYH KWADRATNYH MATRIC
PORQDKA n �  S OPREDELITELEM BOLX�IM NULQ� TOGDA SL�n�R� ESTX GIPERPOWERHNOSTX
detx � � W M �n�R��� wYBEREM W SL�n�R� SWQZNU� IZMERIMU� FUNDAMENTALXNU�
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OBLASTX D DLQ GRUPPY SL�n�R� I PUSTX X � KONUS W M �n�R�� S SE�ENIEM D�

�
�
�
�
�
�
�
�
��

��
��
��
��
��
��
��

�

T

D

�

pUSTX DALEE F �x� � �det x�n� x �M �n�R��� tOGDA PO TEOREME � P����� IMEEM

v�T � � lim
s����

�s � ��f�s�� f�s� �
X

x�M�X
�detx��ns� M �M �n�Z��

�LEMENT x � X MOVNO PREDSTAWITX W WIDE x � ty� y � D� t  �� tOGDA QSNO� �TO RQD
f�s� QWLQETSQ OBYKNOWENNYM RQDOM dIRIHLE

f�s� �
�X
m��

am
mns

�
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EDINSTWENNAQ WERHNQQ TREUGOLXNAQ MATRICA� �LEMENTY KOTOROJ PO GLAWNOJ DIAGONA�
LI POLOVITELXNYE� WY�E GLAWOJ DIAGONALI � NEOTRICATELXNYE I MENX�E �LEMENTOW
GLAWNOJ DIAGONALI TOGO VE STOLBCA� TO
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wY�ISLIM TEPERX OB�EM v�T � IZ DRUGIH SOOBRAVENIJ� pUSTX xij � STANDARTNYE KOOR�
DINATY WM �n�R�� dx��� ���dxnn � FORMA� OPREDELQ��AQ MERU lEBEGA WM �n�R�� �
� INWARIANTNAQ PLOTNOSTX NA SL�n�R� PUNKTA �����MERA FAKTORA SL�n�Z�nSL�n�R�
RAWNA ��D�� oTOBRAVENIE �t� y� � ty� y � D� � � t  � OPREDELQET GOMEOMORFIZM
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 I 	D � T� I � ��� ��� �TOBY WY�ISLITX ���dx�� � ��� dxnn� PRI �TOM OTOBRAVE�
NII� PRODOLVIM SNA�ALA OTOBRAVENIE � DO GOMOMORFIZMA GRUPP R� 	 SL�n�R� �
GL�n�R�� A ZATEM WY�ISLIM ����det x��ndx�� � �� � dxnn�� kALIBROWO�NAQ FORMA

�detx��ndx�� � �� � dxnn� QWLQETSQ INWARIANTNOJ FORMOJ NA GL�n�R�� PO�TOMU EE
POD�EM ESTX INWARIANTNAQ FORMA NA PROIZWEDENII R� 	 SL�n�R� I� SLEDOWATELXNO�

����det x��ndx�� � �� � dxnn� � �t��dt � ��
GDE � � KONSTANTA� iMEEM
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�TOBY WY�ISLITX KONSTANTU �� RASSMOTRIM KASATELXNOE PROSTRANSTWO W EDINI�NOM
�LEMENTE ��� E� K GRUPPE R�	SL�n�R� I WYBEREM W NEM BAZIS� SOSTOQ�IJ IZ EDINICY
WR I BAZISA GRUPPY CELO�ISLENNYH MATRIC SO SLEDOM NULX� zNA�ENIE FORMY OB�EMA
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��SL�n�Z� n SL�n�R�� � �������n�� �
dLQ DALXNEJ�EGO NAM PONADOBITSQ OB�EM ORTOGONALXNOJ GRUPPY OTNOSITELXNO

STANDARTNOJ PLOTNOSTI� nA LINEJNOJ GRUPPE lI G� G � GL�n�R�� LEWOINWARIANT�
NYE DIFFERENCIALXNYE FORMY MOGUT BYTX NAJDENY IZ MATRICY " � g��dg� GDE gij
� OGRANI�ENIQ KOORDINATNYH FUNKCIJ� lINEJNO NEZAWISIMYE �LEMENTY MATRICY

" � ��ij� OBRAZU�T BAZIS PROSTRANSTWA LEWOINWARIANTNYH FORM� BAZIS mAURERA�
kARTANA� nA GRUPPE O�n� BAZIS OBRAZU�T FORMY �ij� i  j� OTS�DA INWARIANTNAQ
FORMA OB�EMA IMEET WID
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gRUPPA O�n�� A TAKVE SO�n� TRANZITIWNO DEJSTWUET NA SFERE Sn��� WYBIRAQ NA
Sn�� TO�KU e� � ��� �� ��� ��� POLU�AEM STANDARTNOE PREDSTAWLENIE MNOGOOBRAZIQ Sn��

W WIDE FAKTORA SO�n��SO�n� ��� eSLI ZAPISATX FORMU �n W WIDE �n � un��� ��n���
GDE un�� � �i
��i�� TO LEGKO WIDETX� �TO un�� ESTX POD�EM RIMANOWOJ FORMY OB�EMA
S Sn�� NA SO�n� PRI OTOBRAVENII g � ge�� A OGRANI�ENIE FORMY OB�EMA ��n��
NA SO�n � �� ESTX FORMA �n��� oTS�DA DLQ OB�EMOW PO SOOTWETSTWU��IM MERAM

POLU�AEM SOOTNO�ENIE

��SO�n�� � ��SO�n � ���u�Sn����
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aijxixj � WE�ESTWENNAQ KWADRATI�NAQ FORMA OT n PEREMEN�
NYH� A � �aij� � EE MATRICA� aij � aji� pROSTRANSTWO KO�FFICIENTOW KWADRATI�NYH
FORM OT n PEREMENNYH QWLQETSQ N �MERNYM� N � �

�n�n � ��� MY WYBIRAEM KO�FFI�
CI�NTY aij S USLOWIEM i � j� tO�KU PROSTRANSTWA RN BUDEM TAKVE IMENOWATX KWAD�
RATI�NOJ FORMOJ� pUSTX P � KONUS POLOVITELXNOSTI W RN � T�E� P � MNOVESTWO WSEH
FORM f � DLQ KOTORYH f�x� � � DLQ WSEH x � RN � P � ZAMKNUTOE WYPUKLOE PODMNO�
VESTWO W RN � pOLOVITELXNO OPREDELENNYE FORMY QWLQ�TSQ WNUTRENNIMI TO�KAMI

W P � gRUPPA GL�n�R� ESTESTWENNO DEJSTWUET W PROSTRANSTWE RN � NA MATRICAH �TO
DEJSTWIE A � tgAg� nA MNOVESTWE P� POLOVITELXNO OPREDELENNYH FORM GRUPPA

GL�n�R� DEJSTWUET TRANZITIWNO� pUSTX D� � FUNDAMENTALXNAQ OBLASTX GRUPPY
GL�n�Z�� DEJSTWU��EJ W OBLASTI X � fa � P� j detA  �g� D � ZAMYKANIE OBLAS�
TI D� W P � wOPROS O WY�ISLENII OB�EMA OBLASTI D QWLQETSQ KLASSI�ESKOJ ZADA�EJ�
WPERWYE RE�ENNOJ g�mINKOWSKIM� zATEM DRUGIE METODY PREDLOVILI k�zIGELX I

b�a�wENKOW ����mY PREDLAGAEM SRAWNITELXNO �LEMENTARNYJ I WESXMA KOROTKIJ WY�
WOD FORMULY mINKOWSKOGO� pUSTX � 
 GL�n�R�� P OTOBRAVENIE� OPREDELQEMOE PO
PRAWILU ��g� � tgg� tOGDA � �KWIWARIANTNO
 ��gg�� � ��g�g� I �����g�� � O�n�g�
GDE O�n� � ORTOGONALXNAQ GRUPPA FORMY x�� � ��� x�n� iSKOMYJ OB�EM� PO OPREDELE�
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dA NE QWLQETSQ INWARIANTNOJ OTNOSITELXNO GRUPPY GL�n�R�� A ZADA�A PO SMYSLU
MULXTIPLIKATIWNAQ� iNWARIANTNOJ MEROJ NA P OTNOSITELXNO GL�n�R� BUDET MERA
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 R� 	 SL�n�R� � GL�n�R� KAK I PRI WY�ISLENII OB�EMA ���� pUSTX D�� �
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�TO SLEDUET IZ FORMUL ��� I ���� �

x��� formula minkowskogo	zigelq	tamagawy

����� bESKONE�NYE PROIZWEDENIQ� mERA tAMAGAWY SLEDU��IM OBRAZOM IS�
POLXZUETSQ PRI WY�ISLENII �ISLA KLASSOW h � h�G�M �� SM� OPREDELENIE x��� bUDEM
S�ITATX� �TO GRUPPA G SWQZNA I NE IMEET RACIONALXNYH HARAKTEROW� OPREDELENNYH
NAD POLEM OPREDELENIQ k� � �G�k � ���� w �TOM SLU�AE G�A� � G��A�� � � ��� iMEEM
RAZBIENIE NA DWOJNYE KLASSY

G�A� �
h�
i��

G�k�aiG
M�A�� ai � G�A��
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tOGDA

� �G� �
hX
i��

� �G�k� n �G�k�aiGM �A��� �
hX
i��

� �G�k� n �G�k�aiGM �A�a��i ���

POSLEDNEE W SILU INWARIANTNOSTI MERY � � pUSTX Mi � aiM� M� � M � tOGDA GRUP�
PA aiG

M �A�a��i QWLQETSQ STABILIZATOROM RE�ETKI Mi� T�E� aiGM �A�a��i � GMi�A��
iMEEM W NOWYH OBOZNA�ENIQH

� �G� �
hX
i��

� �G�k� n �G�k�GMi�A���� ���

rASSMOTRIM ODNO SLAGAEMOE � �G�k� n �G�k�GM�A���� pUSTX GM�k� � G�k� � GM �A�
� PODGRUPPA GRUPPY G�k�� SOSTOQ�AQ IZ �LEMENTOW� PEREWODQ�IH RE�ETKU M W SEBQ

�GRUPPA EDINIC RE�ETKI M �� iMEEM

G�k� n �G�k�GM�A�� � GM �k� nGM �A��

gRUPPA GM �A� PREDSTAWIMA W WIDE PRQMOGO PROIZWEDENIQ

GM �A� �
Y
vj�

G�kv� 	
Y
�

GM �k���

GDE GM�k�� � PODGRUPPA GRUPPY G�k��� PEREWODQ�AQ RE�ETKUM� � O��OM W SEBQ�
gRUPPA GM �k�� � KOMPAKTNAQ PODGRUPPA GRUPPY G�k��� pUSTX

G� �
Y
vj�

G�kv�� G
M
c �

Y
�

GM�k���

zAMETIM� �TO GRUPPY G�kv�� GM�kv�� G�� GM
c � PRODOLVENNYE EDINICAMI W NEDO�

STA��IH TO�KAH� MOVNO S�ITATX PODGRUPPAMI GRUPPY G�A�� gRUPPA G� ESTX PRO�
IZWEDENIE WE�ESTWENNYH I KOMPLEKSNYH GRUPP lI� ONA LOKALXNO KOMPAKTNA� NO NE
WSEGDA KOMPAKTNA� GRUPPA GM

c � KOMPAKTNA�

GM�A� � G� 	 GM
c � G� �GM

c � ����

pUSTX F� � FUNDAMENTALXNAQ OBLASTX DLQ GRUPPY GM�k� W G�� tOGDA F � F� 	
GM
c ESTX FUNDAMENTALXNAQ OBLASTX DLQ GRUPPY GM �k� W GM �A�� F ESTX TAKVE

FUNDAMENTALXNAQ OBLASTX DLQ G�k� W G�k�GM �A�� pO�TOMU

� �G�k� n �G�k�GM �A��� � � �F � � ���F��� �GM
c ��

zDESX �� �
Q
vj� �� � KALIBROWO�NAQ k�FORMA NA G�

� �GM
c � �

Y
�

���G
M �k����

zA S�ET INWARIANTNOSTI MERY �� IMEEM

���G
Mi�k��� � ���G

M �k���� T�E� � �GMi

c � � � �GM
c ��

tAKIM OBRAZOM�

� �G�k� n �G�k�GMi�A��� � ���G
Mi�k� nG��� �GM

c ��
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fORMULA ��� PRINIMAET WID

� �G� � � �GM
c �

hX
i��

���GMi�k� nG��� ��

�TO SOWREMENNOE TOLKOWANIE GLUBOKIH REZULXTATOW dIRIHLE� mINKOWSKOGO� zIGELQ
W TEORII ALGEBRAI�ESKIH �ISEL I KWADRATI�NYH FORM� fORMULA �� MOVET BYTX

ISPOLXZOWANA W RAZLI�NYH NAPRAWLENIQH� zNAQ � �G�� INOGDA UDAETSQ POLU�ITX SU�
�ESTWENNU� INFORMACI� O �ISLE KLASSOW h�G�M �� A W RQDE SLU�AEW UDA�NYJ WYBOR
RE�ETKI M I FORMY � DAET WOZMOVNOSTX WY�ISLITX �ISLO � �G�� KAK �TO I SDELAL
lENGLENDS�

w PRIMENENIQH FORMULY �� S UVE IZWESTNYM �ISLOM � �G�� KAK NAPRIMER W SLU�AE
ORTOGONALXNOJ GRUPPY� WOZNIKA�T� PO MENX�EJ MERE� DWE TRUDNOSTI� wO�PERWYH�
WY�ISLENIE LOKALXNYH OB�EMOW W TO�KAH PLOHOJ REDUKCII I� WO�WTORYH� WY�ISLENIE
ILI OCENKA BESKONE�NOGO PROIZWEDENIQ � �GM

c �� rASSMOTRIM PODROBNEE GRUPPU G �
SO�n��

�����mASSA RODA NE�ETNYH POLOVITELXNYH RE�ETOK� pUSTX V � LINEJNOE
PROSTRANSTWO NAD POLEM Q� n � dimV� f 
 V 	 V � Q � NEWYROVDENNAQ SIMMETRI�
�ESKAQ BILINEJNAQ FORMA� q � ASSOCIIROWANNAQ KWADRATI�NAQ FORMA

q�x� � f�x� x�� f�x� y� � q�x� y� � q�x�� q�y��

pARA �V� f� ILI �V� q� NAZYWAETSQ KWADRATI�NYMPROSTRANSTWOMNAD POLEMQ� O�V� f�
� GRUPPA AWTOMORFIZMOW PARY �V� f�� T�E� GRUPPA LINEJNYH PREOBRAZOWANIJ PRO�
STRANSTWA V � OSTAWLQ��IH FORMU f NA MESTE� rASSMOTRIM RE�ETKU M W PROSTRAN�
STWE V � ONA IMEET BAZIS e�� ��� en� rACIONALXNOE �ISLO d � det�f�ei� ej�� NE ZAWISIT
OT WYBORA BAZISA W RE�ETKE� ONO NAZYWAETSQ DISKRIMINANTOM RE�ETKI M � eSLI
f�ei� ej� � Z� TO FORMA f PRINIMAET NA M 	M CELYE ZNA�ENIQ I PARA �M� f� ILI
�M� q� NAZYWAETSQ KWADRATI�NOJ RE�ETKOJ� uDOBNO DATX NEZAWISIMOE OPREDELENIE
KWADRATI�NOJ RE�ETKI �M� f� KAK Z�MODULQ KONE�NOGO RANGA BEZ KRU�ENIQ M S NE�
WYROVDENNOJ BILINEJNOJ SIMMETRI�ESKOJ FORMOJ f 
 M 	M � Z� kONE�NO� �TOT
MODULX �M� f� LEVIT W KWADRATI�NOM PROSTRANSTWE �MQ� f�� GDE MQ � Q�M � dWE

KWADRATI�NYE RE�ETKI �M� f� I �N� h� NAZYWA�TSQ IZOMORFNYMI� ESLI SU�ESTWUET
IZOMORFIZM GRUPP � 
 M � N TAKOJ� �TO h���x�� ��y�� � f�x� y�� x� y � M � qSNO�
�TO IZOMORFNYE RE�ETKI IME�T ODINAKOWYE RANGI I DISKRIMINANTY� gRANDIOZNAQ
ZADA�A� WOSHODQ�AQ K gAUSSU� OPISATX MNOVESTWO NEIZOMORFNYH KWADRATI�NYH RE�
�ETOK DANNOGO RANGA I DISKRIMINANTA� iMEETSQ ALGORITM� POZWOLQ��IJ WYQSNITX�
KOGDA DWE KWADRATI�NYE RE�ETKI ODINAKOWOGO RANGA LEVAT W ODNOM KWADRATI�NOM

PROSTRANSTWE� dLQ �TOGO NEOBHODIMO I DOSTATO�NO� �TOBY FORMY f I h BYLI �KWI�
WALENTNYMI NAD POLEM Q� A �TO� W SWO� O�EREDX� RAWNOSILXNO SISTEME SOOTNO�ENIJ

d�f� � d�h�a�� a � Q�� �p�f� � �p�h� DLQ WSEH PROSTYH p� WKL��AQ I p ��� GDE �p �
INWARIANT hASSE� SM� sERR ���� pOSLEDNEE TREBOWANIE MOVNO SU�ESTWENNO OSLABITX�
iZ�ZA NALI�IQ FORMULY PROIZWEDENIQ DLQ SIMWOLOW hASSE DOSTATO�NO POTREBOWATX

SOWPADENIQ �p�f� I �p�h� DLQ WSEH p� KROME KAKOGO�LIBO ODNOGO�
iTAK� PRIHODIM K ZADA�E KLASSIFIKACII KWADRATI�NYH RE�ETOK� LEVA�IH W FIK�

SIROWANNOM KWADRATI�NOM PROSTRANSTWE �V� f�� pUSTXM I N � IZOMORFNYE KWADRA�
TI�NYE RE�ETKI W �V� f�� �TO OZNA�AET� �TO SU�ESTWUET IZOMORFNOE OTOBRAVENIE

� 
M � N TAKOE� �TO f���x�� ��y�� � f�x� y�� x� y �M � oTOBRAVENIE � ESTESTWENNO
PRODOLVAETSQ DO LINEJNOGO AWTOMORFIZMA PROSTRANSTWA V I WIDNO� �TO � � O�V� f��
oBRATNO� ESLI � � O�V� f� I M � KWADRATI�NAQ RE�ETKA W V � TO ��M � � SNOWA KWAD�
RATI�NAQ RE�ETKA W V I M I ��M � IZOMORFNY� tAKIM OBRAZOM� KLASSY IZOMORFNYH
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KWADRATI�NYH RE�ETOK W KWADRATI�NOM PROSTRANSTWE �V� f� SOWPADA�T S ORBITA�
MI ORTOGONALXNOJ GRUPPY G � O�V� f�� DEJSTWU��EJ NA MNOVESTWE KWADRATI�NYH

RE�ETOK� kLASS RE�ETOK� IZOMORFNYH DANNOJ RE�ETKE M � OBOZNA�IM cls�M �� nA
MNOVESTWE RE�ETOK PROSTRANSTWA V DEJSTWUET I ADELXNAQ GRUPPA G�A� I RAZBIWAET
EGO NA ORBITY� NAZYWAEMYE RODAMI RE�ETOK� sOWOKUPNOSTX RE�ETOK PROSTRANSTWA
V � LEVA�IH W ODNOM RODE S RE�ETKOJM � OBOZNA�IM �EREZ gen�M �� iZWESTNO� �TO ROD
SOSTOIT IZ KONE�NOGO �ISLA KLASSOW� bORELX ���� rAZBIENIE RODA RE�ETKI M NA KLAS�
SY OTNOSITELXNO GRUPPY G�Q� SOOTWETSTWUET RAZBIENI� GRUPPY G�A� NA DWOJNYE
KLASSY SMEVNOSTI G�Q� n G�A��GM �A�� rASSMOTRIM TEPERX �ASTNYJ� NO WAVNYJ
SLU�AJ UNIMODULQRNYH RE�ETOK� kWADRATI�NAQ RE�ETKA �M� q� QWLQETSQ UNIMODU�
LQRNOJ� ESLI d�M � � ��� rE�ETKA NAZYWAETSQ OPREDELENNOJ� ESLI q � POLOVITELXNO
ILI OTRICATELXNO OPREDELENNAQ KWADRATI�NAQ FORMA�W PROTIWNOM SLU�AE RE�ETKA

NAZYWAETSQ NEOPREDELENNOJ� rE�ETKAM NAZYWAETSQ �ETNOJ� ESLI q�x� � Z DLQ WSEH
x �M � W PROTIWNOM SLU�AE � NE�ETNOJ� oBSTOQTELXNOE ISSLEDOWANIE NEOPREDELENNYH
RE�ETOK PROWEDENO W KNIGE sERRA ����

pUSTX �M� q� � POLOVITELXNO OPREDELENNAQ UNIMODULQRNAQ RE�ETKA RANGA n�
TOGDA d�M � � �� iZ LOKALXNOJ TEORII RE�ETOK SLEDUET� �TO �p�q� � � DLQ WSEH

p ��  I ���q� � �� o#mIRA ���� tOGDA ���q� � � I� SLEDOWATELXNO� PROSTRANSTWO
V � Q �M OBLADAET ORTONORMIROWANNYM BAZISOM e�� ��� en� OTNOSITELXNO KOTOROGO
q�x� � x�� � �� � x�n� x �

Pn
i�� xiei� w TEORII KWADRATI�NYH PROSTRANSTW PRINQTY

SLEDU��IE OBOZNA�ENIQ� pUSTX r�� ��� rn � ORTOGONALXNYJ BAZIS PROSTRANSTWA �V� f��
PRI�EM f�ri� ri� � �i� �TO ZAPISYWA�T W WIDE

V �� ��  � �� � � �n  �

w SLU�AE NALI�IQ ORTONORMIROWANNOGO BAZISA
 V �� �  ���� � � � aNALOGI�NYE
OBOZNA�ENIQ I DLQ RE�ETOK� iTAK� WSE OPREDELENNYE UNIMODULQRNYE RE�ETKI RANGA
n LEVAT W PROSTRANSTWE � �  ����� �  NAD POLEM Q� oKAZYWAETSQ� WSE UNIMODU�
LQRNYE RE�ETKI PROSTRANSTWA � �  ���� � �  LEVAT LIBO W ODNOM RODE� LIBO W
DWUH� bOLEE TO�NO W KNIGE o#mIRA IMEETSQ SLEDU��EE UTWERVDENIE� POLU�ENNOE IZ
LOKALXNYH HARAKTERISTIK�
tEOREMA �� pUSTX In � RE�ETKA � �  ���� � � � tOGDA WSE UNIMODULQRNYE

POLOVITELXNYE RE�ETKI RANGA n �� ��mod�� LEVAT W ODNOM RODE RE�ETKI In� eSLI
n � ��mod��� TO WSE UNIMODULQRNYE RE�ETKI PROSTRANSTWA Q� In RAZBIWA�TSQ NA
DWA RODA
 gen�In� I gen�Ek

� �� GDE E� � EDINSTWENNAQ �ETNAQ UNIMODULQRNAQ RE�ET�
KA RANGA �� Ek

� � ORTOGONALXNAQ SUMMA� pRINADLEVNOSTX RE�ETKI M RODU WPOLNE

OPREDELQETSQ �KOMPONENTOJ Z� �M� �
rASSMOTRIM ROD gen�In�� ON SODERVIT WSE NEIZOMORFNYE UNIMODULQRNYE NE�ET�

NYE POLOVITELXNYE RE�ETKI RANGA n� pUSTX M�� ���Mh � PREDSTAWITELI RAZLI�NYH
KLASSOW SOBSTWENNOJ �KWIWALENTNOSTI�M� � In� w ORTONORMIROWANNOM BAZISE GRUPPA
SO�In� IMEET STANDARTNYJ WID

tgg � e� g � �gij�� det g � �� �  i� j  n�

�LEMENTY gij POROVDA�T KOORDINATNOE KOLXCO Z�GRUPPOWOJ SHEMY SO�n�� GRUPPA
GM
c IZ FORMULY �� PRINIMAET WID

GM
c �

Y
p

SO�n�Zp�� M � In�

pOSKOLXKU BESKONE�NAQ TO�KA TOLXKO ODNA� TO SO�n�� � SO�n�R� � KOMPAKTNAQ
WE�ESTWENNAQ GRUPPA lI� GRUPPA SO�n�Z� � O��In� KONE�NA I EE PORQDOK RAWEN
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n�n��� zAMETIM� �TO jO�In�j � n�n� iNWARIANTNAQ PLOTNOSTX � NA GRUPPE SO�n�
WYBIRAETSQ KAK I FORMULE ��� P������ OB�EM ���SO�n�R�� WY�ISLEN TAMVE� gRUPPA
GMi�Q�� SOSTOQ�AQ IZ WSEH �LEMENTOW GRUPPY SO�n�Q�� SOHRANQ��IH RE�ETKU Mi�
QWLQETSQ KONE�NOJ� OBOZNA�IM EE O��Mi�� tOGDA

���O��Mi� n SO�n�R�� � jO��Mi�j�����SO�n�R���

dALEE� � �SO�n�� � � PO�TOMU FORMULA �� PRINIMAET WID

hX
i��

�

jO��Mi�j � ���SO�n�R��
��Y

p

�p�SO�n�Zp��
��� ���

lEWAQ �ASTX RAWENSTWA ��� NAZYWAETSQ MASSOJ RODA KWADRATI�NYH RE�ETOK� OBOZNA�
�IM EE W �n�� dLQ WY�ISLENIQ W �n� OSTALOSX WY�ISLITX LOKALXNYE MNOVITELI I
PROIZWEDENIE W PRAWOJ �ASTI RAWENSTWA ���� dLQ NAHOVDENIQ LOKALXNYH OB�EMOW

WOSPOLXZUEMSQ FORMULAMI P����� aLGEBRA lI so�n� GRUPPY SO�n� SOSTOIT IZ KO�
SOSIMMETRI�ESKIH MATRIC� dim so�n� � �

�n�n � ��� gRUPPOWAQ Z�SHEMA SO�n� IMEET
HORO�U� REDUKCI� DLQ WSEH p  � PO�TOMU ESTESTWENNOE OTOBRAVENIE SO�n�Zp��
SO�n�Fp� QWLQETSQ �PIMORFIZMOM� A EGO QDRO ESTX KONGRU�NC�PODGRUPPA SO����n�Zp��
GDE p  � �KSPONENTA OPREDELQET ANALITI�ESKIJ GOMEOMORFIZM MEVDU GRUPPOJ

SO����n�Zp� I RE�ETKOJ pso�n�Zp�� TOGDA FORMULA OB�EMA P���� PRINIMAET WID

�p�SO�n�� � jSO�n�Fp�jp�
n�n���

� � ���

�ISLO jSO�n�Fp�j DLQ p   WY�ISLQETSQ PO FORMULAM

jSO�m � ��Fp�j � �p�m � ��p�m���p�m�� � �����p� � ��p�
jSO�m�Fp�j � �p�m�� � ��p�pm����p�m�� � ��p�m�	���p� � ��p�

GDE ��p� � �m
 �p�� �
�a� � ����
a��
� � a � NE�ETNO� �
�� � �� �TI FORMULY IME�TSQ W

KNIGE dXEDONNE ����s U�ETOM �TIH ZNA�ENIJ FORMULU ��� UDOBNO PEREPISATX OTDELXNO
DLQ �ETNYH I NE�ETNYH ZNA�ENIJ

�p�SO�m � ��� �
mY
a��

��� p��a��

�p�SO�m�� � ��� �m
 �p�p
�m�

m��Y
a��

��� p��a��

nAPOMNIM� �TO WSE �TI FORMULY SPRAWEDLIWY DLQ p  � �TI FORMULY POZWOLQ�T

NAPISATX QWNYE FORMULY DLQ OTNO�ENIJ �v�SO�n����v�SO�n � ��� I MY POLU�AEM

REKURRENTNOE SOOTNO�ENIE DLQ WSEH W �n�

W �m � ��

W �m � �� �
�m � �
�m�	m

���SO�m � ���
���SO�m � ���

jB�mj� m � �

W �m�

W �m � �� �
m � �
�m

���SO�m � ���
���SO�m��

jBmj� m� ��ETNO� m � �

W �m�

W �m� �� �
�m � ���
�m

���SO�m � ���
���SO�m��

jL�m��
�j� m � NE�ETNO� m � ��
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zDESX Bn � �ISLA bERNULLI

t
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�X
n��

Bn
n�

tn�

zNA�ENIE L�m��
� WY�ISLQETSQ S ISPOLXZOWANIEM FUNKCIONALXNOGO URAWNENIQ DLQ

L�FUNKCIJ I IMEET WID

L�m��
� � ��
�m��
m

m�m
Bm��� �

�ISLA Bm��� WYRAVA�TSQ �EREZ �ISLA �JLERA En SLEDU��IM OBRAZOM


Bm��� � �mEm��


�

GDE

�

cht
�

�X
n��

En
n�

tn�

pO�TOMU POSLEDNEE OTNO�ENIE PRINIMAET WID

W �m�

W �m� �� �
���SO�m � ���
m�����SO�m��

jEm��j� m � NE�ETNO� m � ��

dLQ WY�ISLENIQ MERY ���SO�n�� POLEZNO IZU�ITX DEJSTWIE GRUPPY O�n�Z�� NA SFE�
RE Sn���Z��� zAMETIM� �TO IZ TEOREMY wITTA DLQ KWADRATI�NYH MODULEJ NAD LO�
KALXNYM KOLXCOM SLEDUET� �TO GRUPPA O�n�Zp� DEJSTWUET TRANZITIWNO NA SFERE

Sn���Zp� DLQ p  � eSLI n �� ��mod��� TO GRUPPA O�n�Z�� TAKVE DEJSTWUET TRANZI�
TIWNO NA SFERE Sn���Z��� eSLI VE n � ��mod��� TO SFERA Sn���Z�� RASPADAETSQ NA
DWE ORBITY GRUPPY O�n�Z��� wOSKRESENSKIJ ���� dOWOLXNO UTOMITELXNYE WY�ISLE�
NIQ� PRODELANNYE W �TOJ RABOTE� PRIWODQT K SLEDU��IM FORMULAM

tEOREMA ��

A�W �m � �� �
m � �

m��m
jB���B�mj� m � � � ���mod���

B�W �m� �� �
m � �
m��m

jB���B�mj� m� � � ���mod���

W�W �m� �
�m � ���m�� � ��

m��m��
jBmjjB���B�m��j� m � ��mod���

G�W �m� �
�

�m � ����m jEm��jjB���B�mj� m � ��mod���

D�W �m� �
�m � ���m�� � ��

m��m��
jBmjjB���B�m��j� m � ��mod��� �
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pUSTX G�In� � MNOVESTWO WSEH NE�KWIWALENTNYH RE�ETOK W RODE RE�ETKI In�
nAPOMNIM� �TO

W �n� �
X

M�G�In�

�

jO��M �j �

fORMULY TEOREMY  POZWOLQ�T LEGKO WY�ISLITX �ISLO W �n� DLQ NEBOLX�IH n� �TO
DAET WOZMOVNOSTX NAJTI G�In� I h�n�� iMEEM W �n� � �n�n����� DLQ �  n  ��
pOSKOLXKU jO��In�j � n�n��� TO G�In� � fIng DLQ n  �� dALEE IMEEM SLEDU��U�

TABLI�KU

n W �n� G�In� h�n�
� ������ � � � � I�� I��E� 
�� ������ � � I��� I��E� 
�� �������� � �� I��� I	�E� 
� ������� � � I��� I
�E����� �
�� 	�������� � � � � I�	� I��E�� I����� �

rE�ETKA �n POROVDENA W PROSTRANSTWE V S ORTONORMIROWANNYM BAZISOM e�� ��� en�
WEKTORAMI ei� ej I WEKTOROM

�
��e�� ��� en�� dLQ n � �k ONA UNIMODULQRNA� w RABOTE

kONWEQ I sLO�NA ��� WY�ISLENIQ DOWEDENY DO n  ��
����� mASSA RODA �ETNYH POLOVITELXNYH UNIMODULQRNYH RE�ETOK�

pUSTXM � �ETNAQ POLOVITELXNAQ UNIMODULQRNAQ RE�ETKA� tAKIE RE�ETKI SU�EST�
WU�T TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA RANG RE�ETKI DELITSQ NA �� w KA�ESTWE PREDSTA�
WITELQ RODA MOVNO WZQTX RE�ETKU Ek

� RANGA �k� rE�ETKA I��Ek
� � NE�ETNAQ I LEVIT

W RODE RE�ETKI I�k��� w �ASTNOSTI� Z� � I�k�� �� Z� � �I��Ek
� �� iMENNO �TO OBSTOQ�

TELXSTWO I QWILOSX PRI�INOJ SU�ESTWOWANIQ WTOROJ ORBITY NA SFERE S�k�Z��� pUSTX
u � S�k�Z�� � �LEMENT WTOROJ ORBITY GRUPPY SO��k���Z��� DEJSTWU��EJ NA SFERE
S�k�Z��� sTABILIZATOROM TO�KI u QWLQETSQ GRUPPA� SOPRQVENNAQ S O��Ek

� �Z��� tE
VE RASSUVDENIQ� �TO I PRI WYWODE TEOREMY � PRIWODQT K SOOTNO�ENI�

���SO��k � ���

���O��Ek
� �Z���

�
t��k�

�
k��
�

GDE t��k� � PORQDOK ORBITY TO�KI u NA S�k�Z��Z�� �ISLO t��k� FAKTI�ESKI WY�ISLENO
PRI POLU�ENII FORMUL TEOREMY � ONO RAWNO ��k��� bESKONE�NOE PROIZWEDENIEW �Ek

� �
OTLI�AETSQ OT W ��k� TOLXKO W TO�KE p � � pO�TOMU

W �Ek
� � � W ��k�

���SO��k��

�k�����SO��k � ���
�W ��k�



�
k � ���
k��� �� �

iSPOLXZUQ TEPERX TEOREMU � POLU�AEM QWNU� FORMULU

W �Ek
� � � 

���k���k�����jB
kjjB���B�k��j�
����� sUMMY KWADRATOW� tEORIQ MERY POZWOLQET �LEGANTNO NAPISATX FORMU�

LY DLQ �ISLA CELYH RE�ENIJ NEKOTORYH KWADRATI�NYH URAWNENIJ OT MNOGIH PE�
REMENNYH� pUSTX �V� f� � KWADRATI�NOE PROSTRANSTWO NAD POLEM Q RAZMERNOSTI

n � � G � SO�f� � SPECIALXNAQ ORTOGONALXNAQ GRUPPA IZOMETRIJ PROSTRANSTWA
V � iZ TEOREMY wITTA SLEDUET� �TO DWE TO�KI x� y � V LEVAT NA ODNOJ ORBITE GRUP�
PY G�Q� TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA q�x� � q�y�� q�x� � f�x� x�� bUDEM S�ITATX�
�TO FORMA q POLOVITELXNO OPREDELENA� tOGDA URAWNENIE q�x� � a IMEET TOLXKO KO�
NE�NOE �ISLO RE�ENIJ� KOGDA x PROBEGAET RE�ETKUM� M � V � �TO �ISLO OBOZNA�IM
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rM�a�� pUSTX Sa � MNOGOOBRAZIE NAD Q� OPREDELENNOE URAWNENIEM q�x� � a� a � Q�
eSLI Sa�Q� � NEPUSTO� TO Sa�Q� � ODNORODNOE PROSTRANSTWO GRUPPY G�Q�� PUSTX H
� STABILIZATOR TO�KI x� � Sa�Q�� iMEEM

Sa � G�H� Sa�Q� � G�Q��H�Q�� Sa�A� � G�A��H�A��

GDE A � KOLXCO ADELEJ POLQ Q� wYBIRAQ SOGLASOWANNYE INWARIANTNYE MERY hAARA

NA G� H I Sa� IMEEM SOOTNO�ENIEZ
G�A��H�Q�

F �g�dg �

Z
G�A��H�A�

ds

Z
H�A��H�Q�

F �gh�dh �

�

Z
G�A��G�Q�

dg
X

	�G�Q��H�Q�

F �g�� ���

DLQ L�BOJ FUNKCII F � L��G�A��H�Q��� nA G IH BUDEM WYBIRATX MERY tAMAGAWY�
pUSTX TEPERX � � PODHODQ�AQ FUNKCIQ NA V �Q A I F �g� � ��gx��� tOGDA ���
PRINIMAET WID

� �H�

Z
Sa�A�

��s�ds �

Z
G�A��G�Q�

dg
X

x�Sa�Q�

��gx�� ��

w KA�ESTWE � WYBEREM HARAKTERISTI�ESKU� FUNKCI� MNOVESTWA

�V �Q R�	
Y
p

�M � Zp� W V �Q A�

pUSTXM�� ���Mh � PREDSTAWITELI KLASSOW W RODE RE�ETKI M� ri�a� � �ISLO PREDSTAW�
LENIJ �ISLA a �LEMENTAMI RE�ETKI Mi� pRI TAKOM WYBORE �� U�ITYWAQ� �TO FORMA
q POLOVITELXNO OPREDELENA� IMEEM

� �H�ds��Sa�R��
Y
p

dsp�Sa�Zp�� �
hX
i��

r�a�

Z
GMi �A�G�Q��G�Q�

dg�

G�A� �
h�
i��

GM �A�aiG�Q�� Mi � aiM�

sOOTNO�ENIE �� P����� POKAZYWAET� �TO

� �GMi�A�G�Q��G�Q�� � ���G�R��O��Mi��� �G
M
c � �

�



jO��Mi�j

hX
i��

�

jO��Mi�j

���
� �G��

u�ITYWAQ� �TO � �G� � � FORMULA �� PRINIMAET WID

�ds��Sa�R��
Y
p

dsp�Sa�Zp�� �
hX
i��

ri�a�wi� ���



�� w�e�wOSKRESENSKIJ

GDE

wi � jO��Mi�j���
hX
i��

jO��Mi�j���

� � � PRI n � �� � � �� PRI n � �
wOZXMEM W KA�ESTWE M RE�ETKU In �� �  ���� � � � tOGDA rM�a� ESTX KOLI�

�ESTWO PREDSTAWLENIJ �ISLA a SUMMOJ n KWADRATOW� pOSKOLXKU h � � DLQ   n  ��
TO DLQ �TIH n IZ ��� IMEEM FORMULU

rM �a� � �ds�Sa�R�
Y
p

dsp�Sa�Zp��� ���

zAJMEMSQ WY�ISLENIEM LOKALXNYH MNOVITELEJ W FORMULE ���� pUSTX � 
 An � A� �
OTOBRAVENIE� ZADAWAEMOE W KOORDINATAH x�� ��� xn PRAWILOM ��x�� ��� xn� � x��� ���x

�
n�

oTOBRAVENIE � �KWIWARIANTNO OTNOSITELXNO GRUPPY SO�n� �NA A� GRUPPA SO�n�
DEJSTWUET TRIWIALXNO�� FORMY dx� � ��� dxn NA An I dt NA A� TAKVE INWARIANTNY

OTNOSITELXNO SO�n�� fORMA ���dt� RAWNA d�x�� � ��� x�n�� wOZXMEM �n� ���FORMU ds
NA An TAKIM OBRAZOM� �TOBY WYPOLNQLOSX RAWENSTWO

dx� � ��� dxn � d�x�� � ��� x�n� � ds�

tOGDA OGRANI�ENIE ds NA Sa BUDET INWARIANTNOJ FORMOJ NA Sa� pUSTX U � MALAQ
OKRESTNOSTX TO�KI a W R ILI Qp� tOGDA IMEEM DLQ PODHODQ�EJ FUNKCII f SOOTNO�
�ENIE Z

����U�

f jdx���dxnjv �
Z
U

jdtjv
Z
Sb

f jdsjv� b � U�

w SLU�AE POLQ R FUNKCI� f MOVNO WZQTX POSTOQNNOJ� RAWNOJ �� W SLU�AE POLQ Qp

W KA�ESTWE f NUVNO WZQTX HARAKTERISTI�ESKU� FUNKCI� RE�ETKI Znp W Q
n
p � w OBOIH

SLU�AQH WIDIM� �TO

A�ds��Sa�R�� � lim
U�a

mes������U ���mes��U ��

B�dsp�Sa�Zp�� � lim
U�a

mesp��
���U ���mesp�U ��

w SLU�AE A� PUSTX U ESTX PROMEVUTOK ��� y�� tOGDA mes������U �� ESTX OB�EM n�

MERNOGO �ARA RADIUSA
p
y� KOTORYJ RAWEN �n���

�
n
� � �

��
yn��� pO�TOMU

ds��Sa� �
d

dy

�
�n��

��n� � ��
yn��

�
y�a

�
�n��

��n��
a
n
����

w SLU�AE B� MALAQ OKRESTNOSTX TO�KI a OZNA�AET MNOVESTWO �ISEL x � Zp TAKIH�
�TO x � a�modpk�� oBOZNA�IM EGO SIMWOLOM U �a� k�� mespU �a� k� � p�k� mNOVESTWO
����U �a� k�� IMEET WID

fx � Znp j x�� � ��� x�n � a�modpk�g�

PUSTX

Sa�Z�p
kZ� � fx � �Z�pkZ� j x�� � ��� x�n � a�modpk�g�
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dALEE� OBOZNA�IM SIMWOLOM �Sa�Z�pkZ� OBRAZ MNOVESTWA ����U �a� k�� W Sa�Z�pkZ�
PRI REDUKCII PO MODUL� pk� zAMETIM� �TO DLQ p   MNOVESTWA �Sa�Z�pkZ� I Sa�Z�pkZ�
SOWPADA�T� tAKIM OBRAZOM�

mesp��
���U �a� k��� � j�Sa�Z�pkZ�jp�nk�

OTKUDA

dsp�Sa�Zp�� � lim
k��

j �Sa�Z�pkZ�jp��n���k�

fORMULY DLQ WY�ISLENIQ �ISLA jSa�Z�pZ�j HORO�O IZWESTNY� oNI PRIWEDENY� NA�
PRIMER� W KNIGE bURBAKI ��� I IME�T WID

I� Sa � Sn��a � n � m� p  �

jSn��� �Z�pZ�j � pn�� � pm � pm��� ESLI ����m NE KWADRAT�

jSn��� �Z�pZ�j � pn�� � pm � pm��� ESLI ����m KWADRAT�

jSn��a �Z�pZ�j � pn�� � pm��� �a� p� � �� ����m NE KWADRAT�

jSn��a �Z�pZ�j � pn�� � pm��� �a� p� � �� ����m KWADRAT�

II� n � m � �� p  �

jSn��� �Z�pZ�j � pn���

jSn��a �Z�pZ�j � pn�� � pm � p�m � pm� ESLI ����ma NE KWADRAT�

jSn��a �Z�pZ�j � pn�� � pm � p�m � pm� ESLI ����ma KWADRAT�

�ISLA jSn��a �Z�pkZ�j WY�ISLQ�TSQ INDUKTIWNO� nAIBOLEE TRUDOEMKIE WY�ISLE�
NIQ PRI p � � pODROBNYE WY�ISLENIQ p�ADI�ESKOJ PLOTNOSTI DLQ n � m PRIWEDENY

W KNIGE mILNORA I hX�ZMOLLERA ����aNALOGI�NYE RAS�ETY DLQ NE�ETNYH n PRIWODQT
K SLEDU��IM SOOTNO�ENIQM�
tEOREMA� iMEEM SLEDU��IE FORMULY p�ADI�ESKOJ PLOTNOSTI


A� R  � a � pvu� �u� p� � �� TOGDA

dsp�S
n��
pvu �Zp� �

�
�� �r

p

�
�� � �r � ��� ��r�v�� n � m�

dsp�S
n��
pvu �Zp� � ��� p��m��� � x� ��� x��� n � m � �� v � 	 � �� x � p���m�

dsp�S
n��
pvu �Zp� � ��� p��m��� � x� ��� x��� � x���� �

�
u

p

�
p�m�����

n � m� �� v � 	� � �
�
��
p

�m
� r � p��m�

B� R � � TOGDA

ds��Sn��a �Z�� � 	�	n jSn��a �Z��Z�j� ESLI a �� ��mod���



�	 w�e�wOSKRESENSKIJ

ds��S
n��
�vu �Z�� � 

	�	n � jSn��� �Z��Z�j � �n����� � ��n � ��� ���n��t�����

�	�	n � ���n�t jSn���u �Z��Z�� ESLI v � NE�ETNO� v � �� t � v��
� �

ds��S
n��
�vu �Z�� � 

	�	n � jSn��� �Z��Z�j � �n����� � ��n � ��� ���n��t�����

�	�	n � ���n��t��� � jSn��
u �Z��Z�j � �n��� � 	�	n � ���n�t jSn��u �Z��Z�j�

ESLI v � �ETNO� v � � t � v�� �
�ISLO jSn��a �Z��Z�j MOVET BYTX WY�ISLENO PO FORMULAM

jSn��a �Z��Z�j � 	n�	 �  �n� �� cos
��
�
�a� n�

�
� ESLI a �� n�mod���

jSn��a �Z��Z�j � 	n�	�  �n� �� cos
��
�
�a� n�

�
� ���� a�n� �n��� ESLI a � n�mod���

KOTORYE PRIWEDENY W KNIGE mILNORA I hX�ZMOLLERA ����
fORMULY DANNOJ TEOREMY POZWOLQ�T PREOBRAZOWATX PRAWU� �ASTX SOOTNO�ENIQ

��� K KONE�NOMU WIDU� dLQ RE�ETKI M � In WWEDEM OBOZNA�ENIE rn�a� WMESTO rM�a��
iMEEM SLEDU��IE TO�NYE FORMULY� POLU�ENNYE RAZNYMI MATEMATIKAMI W RAZNOE
WREMQ�

����� sUMMA DWUH KWADRATOW� w FORMULE ��� P����� W DANNOM SLU�AE IMEEM

� � ��� ds��S�a�R�� � �� dsp�S�a�Zp�� � ��� �
�p�p����� � �
�p� � ��� �
�p�v�� ESLI
p  � pvja� pv�� � ja�

ds��S
�
a�Z��� � ds��S

�
�vu�Z��� �

�
� ESLI u � ��mod���
�� ESLI u � ��mod���

iMEEM DLQ a � vu� u � ��mod��� FORMULU r��a� � �
Q
p��� �
�p�p���	Q

pj
�� � �
�p� � ��� �
�p�vp�� iZWESTNO� �TO

Y
p

�
�� �
�p�

p

�
� L��� �
�

�� �
�

�
�

tAKIM OBRAZOM�

r��a� � �
Y
pju
�� � �
�p� � ��� �
�p�

vp� � �
X
dju

�
�d� � �
X
dja

�
�d��

����� sUMMA �ETYREH KWADRATOW� dLQ a � pvu IMEEM

dsp�S
	
a�Zp�� �

�
�� �

p�

��
� �

�

p
� ���

�

pv

�
� p  �

ds��S
	
a�Z��� �

�
� � �v� v  ��
�� v � ��

ds��S	a�R�� � ��a�

pO�TOMU DLQ a � vb� v  � IMEEM

r
�a� � ��
�a � �v

Y
p
�

�
�� �

p�

�Y
pjb

�
� �

�

p
� ���

�

pvp

�
�
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�
���a

������ ���v
Y
pjb

�
� �

�

p
� ���

�

pvp

�
� �

X
djb

d�

w SLU�AE� KOGDA a � b � NE�ETNO� PRAWU� �ASTX NUVNO RAZDELITX NA �� oTS�DA
WYTEKAET FORMULA qKOBI

r
�a� �

�
�
P

dja d� ESLI a � NE�ETNO�

�
P

djb d� ESLI a � vb� �b� � � ��

����� sUMMA �ESTI KWADRATOW� w �TOM SLU�AE DLQ a � vu IMEEM

ds��S
�
a�Z��� � ��

�
�u�

�v��
�

dsp�S
�
a�Zp�� �

�
�� �
�p�

p	

��
� �

�
�p�

p�
� ���

�
�p�vp

p�vp

�
� p  �

ds��S�a�R�� �
�	a�


�

r��a� �
�	a�



�
�� �
�u�

�v��

�Y
p

�
�� �
�p�

p	

��
� �

�
�p�

p�
� ���

�
�p�vp

p�vp

�
�

Y
p

�
�� �
�p�

p	

�
� L��� �
�

�� �
�

�	
�

iZ �TIH SOOTNO�ENIJ IMEEM

r��a� � ���
v�� � �
�u��

X
dju

�


�u
d

�
d��

����� sUMMA WOSXMI KWADRATOW�

ds��S
�
a�Z��� � � �

�

	
� ���

�

	�v���
� �

	v
� a � vu�

dsp�S
�
a�Zp�� �

�
�� �

p


��
� �

�

p	
� ���

�

p	vp

�
� a � pvpup� p  �

ds��S�a�R�� �
�
a	

	
�

r��a� �
�


	
������

�
�� �




���X
dja

�d	 � �	
X
dja

�d	�

zNAK MINUS PRI d	 BERETSQ TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA d � a � NE�ETNO� tAKIM
OBRAZOM� IMEEM FORMULU qKOBI

r��a� � �	
X
dja
����d�ad	�

���� sUMMA TREH KWADRATOW� w �TOM SLU�AE

ds��S�a�R�� � �
p
a�
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dsp�S
�
a�Zp�� � � �

�
�a
p

�
p��� ESLI �a� p� � �� p  �

r	�a� � �
p
a
Y
p	j�a

�
� �

�
�a
p

�
p��
�Y
pj�a

dsp�S
�
a�Zp�� �

� �
p
a
Y
p	j�a

�
�� �

p�

�Y
p 	j�a

�
��

�
�a
p

�
p��
���Y

pj�a
dsp�S

�
a�Zp���

pUSTX k�a� � SWOBODNOE OT KWADRATOW QDRO �ISLA a� d � DISKRIMINANT KWADRATI�NOGO
RAS�IRENIQ Q�

p�a�� dALEE� PUSTX ��n� �
�
d
n


� SIMWOL kRONEKERA� ZAMETIM� �TO

��p� �
�
�a
p

�
� ESLI p � ja�

L�s� �� �
Y
p

�
�� ��p�

ps

���
�

L�FUNKCIQ dIRIHLE POLQ Q�
p�a� � Q�

p
d�� L��� �� � ��h�d�

w�d�jpdj � GDE h�d� � �ISLO

KLASSOW� w�d� � PORQDOK GRUPPY EDINIC MNIMOGO POLQ Q�
p
d�� wYRAVENIE DLQ r	�a�

PRINIMAET WID

r	�a� �
�h�d�

w�d�

r
a

jdj
Y
pj�a

��
�� �

p�

����
�� ��p�

p

�
dsp�S

�
a�Zp��

�
� ���

oGRANI�IMSQ SLU�AEM BESKWADRATNOGO �ISLA a� w �TOM SLU�AE

�
�� �

p�

����
�� ��p�

p

�
dsp�S

�
a�Zp�� � � �

�

p
� ���

�

p
vp��

�

� p  � pja�

ds��S
�
a�Z��� �

�


� ESLI a � ��mod��� ILI a � a��

ds��S
�
a�Z��� � �� ESLI a � ��mod���

ds��S
�
a�Z��� � �� ESLI a � ��mod���

iZ ��� IMEEM SLEDU��IE SOOTNO�ENIQ
 PUSTX a  � � BESKWADRATNO� tOGDA

r	�a� � �� ESLI a � ��mod���

r	�a� � �h�a�� ESLI a � �� � �� 	�mod���
r	�a� � �h�a�� ESLI a � ��mod���

pREDOSTAWLQEM �ITATEL� RAZOBRATX OB�IJ SLU�AJ�
������ sUMMA PQTI KWADRATOW� w �TOM SLU�AE

ds��S
a�R�� �
�

�
��a	���

dsp�S


a�Zp�� � � �

�
a

p

�
p��� ESLI �a� p� � �� p  �
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iMEEM PREDWARITELXNU� FORMULU

r��a� �
�

�
��a	��

Y
p 	j�a
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�
a

p

�
p��
�Y
pj�a

dsp�S
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�
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�
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dsp�S



a�Zp���

rASSMOTRIM TOLXKO SLU�AJ� KOGDA a NE QWLQETSQ POLNYM KWADRATOM� pUSTX � � HA�
RAKTER KWADRATI�NOGO POLQ Q�

p
a� S DISKRIMINANTOM d� tOGDA

r��a� �
�

�
��a	��������L�� ��

Y
pj�a

��
�� �

p


����
�� ��p�

p�

�
dsp�S



a�Zp��

�
�

fUNKCIONALXNOE URAWNENIE DAET SOOTNO�ENIE L�� �� � ���d�	��L���� ��� iMEETSQ
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