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M�	 � LSF �	a� r�x� a�
 � �r d
dr
MF 	a� r�x� a�
� �����

dOKAZATELXSTWO� s�ITAQ x � S FIKSIROWANNYM I WYPOLNQQ W PREDELE IZ PRAWOJ

�ASTI RAWENSTWA ����� ZAMENU PEREMENNOJ r � �� t
kx�ak � POLU�IM�

		x
 � LSF 	x
 � lim
r����

MF 	a� r�x� a�
� F 	x


�� r
� �����

iZ WYRAVENIQ ����� DLQ PROIZWODNOJ fRE�E �MF �
�

�z� WIDNO� �TO �TA PROIZWODNAQ
RAWNOMERNO NEPRERYWNA W G� oTS�DA SLEDUET� �TO FUNKCIQ f�r� �MF 	a� r�x� a�

SO ZNA�ENIQMI W BANAHOWOM PROSTRANSTWE M�G� NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMA NA

	
� �
 �NAPOMNIM� �TO NORMA WM�G� � RAWNOMERNAQ�� pO�TOMU

Qr	z
 �
MF 	a� r�z � a�
�MF 	z


�� r
��

r����
� d

dr
MF 	a� r�z � a�


����
r��

� Q�	z


RAWNOMERNO PO z W G� iSPOLXZUQ SWOJSTWO NEPRERYWNOSTI SREDNEGO �SREDNEE OT PRE�
DELA RAWNOMERNO SHODQ�EJSQ POSLEDOWATELXNOSTI FUNKCIONALOW RAWNO PREDELU SRED�
NIH�� W SILU GARMONI�NOSTI MF 	x
 S U�ETOM WIDA ����� DLQ MF NAHODIM DLQ z �
G� 
 � � � � �

MQ�	a� ��z � a�
 � lim
r����

MF 	a� r��z � a�
�MF 	a� ��z � a�


�� r
�

� �� d

d�
MF 	a� ��z � a�
�

����
�

oTSTAETSQ ZAMETITX� �TO W SILU ����� Q�	x
 � 		x
 � LSF 	x
 DLQ x � S� TAK �TO

MQ�	z
 �M�	�LSF 	z
 WG�iZ ����
� TEPERX SRAZU VE SLEDUET ������tEOREMA DOKAZANA�

sLEDSTWIE� w USLOWIQH DOKAZANNOJ TEOREMY SUVENIE NA S GARMONI�ESKOGO FUNK�
CIONALA Q	x
 � � eF �

x	x��	x

� a� x� �M �LF �x�
p
�	x
� � 		x
 SOWPADAET S 		x
 �LSF 	x
�

dOKAZATELXSTWO� kAK OTME�ALOSX PRI DOKAZATELXSTWE TEOREMY� GARMONI�ESKIE
W G FUNKCIONALY Qr	z
 �

�
��r

f�MF 	z
 �MF 	a� r�z � a�
g SHODQTSQ PRI r � �� 


RAWNOMERNO W G K

Q�	z
 � � d

dr
MF 	a� r�z � a�


����
r��

�

PO�TOMU Q�	z
 TOVE GARMONI�EN W G� s DRUGOJ STORONY� PREDSTAWIW Qr	z
 W WIDE

���MF �
�

�a � er�z � a��� z � a��r � er � ��� PODSTAWIW S�DA WYRAVENIE ����� DLQ PRO�
IZWODNOJ fRE�E �MF �

�

�z� I PEREHODQ ZATEM K PREDELU PRI r � �� 
� NAJDEM� �TO
PREDEL Qr 	z
 PRI r � �� 
 SOWPADAET S FIGURIRU��IM W FORMULIROWKE SLEDSTWIQ

FUNKCIONALOM Q	z
� sLEDOWATELXNO�

Q	z
 � � d

dr
MF 	a� r�z � a�


����
r��

W G�
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TAK �TO Q	z
 � GARMONI�ESKIJ FUNKCIONAL W G� dLQ ZAWER�ENIQ DOKAZATELXSTWA

OSTAETSQ ZAMETITX� �TO DLQ x � S IZ ����� WYTEKAET SLEDU��EE SOOTNO�ENIE� 		x
 �
LSF 	x
 � � d

dr
MF 	a� r�x� a�


��
r��

� T�E� SUVENIE NA S GARMONI�ESKOGO FUNKCIONALA

Q	z
 SOWPADAET S 		z
 � LSF 	z
�

rASSMOTRIM NA POWERHNOSTI S URAWNENIE

LSU 	x
 � �	x�U 
� ������

ZDESX LS � POWERHNOSTNYJ LAPLASIAN lEWI� SOOTWETSTWU��IJ POL� lx � � x�a
kx�ak �a �

G��kAK I WY�E PREDPOLAGAETSQ� �TO 		x
 � ��
�

�x�� a�x 	� 
 NA S�� �	x� 
 
 � ZAWISQ�IJ
OT WE�ESTWENNOGO PARAMETRA 
 � D �D � ZAMKNUTOE MNOVESTWO W R� FUNKCIONAL� k
URAWNENI� ������ PRISOEDINIM USLOWIE

M �U � a�
p
�	a
� � C �������

GDE C � KONSTANTA� uSLOWIMSQ OBOZNA�ATX �EREZ �M��	x� 
 
 RE�ENIE ZADA�I dIRIHLE
DLQ URAWNENIQ LU � 
 S GRANI�NYM USLOWIEM �	x� 
 
� A �EREZ M�V 	x
 � RE�ENIE
EE S GRANI�NYM USLOWIEM �V 	x
 � �	x� V 	x

� pUSTX NS � NEKOTOROE PODMNOVESTWO

KLASSA M�����
S �G�� pREDPOLOVIM� �TO DLQ �	x� 
 
 WYPOLNQETSQ W KLASSE NS USLOWIE

�a�� dLQ L�BOGO V � NS S OBLASTX� ZNA�ENIJ R�V � � D FUNKCIQ �	x�V 	x

 �
MS�G�� I PRI KAVDOM x � G

�M�V �	x
 � �M��	x� 
 
j��MV �x	 �

pRI �TIH PREDPOLOVENIQH ZADA�A ������ � ������ OKAZYWAETSQ �KWIWALENTNOJ ZA�
WISQ�EJ OT PARAMETRA x � S ZADA�E kO�I DLQ OBYKNOWENNOGO DIFFERENCIALXNOGO

URAWNENIQ� iMENNO� IMEET MESTO SLEDU��AQ

tEOREMA ���� pUSTX FUNKCIONAL 		x
 � ����x�� a � x� � MS�G� OGRANI�EN SNI�
ZU NA S POLOVITELXNOJ KONSTANTOJ� tOGDA DLQ RAZRE�IMOSTI S EDINSTWENNOSTX�

W KLASSE NS ZADA�I ������ � ������ NEOBHODIMO I DOSTATO�NO� �TOBY ZAWISQ�AQ OT

PARAMETRA x � S ZADA�A kO�I NA 	
� ��

�ru�

�r� � a�x� r���x� r� u�� u�
� � C ������

�FUNKCIQ ��x� r�u� � M�	a � r�x � a��u
 PRI KAVDOM x � S RASSMATRIWAETSQ W

OBLASTI 	
� ��
 D� a�x� r� � M		a � r�x � a�
� C� TA VE KONSTANTA� �TO I W �������
BYLA BY RAZRE�IMA S EDINSTWENNOSTX� W OBRAZE N �

S MNOVESTWANS PRI OTOBRAVENII

U � NS � u�x� r� �MU 	a� r�x� a�
�

�iLI� INA�E� DLQ TOGO� �TOBY ZADA�A ������ � ������ IMELA EDINSTWENNOE RE�ENIE U �
NS � NEOBHODIMO I DOSTATO�NO� �TOBY ZADA�A ������ IMELA RE�ENIE� PREDSTAWIMOE W
WIDE u�x� r� �MU 	a�r�x�a�
� GDE U � NS � I TAKOE RE�ENIE BYLO BY EDINSTWENNYM��

dOKAZATELXSTWO �TOJ TEOREMY OSNOWANO NA SLEDU��EJ LEMME�

lEMMA� pUSTX WYPOLNENY USLOWIQ TEOREMY ���� I U � NS � RE�ENIE ZADA�I

������ � ������� tOGDA PRI KAVDOM x � S u�x� r� � �MU �	a � r�x � a�
 � RE�ENIE

ZADA�I kO�I �������
oBRATNO� ESLI RE�ENIE ZADA�I kO�I ������ IMEET WID u�x� r� �MU 	a� r�x� a�
�

GDE U � NS � TO U 	x
 BUDET RE�ENIEM ZADA�I ������ � �������

dOKAZATELXSTWO� eSLI U � NS � RE�ENIE URAWNENIQ ������ NA S� TO� UMNOVAQ
OBE �ASTI ������ NA 		x
 � ����x�� a� x� I ZATEM PRIMENQQ K POLU�ENNOMU RAWENSTWU
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OPERATORM� W SILU EDINSTWENNOSTI RE�ENIQ ZADA�I dIRIHLE DLQ URAWNENIQ LU � 
�
POLU�IM

M�	 � LSU � �M	 �M�U � M		x
 �M�	x� 
 
j��MU �x	 W G�

w SILU ����� �TO OZNA�AET� �TO u�x� r� � �MU �	a�r�x�a�
 PRI KAVDOM x � S QWLQETSQ

RE�ENIEM ZADA�I ������ NA 	
� ���
oBRATNO� ESLI RE�ENIE ZADA�I kO�I ������ NA 	
� �� IMEET WID u�x� r� �MU 	a�

r�x� a�
� GDE U � NS � TO� PEREHODQ K PREDELU PRI r � �� 
 W RAWENSTWE

�ru��r� � a�x� r� � ��x� r�u�� �x � S��

OPQTX NA OSNOWANII ����� I USLOWIQ �a� DLQ �	x� 
 
 POLU�IM� �TO U � RE�ENIE URAW�
NENIQ 		x
 � LS 	x
 � 		x
 � �U 	x
 NA S� a TAK KAK 		x
 	� 
 NA S� OTS�DA SLEDUET� �TO
LS 	x
 � �	x�U 
 NA S� rAWENSTWO MU 	a
 � C O�EWIDNO�

lEMMA DOKAZANA�

pEREJDEM K DOKAZATELXSTWU TEOREMY ���� pUSTX ZADA�A ������������� RAZRE�IMA
S EDINSTWENNOSTX� W KLASSE NS � rAZRE�IMOSTX ZADA�I kO�I ������ W KLASSE N �

S

SLEDUET SRAZU VE IZ LEMMY� eSLI u��x� r� �MU�	a� r�x � a�
 I u��x� r� �MU�	a�
r�x� a�
 � DWA EE RE�ENIQ IZ �TOGO KLASSA� TO U� I U�� QWLQQSX PO LEMME RE�ENIQMI
ZADA�I �������������� SOWPADA�T NA S� nO TOGDA� W SILU EDINSTWENNOSTI RE�ENIQ

ZADA�I dIRIHLE DLQ URAWNENIQ LU � 
�MU� �MU� W G� TAK �TO u��x� r� � u��x� r�
NA 	
� �� PRI KAVDOM x � S�

oBRATNO� PUSTX ZADA�A kO�I ������ RAZRE�IMA S EDINSTWENNOSTX� W KLASSE N �
S �

rAZRE�IMOSTX ZADA�I ������������� OPQTX SLEDUET IZ LEMMY� pUSTX U�� U� � NS �
DWA RE�ENIQ �TOJ ZADA�I� tOGDA� PO LEMME u��x� r� �MU�	a� r�x� a�
 I u��x� r� �
MU�	a � r�x � a�
 QWLQ�TSQ RE�ENIQMI ZADA�I kO�I ������ I� SLEDOWATELXNO� SOW�
PADA�T PRI KAVDOM x � S� u��x� r� � u��x� r� NA 	
� ��� pEREHODQ W �TOM RAWENSTWE K

PREDELU PRI r� �� 
� POLU�IM U�	x
 � U�	x
 PRI KAVDOM x � S� T�E�RE�ENIE ZADA�I
������������� EDINSTWENNO W NS � tEOREMA DOKAZANA�

sLEDSTWIE� dLQ RAZRE�IMOSTI W KLASSE NS ZADA�I ������������� NEOBHODIMO�
�TOBYM�C 	a
 � 
�

dOKAZATELXSTWO� eSLI U � NS � RE�ENIE ZADA�I �������������� TO PO DOKAZANNOJ
TEOREME� u�x� r� �MU 	a� r�x� a�
 PRI KAVDOM x � S QWLQETSQ RE�ENIEM URAWNENIQ

�ru�

�r� � a�x� r���x� r�u� �
 � r � ���

pEREHODQ W �TOM RAWENSTWE K PREDELU PRI r� 
 I U�ITYWAQ WYPOLNQ��EESQ DLQ
�	x� 
 
 USLOWIE �a�� POLU�IMM		a
 �M�C	a
 � 
� tAK KAKM		a
 � 
� ZAKL��AEM� �TO
M�C	a
 � 
�

�� zADA�A S KOSOJ PROIZWODNOJ

pUSTX G � H � OBLASTX �AROWOGO TIPA S NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMOJ �PO
fRE�E� FUNDAMENTALXNOJ FUNKCIEJ �	x
� S � GRANICA Ee� lx � ZADANNOE NA S POLE

EDINI�NYH WEKTOROW� NAPRAWLENNYH WNUTRX G� TAKOE� �TO �nx� lx� 	� 
 NA S �nx � POLE
WNUTRENNIH NORMALEJ K S�� LS � POWERHNOSTNYJ LAPLASIAN lEWI� SOOTWETSTWU��IJ
POL� lx�
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zADA�EJ S KOSOJ PROIZWODNOJ DLQ URAWNENIQ

LU � �	x�U 
� �����

RAZRE�ENNOGO OTNOSITELXNO LAPLASIANA lEWI L� MY NAZYWAEM ZADA�U O NAHOVDENII

W G TAKOGO RE�ENIQ EGO� KOTOROE W KAVDOJ TO�KE x � S IMELO BY PREDELXNOE ZNA�ENIE

PROIZWODNOJ PO NAPRAWLENI� lx� I

lim
y�x

dU

dlx
�y� � F 	x�U 
 �y � G�� �����

pUSTX ZAWISQ�IE OT �ISLOWOGO PARAMETRA 
 FUNKCIONALY �� � �	x� 
 
 I F� 	x
 �
F 	x� 
 
� OPREDELENNYE PRI KAVDOM 
 � D �D � R � ZAMKNUTOE MNOVESTWO� W G � G�S�
TAKOWY� �TO DLQ L�BOGO V 	x
 IZ NEKOTOROGO KLASSAN �M����G� S OBLASTX� ZNA�ENIJ
R�V � � D� �	x�V 	x

 � M����G� I F 	x�V 	x

 � M�G�� pREDPOLOVIM� DALEE� �TO
ZADA�A dIRIHLE LU 	x
 � �	x�U 
 W G� U � W NA S RAZRE�IMA S EDINSTWENNOSTX�

W N DLQ L�BOGO W � NS S OBLASTX� ZNA�ENIJ R�W � � D� pRI �TIH DOPU�ENIQH

IME�T MESTO SLEDU��IE UTWERVDENIQ�

lEMMA ���� pUSTX ZADA�A ����������� IMEET RE�ENIE U � N � tOGDA SUVENIE U
NA S BUDET QWLQTXSQ RE�ENIEM SLEDU��EGO URAWNENIQ NA S

LSV 	x
 �
K	x


��nx� lx�
F 	x�V 
 � �	x�V 
� �����

GDE K	x
 � SREDNQQ KRIWIZNA POWERHNOSTI S W TO�KE x � S�

dOKAZATELXSTWO� o�EWIDNO� U BUDET RE�ENIEM ZADA�I dIRIHLE LP 	x
 � �	x�U 

WG� P � U NA S I� SLEDOWATELXNO� PREDSTAWIMO WG W WIDE U �MU�N�U �iSPOLXZUQ
WYRAVENIQ ����� I ����� DLQ PROIZWODNYH fRE�E OTMU I N�U � NAHODIM

dU

dlx
�y� � �eU �

x	y��	y

� lx� � ����y�� lx�M �LU � y�
p
�	y
��

�M�U 	y
��
�

�y�� lx��
Z ��y	

�

��e�U �
�

x	y� r
� lx�dr�

pEREHODQ ZDESX K PREDELU PRI y � x � S I U�ITYWAQ� �TO� SOGLASNO ������ �
�

�x� �
�

K�x	 � nx� POLU�IM

F 	x�U 
 � lim
y�x

dU

dlx
�y� � �eU �

x	x� 

� lx� �
�

K	x

�nx� lx� � LU 	x
�M�U 	x
 � �

K	x

�nx� lx��

pOSKOLXKU� KAK OTME�ALOSX W x�� eU �

x	x� 

 � U
�

�x�� POSLEDNEE RAWENSTWO W SILU �����
OZNA�AET� �TO

K	x


��nx� lx�
F 	x�U 
 � LSU 	x
� �	x�U 
�

�TO I TREBOWALOSX DOKAZATX�

lEMMA ���� pUSTX URAWNENIE ����� NA S IMEET RE�ENIE W � NS � tOGDA ZADA�A
����������� RAZRE�IMA W G� EE RE�ENIEM BUDET FUNKCIONAL� DA��IJ RE�ENIE ZADA�I
dIRIHLE

LU 	x
 � �	x�U 
 W G� U � W NA S� �����
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dOKAZATELXSTWO� pO PREDPOLOVENI�� ZADA�A ����� RAZRE�IMA S EDINSTWENNOS�
TX� W N � PUSTX U � N � EE RE�ENIE� kAK RE�ENIE ZADA�I

LP � �	x�U 
 W G� P � W NA S�

U DOPUSKAET W G PREDSTAWLENIE U � MW � N�U � tAK KAK W � M�����
S � �U �

M������G�� TO� NAHODQ OPQTX S POMO�X� ����� I ����� dU
dlx

�y� �x � S� y � G� I PEREHODQ
ZATEM K PREDELU PRI y � x� POLU�IM

lim
y�x

dU

dlx
�y� �

��nx� lx�

K	x

LSW 	x
� �

�nx� lx�

K	x

�	x�W 
 � F 	x�U 
�

lEMMA DOKAZANA�

iZ DOKAZANNYH LEMM WYTEKAET

tEOREMA ���� dLQ RAZRE�IMOSTI W KLASSE N ZADA�I ����������� NEOBHODIMO I

DOSTATO�NO� �TOBY URAWNENIE ����� NA S BYLO RAZRE�IMO W KLASSE NS �

pUSTX TEPERX ZADANNOE NA S WEKTORNOE POLE lx IMEET WID lx � � x�a
kx�ak �a � G�� w

�TOM SLU�AE UDAETSQ USTANOWITX I UTWERVDENIQ� KASA��IESQ EDINSTWENNOSTI RE�E�
NIQ ZADA�I ������������ iMENNO� IMEET MESTO

tEOREMA ���� dLQ TOGO� �TOBY ZADA�A ����������� IMELA RE�ENIE U � N TAKOE�
�TOMU 	a
 � C �C � KONSTANTA�� NEOBHODIMO I DOSTATO�NO� �TOBY KRAEWAQ ZADA�A NA

POWERHNOSTI S

LSV 	x
 �
kx� ak

����x�� a� x�
F 	x�V 
 � �	x�V 
� MV 	a
 � C �����

BYLA BY RAZRE�IMA W KLASSE NS �
�TO RE�ENIE U BUDET EDINSTWENNO W KLASSE N TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA RE�E�

NIE ZADA�I ����� EDINSTWENNO W NS �

dOKAZATELXSTWO� pERWOE UTWERVDENIE TEOREMY SLEDUET SRAZU VE IZ LEMM ��� I
����

pUSTX TEPERX UDOWLETWORQ��EE USLOWI� MU 	a
 � C RE�ENIE ZADA�I �����������
EDINSTWENNO W N � I W�� W� � RE�ENIQ ZADA�I ����� IZ NS � oBOZNA�IM �EREZ U� I U�

RE�ENIQ ZADA�I ����� � ������ SOWPADA��IE NA S SOOTWETSTWENNO S W� I W� �TAKIE
RE�ENIQ SU�ESTWU�T PO LEMME ����� qSNO� �TO ESLI W� I W� RAZLI�NY� TO BUDUT
RAZLI�NY I U�� U�� �TO PROTIWORE�IT PREDPOLOVENI��

oBRATNO� PUSTX RE�ENIE ZADA�I ����� EDINSTWENNO W KLASSE NS I U�� U� � RE�ENIQ
ZADA�I ����������� TAKIE� �TO C � MU�	a
 � MU�	a
� eSLI U� I U� RAZLI�NY� TO W
SILU EDINSTWENNOSTI RE�ENIQ ZADA�I dIRIHLE LU � �	x�U 
 W G� U � W NA S�
�TO RAZLI�IE SKAVETSQ UVE NA S� I� PO LEMME ���� SUVENIQ U� I U� NA S BUDUT

QWLQTXSQ RAZLI�NYMI RE�ENIQMI ZADA�I ������ �TO PROTIWORE�IT PREDPOLOVENNOJ
EDINSTWENNOSTI EE RE�ENIQ� tEOREMA DOKAZANA�

kRAEWAQ ZADA�A ����� IMEET WID� RASSMOTRENNYJ W x�� pREDPOLOVIM� �TO DLQ �TOJ
ZADA�I WYPOLNENY USLOWIQ TEOREMY ���� FUNKCIONAL 		x
 � ����x�� a� x� � MS�G�
OGRANI�EN SNIZU NA S POLOVITELXNOJ KONSTANTOJ� A �	x�U 
� F 	x�U 
� KROME PRIWE�
DENNYH WY�E USLOWIJ� UDOWLETWORQ�T W KLASSE NS USLOWI� �a� IZ x�� fORMULIRUQ
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�

NEOBHODIMOE USLOWIE RAZRE�IMOSTI ZADA�I ����� �SLEDSTWIE IZ TEOREMY ����� POLU�IM
NEOBHODIMOE USLOWIE RAZRE�IMOSTI ZADA�I ����������� S lx � � x�a

kx�ak �

tEOREMA ���� dLQ TOGO� �TOBY ZADA�A ����������� S lx � � x�a
kx�ak IMELA RE�E�

NIE U � N TAKOE� �TO MU 	a
 � C� NEOBHODIMO� �TOBY M�C 	a
 � 
� GDE �C 	x
 �
kx�ak

����x�� a�x�F 	x�C
 � �	x�C
�

pRIMER� rASSMOTRIM W EDINI�NOM �ARE ���� S GRANICEJ S��� KRAEWU� ZADA�U

LU � 
 W ����� lim
y�x

dU

dlx
�y� � F 	x
 NA S� �����

S�ITAQ� �TO FUNKCIONAL F � M������������ A WEKTORNOE POLE lx � � x�a
kx�ak �a � ������

ZAMETIM� �TO DLQ �ARA ���� FUNDAMENTALXNAQ FUNKCIQ �	x
 � � � kxk�� TAK �TO
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