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gLAWA III� inwarianty kone�nyh grupp

preobrazowanij

x�� polq inwariantow kone�nyh grupp
preobrazowanij

rEZULXTATY� IZLOVENNYE W PREDYDU�IH PARAGRAFAH� POZWOLILI SDWINUTX S MES�
TA STARU� PROBLEMU RACIONALXNOSTI POLEJ INWARIANTOW KONE�NYH GRUPP PREOBRA�
ZOWANIJ� DEJSTWU��IH LINEJNO NA KONE�NOMERNOM PROSTRANSTWE� pERWYE PRIMERY
NERACIONALXNYH POLEJ INWARIANTOW BYLI POLU�ENY NAD NEZAMKNUTYM POLEM AWTO�
ROM ����� I sUONOM ���� NAD ZAMKNUTYM sOLTMANOM ���� iH IZLOVENIE PREDSTAWLQET
SOBOJ PREKRASNU� ILL�STRACI�� POKAZYWA��U� DOSTOINSTWA SOWREMENNYH ALGEB�
RAI�ESKIH METODOW W BIRACIONALXNOJ GEOMETRII MNOGOOBRAZIJ� w �TOM PARAGRAFE�
ESLI NE BUDET OGOWORENO� POLE k IMEET HARAKTERISTIKU NULX�

���� pOLQ INWARIANTOW I IH MODELI� pUSTX G � KONE�NAQ GRUPPA� LINEJNO I
TO�NO DEJSTWU��AQ NA k�PROSTRANSTWE V � oNA DEJSTWUET TOGDA NA KOLXCE POLINOMOW
k�V � I POLE RACIONALXNYH FUNKCIJ k�V �� qSNO� �TO POLE INWARIANTOW k�V �G QWLQET�
SQ UNIRACIONALXNYM� WOPROS O RACIONALXNOSTI POLQ k�V �G DOLGOE WREMQ OSTAWALSQ

OTKRYTYM� nAIBOLEE IZWESTNOJ QWLQETSQ ZADA�A ��nETER� pUSTX k�V � � k�x�� ��� xn�
I GRUPPA G DEJSTWUET TRIWIALXNO NA k I PERESTANOWKAMI NA PEREMENNYH xi� kOGDA
POLE INWARIANTOW k�V �G RACIONALXNO NAD k � �TO TAK� ESLI G ESTX POLNAQ SIMMET�
RI�ESKAQ GRUPPA Sn� TOGDA POLE k�V �G I DAVE KOLXCO INWARIANTOW k�V �G POROVDENO

NEZAWISIMYMI OSNOWNYMI SIMMETRI�ESKIMI POLINOMAMI�nO DLQ PROIZWOLXNYH POD�
GRUPP SIMMETRI�ESKOJ GRUPPY OTWET OKAZALSQ NE WSEGDA POLOVITELXNYM� pEREWEDEM
NA�U ZADA�U NA GEOMETRI�ESKIJ QZYK� pOLE k�V �G ESTX POLE �ASTNYH KOLXCA IN�
WARIANTOW k�V �G � pUSTX Y � Spec k�V �G � AFFINNOE MNOGOOBRAZIE NAD POLEM k�
qSNO� �TO k�V �G � k�Y �� Y BUDEM NAZYWATX AFFINNOJ MODELX� POLQ INWARIANTOW I

OBOZNA�ATX Y � V�G� PO mAMFORDU� �TO KATEGORNYJ FAKTOR� rAZRE�AQ OSOBENNOSTI
MNOGOOBRAZIQ Y � PEREJDEM K GLADKOJ PROEKTIWNOJ k�MODELI X POLQ k�V �G� tOGDA
IMEEM BIRACIONALXNYE INWARIANTY BrX� p�X�� KOTORYE W RQDE SLU�AEW UDAETSQ
WY�ISLITX I INOGDA ONI OKAZYWA�TSQ NETRIWIALXNYMI� rASSMOTRIM RQD WAVNYH

REDUKCIJ� KOTORYE POZWOLQ�T PROWODITX INDUKTIWNYE DOKAZATELXSTWA� pUSTX k�G�
� GRUPPOWOE KOLXCO� QWLQ��EESQ LINEJNYM PROSTRANSTWOM NAD k RAZMERNOSTI jGj�

I� pREDPOLOVIM� �TO V � V� � V� ESTX RAZLOVENIE PROSTRANSTWA V W PRQMU�

SUMMU k�G��MODULEJ I DEJSTWIE GRUPPY G NA V� QWLQETSQ TO�NYM� tOGDA

k�V �G � k�V��
G�V���

T�E� POLQ k�V �G I k�V��G STABILXNO �KWIWALENTNY�dEJSTWITELXNO� PUSTX L � k�V��� F �
LG� tOGDAG ESTX GRUPPA gALUA RAS�IRENIQ L�F I k�V �G � L�V��G�pOSKOLXKU GRUP�
PA G DEJSTWUET NA V� LINEJNO� TO L�V��G ESTX POLE FUNKCIJ NA FORME AFFINNOGO

F �PROSTRANSTWA F �k V�� KOTORAQ TRIWIALXNA� nA QZYKE KATEGORNYH FAKTOROW �TO
MOVNO ZAPISATX W WIDE

V�G �� V��G�k V�� ���

II� rASSMOTRIM GRUPPOWOE KOLXCO � � k�G� KAK MODULX REGULQRNOGO PREDSTAWLENIQ
GRUPPY G� mODULX k�G� RAZLAGAETTSQ W PRQMU� SUMMU k � I�G�� GDE I�G� � IDEAL
KOLXCA �� QWLQ��IJSQ TO�NYM G�MODULEM� pO FORMULE ���

k�G��G �� I�G��G�k A�� ���
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pUSTX G � G� � G� � PRQMOE PROIZWEDENIE� TOGDA

k�G� �� k�G���k k�G�� �� k � I�G��� I�G�� � �I�G�� �k I�G����

mODULX I�G��� I�G�� ESTX TO�NYJ PODMODULX MODULQ k�G�� TOGDA PO FORMULE ���

k�G��G �� I�G���G��k I�G���G� �k Ad���

GDE d � n�n��n��n�� n� � jG�j� n� � jG�j�u�ITYWAQ ���� POLU�AEM BIRACIONALXNU�
�KWIWALENTNOSTX

k�G��G �� k�G���G� �k k�G���G��k Ad� �
�

���� iNWARIANTY KONE�NYH ABELEWYH GRUPP� pUSTX TEPERX G � KONE�NAQ
ABELEWA GRUPPA� LINEJNO I TO�NO DEJSTWU��AQ NA k�PROSTRANSTWE V � rAZLOVIM k�G��
MODULX V NA NEPRIWODIMYE �ASTI

V � V� � ��� Vt ���

I PUSTX �i � OGRANI�ENIE DEJSTWIQ GRUPPY G NA PODPROSTRANSTWE Vi� pUSTX

�i�G� � Gi � GL�Vi�� dimVi � ni�

tX
i��

ni � n � dimV�

oBOZNA�IM �EREZ Ai OBERTYWA��U� ALGEBRU GRUPPY Gi W ALGEBRE WSEH KWADRATNYH

MATRICM �ni� k�� tAK KAK PREDSTAWLENIE �i NEPRIWODIMO� TO Ai ESTX POLE I �Ai � k� �
ni� pRQMAQ SUMMA A � A�����At WSEH �TIH POLEJ ESTX MAKSIMALXNAQ KOMMUTATIWNAQ
PODALGEBRA ALGEBRY M �n� k� � End �V �� A EE GRUPPA OBRATIMYH �LEMENTOW A� ESTX
GRUPPA RACIONALXNYH k�TO�EK MAKSIMALXNOGO ALGEBRAI�ESKOGO TORA S � GLk�n��
OPREDELENNOGO NAD k

S�k� � A�� � ���A�t �

sAM TOR S ZAPISYWAETSQ S POMO�X� SIMWOLOW wEJLQ

S � RA�k�Gm� �
Yt

i��
RAi�k�Gm�� dimS � n� ���

nA�A KONE�NAQ GRUPPA G ESTX PODGRUPPA W S� G � POSTOQNNAQ GRUPPA� G�L� � G�k�
DLQ L�BOGO L � k� uTO�NIM STROENIE POLEJ Ai� oBOZNA�IM �EREZ e POKAZATELX GRUP�
PY G� T�E� NAIMENX�EE NATURALXNOE �ISLO S USLOWIEM ge � � DLQ WSEH g � G� pUSTX
�m � PERWOOBRAZNYJ KORENX IZ EDINICY STEPENI m� tAK KAK GRUPPA G DIAGONALIZI�
RUEMA NAD KRUGOWYM RAS�IRENIEM k��e�� TO WSE POLQ Ai IME�T WID k��d�� dje� tOR S
RAS�EPLQETSQ NAD POLEM k��e� I �TO EGO MINIMALXNOE POLE RAZLOVENIQ�
tEOREMA �� pUSTX G � KONE�NAQ ABELEWA GRUPPA LINEJNYH PREOBRAZOWANIJ PRO�

STRANSTWA V RAZMERNOSTI n NAD POLEM k� tOGDA POLE INWARIANTOW k�V �G ESTX POLE

RACIONALXNYH FUNKCIJ NA ALGEBRAI�ESKOM TORE T � S�G� GDE S � MAKSIMALXNYJ TOR
GRUPPY GLn�k� OPREDELENNYJ NAD k I SODERVA�IJ GRUPPU G� oDIN IZ TAKIH TOROW
ODNOZNA�NO OPREDELQETSQ RAWENSTWOM ���� ISHODQ IZ RAZLOVENIQ ���� �
sLEDSTWIE �� pOLQ INWARIANTOW R�V �G RACIONALXNY NAD R DLQ L�BYH KONE��

NYH ABELEWYH GRUPP�
�TO SLEDUET IZ TOGO� �TO WSE TORY NAD POLEM WE�ESTWENNYH �ISEL R QWLQ�TSQ

PROIZWEDENIQMI TOROW� RAZMERNOSTI 	 �� A TAKIE TORY RACIONALXNY� �
sLEDSTWIE �� eSLI POLE k SODERVIT �ISLO �e� GDE e � exp�G�� TO POLE k�V �G

RACIONALXNO NAD k�
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dEJSTWITELXNO� W DANNOM SLU�AE TOR S RAZLOVIM NAD k� A OBRAZ RAZLOVIMOGO
TORA SNOWA RAZLOVIM� SLEDOWATELXNO� RACIONALEN� �

wSQKAQ KONE�NAQ ABELEWA GRUPPA G RAZLAGAETSQ W PRQMOE PROIZWEDENIE CIKLI�ES�
KIH GRUPP

G � G� � ���Gt�

fORMULA �
� P���� POKAZYWAET� �TO MY IMEEM BIRACIONALXNYJ k�IZOMORFIZM

k�G��G�� k�G���G� � ��� k�Gt��Gt�Ad� �
�

d � n� 
 
nt � n���� nt� nt � jGij�
iZU�IM BIRACIONALXNYE SWOJSTWA MNOGOOBRAZIQ k�G��G DLQ CIKLI�ESKOJ GRUPPY G
PORQDKA n� pOSKOLXKU POLE FUNKCIJ NA k�G��G ODNOZNA�NO OPREDELQETSQ POLEM k I
�ISLOM n� TO OBOZNA�IM EGO �EREZ �k�G� ILI PROSTO �k� n�� rAZLOVENIE MODULQ k�G�
NA NEPRIWODIMYE �ASTI PROISHODIT PARALLELXNO RAZLOVENI� MNOGO�LENA xn � �
NA NEPRIWODIMYE MNOVITELI NAD POLEM k� oSOBENNO PROSTO �TO PROISHODIT DLQ

k � Q ILI C� nO WO WSEH SLU�AQH POLE Ln � k��n�� RASSMATRIWAEMOE KAK k�G��
MODULX� QWLQETSQ TO�NYM NEPRIWODIMYM PODMODULEM MODULQ k�G�� pUSTX Tn � TOR�
OPREDELQEMYJ MODULEM Ln IZ FAKTORIZACII

� � G� RLn�k�Gm�� Tn � �� ���

iZ FORMULY ��� P���� POLU�AEM REDUKCI�

k�G��G�� Tn �k Ar � r � n� �Ln � k�� ���

wYQSNIM STROENIE ��MODULQ RACIONALXNYH HARAKTEROW �Tn TORA Tn� GDE � ESTX GRUP�
PA gALUA RAS�IRENIQ Ln�k� pOSLEDOWATELXNOSTX� DUALXNAQ ���� IMEET WID

	 � �Tn � Z���
�� �n � �� ���

GDE ���� � �n� ���� � ����� � �an� � � �� a � a��� ESTX �LEMENT W MULXTIPLIKA�
TIWNOJ GRUPPE �Z�nZ��� mODULX �Tn � Ker� QWLQETSQ IDEALOM KOLXCA Z��� INDEKSA
n� I� POSKOLXKU ON SODERVIT n I � � a��� DLQ WSEH � � �� TO

�Tn � �n� �� � a�� ��� �s � as��

GDE �i � SISTEMA OBRAZU��IH GRUPPY �� zAMETIM� �TO W KONSTRUKCII �Tn GRUPPA

G UVE NE U�ASTWUET� nEOBHODIMYM USLOWIEM RACIONALXNOSTI POLQ �k� n� QWLQETSQ
RAWENSTWO p� �Tn� � 	� rASSMOTRIM WOZNIKA��IE ZDESX SITUACII SNA�ALA DLQ PRI�
MARNYH �ISEL� n � p�� p � PROSTOE �ISLO�

���� pOLQ �k� p��� p � �� w �TOM SLU�AE GRUPPA � CIKLI�NA S OBRAZU��IM

�LEMENTOM �� PUSTX m � PORQDOK GRUPPY �� mjp����p� ��� iDEAL �Tq PRINIMAET WID

�Tq � �q� � � a�� q � p��

GDE am � ��mod q� I a PRINADLEVIT POKAZATEL� m PO MODUL� q� pOKAVEM� �TO ��
MODULX �Tq QWLQETSQ PROEKTIWNYM� mOVNO WYBRATX a TAK� �TOBY am � � NE DELILOSX
NA p���� tOGDA am � � � qt� �t� q� � �� rASSMOTRIM IDEAL M � �� � a� t� KOLXCA
Z���� tOGDA QSNO� �TO �Tq �M � Z���� OTKUDA �Tq 
M � �TqM � pO�TOMU IMEEM TO�NU�
POSLEDOWATELXNOSTX ��MODULEJ

	 � �TqM � �Tq �M
u� Z���� 	� ���
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GDE u�f� g� � f � g� dALEE� NETRUDNYJ PODS�ET POKAZYWAET� �TO �TqM ESTX GLAWNYJ

IDEAL S OBRAZU��IM �LEMENTOM � � a I� O�EWIDNO� �TO ON SWOBODEN� pOSLEDOWATELX�
NOSTX ��� RAS�EPLQETSQ� �TO I DOKAZYWAET PROEKTIWNOSTX ��MODULQ �TqM � pRINIMAQ
WO WNIMANIE SOOTNO�ENIE ��� P� ���� WIDIM� �TO ��MODULX �q KOGOMOLOGI�ESKI TRI�
WIALEN DLQ q � p�� p � �� tEOREMA 
 P���
 I IZOMORFIZM ��� P���� POKAZYWA�T� �TO
RACIONALXNOSTX MNOGOOBRAZIQ �k� p� RAWNOSILXNA USLOWI� p�Tq� � 	� �TO� W SWO�
O�EREDX� �KWIWALENTNO TOMU� �TO DLQ KAVDOGO djm IDEAL

� �Tq��d � �p�� �d � a�

KOLXCA Z��d� QWLQETSQ GLAWNYM� bIRACIONALXNYE HARAKTERISTIKI TOROW S CIKLI�ES�
KIM POLEM RAZLOVENIQ I ARIFMETIKA KRUGOWYH POLEJ DA�T SLEDU��IE SOOTNO�ENIQ�
tEOREMA �� pUSTX p � � � PROSTOE �ISLO� q � p�� �k��q� � k� � m � fp����

f jp� �� � 	 � 	 	� F � Q��m�� tOGDA SLEDU��IE USLOWIQ �KWIWALENTNY�
�� POLE INWARIANTOW �k� q� RACIONALXNO NAD k�
�� POLE �k� q� STABILXNO RACIONALXNO NAD k�

� SU�ESTWUET 	 � Z��m� TAKOJ� �TO

NF�Q�	� �

�
p� ESLI � 
 	
p�� ESLI � � 	

� �

wYDELIM OTDELXNO SLU�AJ k � Q� w �TOM SLU�AE

�Q��q� � Q� � ��p�� � p����p� ���

tEOREMA �� pUSTX p � � � PROSTOE �ISLO� sLEDU��IE USLOWIQ �KWIWALENTNY�
�� POLE �Q� p�� RACIONALXNO NAD Q�
�� POLE �Q� p�� STABILXNO RACIONALXNO NAD Q�

� IDEAL ����q� � a� p�� GDE A � PERWOOBRAZNYJ KORENX PO MODUL� q� QWLQETSQ

GLAWNYM W KOLXCE Z����q���
�� SU�ESTWUET �LEMENT 	 � Z����q�� TAKOJ� �TO jNF�Q�	�j � p� �
iZWESTNO� �TO DLQ m 
 �
 POLE Q��m� ODNOKLASSNO� TEOREMA � POKAZYWAET TOGDA�

�TO POLQ �Q� n� RACIONALXNY NAD Q PRI n � ��������
��������
����
���
���� kONE�NO�
NUVNO PRIPISATX E�E � I ��
pRIMER �� pOLE �k� 
n� RACIONALXNO NAD k PRI L�BOM n � �� dEJSTWITELXNO�

PROSTOE �ISLO p ESTX NORMA GLAWNOGO IDEALA W KRUGOWOM POLE Q��pn � DLQ L�BOGO
n � �� tAK KAK ��
n� � � 
 
n��� TO Q�����n�� � Q���n���� pO�TOMU WYPOLNQETSQ
USLOWIE �� TEOREMY � DLQ p � 
� SLEDOWATELXNO� POLE �Q� 
n� RACIONALXNO NAD Q� A
TOGDA I PODAWNO �k� 
n� RACIONALXNO NAD k�

pOSLEDNEE UTWERVDENIE TEOREMY � POKAZYWAET� �TO IZ RACIONALXNOSTI POLQ �Q� pn�
SLEDUET RACIONALXNOSTX POLEJ �Q� pm� DLQ m 
 n� oDNAKO� WSE POLQ �Q� p�� NE RA�
CIONALXNY NAD Q� ZA ISKL��ENIEM SLU�AEW p � ��
����� lENSTRA ����
pRIMER �� pUSTX F � Q�

p��
� � MNIMOE KWADRATI�NOE POLE� d � �� 
 �
 �
EGO DISKRIMINANT� �LEMENTY �� � � �

���� �
p��
� SOSTAWLQ�T CELYJ BAZIS RAS�

�IRENIQ F�Q� NORMA �LEMENTA� ZAPISANNOGO W �TOM BAZISE� QWLQETSQ POLOVITELX�
NO OPREDELENNOJ KWADRATI�NOJ FORMOJ N �x � y�� � x� � xy � �y�� rASSMOTRIM
POLE �Q� ���� pOSKOLXKU �
 � 
�mod��� TO POLE F SODERVITSQ W KRUGOWOM POLE

Q����� � Q��	
� � L� �ISLO �� NE QWLQETSQ NORMOJ GLAWNOGO IDEALA W Q��	
�� INA�E
URAWNENIE �� � x� � xy � �y� IMELO BY RE�ENIE W CELYH �ISLAH�

sREDI POLEJ �Q� p�� GDE p PROSTOE NE�ETNOE� POLE �Q� ��� � PERWOE� NE QWLQ��EE�
SQ RACIONALXNYM NAD Q� lENSTRA POKAZAL ���� �TO MNOVESTWO Pk PROSTYH �ISEL p�
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DLQ KOTORYH POLE �k� p� QWLQETSQ RACIONALXNYM NAD k� IMEET NULEWU� PLOTNOSTX

dIRIHLE WO MNOVESTWE WSEH PROSTYH �ISEL� zDESX k � POLE KONE�NOGO TIPA NAD PROS�
TYM POLEM� wOZMOVNO� �TO MNOVESTWO Pk KONE�NO� WO WSQKOM SLU�AE� WSE NAJDENNYE
PROSTYE IZ PQ NE PREWOSHODQT ���

���� pOLQ �k� ���� iZWESTNO� �TO GRUPPA �Z���Z�� QWLQETSQ CIKLI�ESKOJ DLQ 	 �
��� I IMEET DWE OBRAZU��IE ��� � DLQ 	 � 
� pUSTX q � ��� L � k��q�� � � Gal �L�k��
kAK I WY�E

k�G��G �� Tq �Ar
k�

tEOREMA� pOLE INWARIANTOW �k� ��� RACIONALXNO NAD k TOGDA I TOLXKO TOGDA�
KOGDA RAS�IRENIE L�k � CIKLI�ESKOE� eSLI GRUPPA � NE QWLQETSQ CIKLI�ESKOJ I � �
PODGRUPPA TIPA ����� GRUPPY �� TO

H���� p�Tq�� � Z��Z� �

pRIMER� pOLE INWARIANTOW �Q� �� NE QWLQETSQ STABILXNO RACIONALXNYM NAD Q�
�TO PERWOE NE RACIONALXNOE POLE INWARIANTOW W POSLEDOWATELXNOSTI �Q� n��

���� oB�IJ SLU�AJ� rAZLOVIM ABELEWU GRUPPU G �KSPONENTY e W PRQMOE PRO�
IZWEDENIE CIKLI�ESKIH PRIMARNYH GRUPP Gq PORQDKA q �

G �
Y
q

Gn�q�
q �

GDE q � pm� p � PROSTOE� qje� fORMULA �
� P���� POKAZYWAET� �TO POLE �k�G� RACIO�
NALXNO� ESLI WSE POLQ �k�Gq� RACIONALXNY� OBRATNOE KONE�NO WERNO NE WSEGDA�
pRIMER �� eSLI �KSPONENTA GRUPPY G DELIT �ISLO

�� 
 
m 
 �� 
 �� 
 �� 
 �
 
 �� 
 �� 
 �
 
 �� 
 
� 
 
� 
 �� 
 �
 
 �� 
 �� 
 ���

TO POLE �k�G� �ISTO TRANSCENDENTNO NAD k�
kAVDOE MNOGOOBRAZIE k�Gq��Gq BIRACIONALXNO �KWIWALENTNO PROIZWEDENI�

Tq �k Ar � IMEEM TOGDA BIRACIONALXNYJ k�IZOMORFIZM

k�G��G��
Y
q

Tn�q�q �Ar �
Y

�q�����

Tn�q�q �
Y
q��m

Tn�q�q �Ar�

pUSTX Lq � k��q�� �q � Gal �Lq�k� � CIKLI�ESKAQ GRUPPA DLQ NE�ETNYH q� MODULX
�Tq ESTX PROEKTIWNYJ IDEAL W Z��q� INDEKSA q DLQ �q� �� � �� dLQ KLAcSA pIKARA
POLU�AEM RAWENSTWO

p�k�G��G� �
X

�q�����

n�q�p�Tq� �
X
q��m

n�q�p�Tq��

pUSTX � � Gal�Le�k�� PREDPOLOVIM� �TO MNOGOOBRAZIE k�G��G STABILXNO RACIO�
NALXNO NAD k� tOGDA p�k�G��G� � 	 I H���� p�k�G��G�� � 	 DLQ WSEH PODGRUPP �
GRUPPY �� pOSKOLXKU DLQ NE�ETNYH q MODULI �Tq PROEKTIWNY� TO H

���� p�Tq�� � 	
DLQ �ETNYH q� iZ P���� SLEDUET TOGDA� �TO RAS�IRENIQ Lq�k CIKLI�NY DLQ �ETNYH

q� A TORY Tq QWLQ�TSQ k�RACIONALXNYMI DLQ q � �m� iMEEM

k�G��G ��
Y

�q�����

Tn�q�q �At



bIRACIONALXNAQ GEOMETRIQ I ARIFMETIKA LINEJNYH ALGEBRAI�ESKIH GRUPP	 II ��

W SLU�AE STABILXNO RACIONALXNOGO POLQ �k�G�� pUSTX

T �
Y

�q�����

Tn�q�q �

tORY Tq I RLq�k�Gm� IZOGENNY� pUSTX

S �
Y

�q�����

RLq�k�Gm�
n�q�

KWAZIRAZLOVIMYJ TOR� iZ USLOWIJX
�q�����

n�q�p� 
Tq� �
X

�q�����

n�q�p�Z��q �� � 	

CIKLI�NOSTI GRUPP �q� PROEKTIWNOSTI 
Tq I TEOREMY 
 P���
 SLEDUET� �TO TORY T I

S BIRACIONALXNO �KWIWALENTNY NAD k�
tEOREMA I� sLEDU��IE USLOWIQ �KWIWALENTNY�
�� POLE �k� G� RACIONALXNO NAD POLEM k�
�� POLE �k� G� STABILXNO RACIONALXNO NAD k�

� p�k�G��G� � 	� �
pRIMER �� pOLE �Q� n� RACIONALXNO NAD Q TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA WYPOL�

NQ�TSQ SLEDU��IE USLOWIQ�
�� �ISLO n NE DELITSQ NA ��
�� DLQ WSQKOGO qjn� q � pm� p � �� KOLXCO Z����q�� SODERVIT GLAWNYJ IDEAL

INDEKSA p�
dOSTATO�NOSTX �TIH USLOWIJ SLEDUET IZ PREDYDU�IH PUNKTOW�pROILL�STRIRUEM

NA �TOM PRIMERE DOKAZATELXSTWO NEOBHODIMOSTI� pUSTX n � �mpm�

� 
 
 
pms
s � KANONI�

�ESKOE RAZLOVENIE �ISLA n� iZ RACIONALXNOSTI POLQ �Q� n� SLEDUET� �TO m 	 �� A IZ
USLOWIQ

sX
i��

p� �Tqi� � 	� qi � pmi

SLEDUET� �TO p� �Tqi � � 	� � 	 i 	 s� oSTALOSX OBRATITXSQ K P���
�
bOLX�INSTWO IZLOVENNYH ZDESX UTWERVDENIJ WERNO DLQ L�BOGO POLQ� PO KRAJNEJ

MERE� ESLI HARAKTERISTIKA POLQ KONSTANT NE DELIT PORQDKA GRUPPY� pODROBNOSTI
IME�TSQ W RABOTE lENSTRA ����
pRIMER �� oTMETIM E�E ODIN L�BOPYTNYJ FAKT� pUSTX G � ABELEWA GRUPPA

NE�ETNOGO PORQDKA� tOGDA SU�ESTWUET NATURALXNOE �ISLO h TAKOE� �TO POLE �k�Gh�
QWLQETSQ RACIONALXNYM NAD k� GDE Gh OZNA�AET PRQMU� STEPENX� dOSTATO�NO PROWE�
RITX �TOT FAKT DLQ CIKLI�ESKOJ R�GRUPPY G�mODULX �Tq BUDET PROEKTIWNYM� PO�TO�

MU SU�ESTWUET �ISLO h TAKOE� �TO PRQMAQ SUMMA h �Tq QWLQETSQ SWOBODNYM ��MODULEM�
GDE � � GRUPPA RAZLOVENIQ TORA T � pO�TOMU TOR T h QWLQETSQ k�RACIONALXNYM� A
WMESTE S NIM I POLE �k�Gh��

�TO KASAETSQ POLEJ INWARIANTOW NEREGULQRNYH PREDSTAWLENIJ GRUPPY G� TO RE�
ZULXTATY ZDESX BOLEE SKROMNYE� pUSTX V � TO�NYJ k�G��MODULX ABELEWOJ GRUPPY
G� tAK KAK KAVDYJ NEPRIWODIMYJ k�G��MODULX IZOMORFEN IDEALU KOLXCA k�G�� TO
SU�ESTWUET TO�NYJ PODMODULX V� MODULQ V � IZOMORFNYJ PODMODUL� MODULQ k�G��
tOGDA IMEEM BIRACIONALXNYE k�IZOMORFIZMY

V�G �� V��G�k Ar� k�G��G �� V��G�k As�
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mY WIDIM� �TO MNOGOOBRAZIQ V�G I k�G��G STABILXNO �KWIWALENTNY NAD POLEM k�
sWERH TOGO

tEOREMA �� pOLE INWARIANTOW k�V �G STABILXNO RACIONALXNO NAD k TOGDA I TOLX�
KO TOGDA� KOGDA POLE �k�G� QWLQETSQ k�RACIONALXNYM� dALEE� ESLI dimV � jGj� TO
IZ STABILXNOJ RACIONALXNOSTI POLQ k�V �G SLEDUET EGO RACIONALXNOSTX� �

���� iNWARIANTY KONE�NYH GRUPP NAD ZAMKNUTYM POLEM� w DANNOM SLU�
�AE PREDYDU�AQ TEORIQ INWARIANTOW KONE�NYH ABELEWYH GRUPP� DEJSTWU��IH NA
LINEJNOM PROSTRANSTWE� STANOWITSQ TRIWIALXNOJ� POLE k�V �G �ISTO TRANSCENDENT�
NO NAD k DLQ L�BOJ KONE�NOJ ABELEWOJ GRUPPY G � GL �V � I ZAMKNUTOGO POLQ k�
oGRANI�IMSQ ALGEBRAI�ESKI ZAMKNUTYM POLEM k HARAKTERISTIKI NULX� sNA�ALA NE�
SKOLXKO SOOBRAVENIJ OB�EGO HARAKTERA� pUSTX X � NEPRIWODIMOE ALGEBRAI�ESKOE
MNOGOOBRAZIE NAD POLEM k� F � k�X� � POLE RACIONALXNYH FUNKCIJ NA X� eSLI
X � GLADKOE PROEKTIWNOE� TO GRUPPA BrX � H�

et�X�Gm� QWLQETSQ BIRACIONALXNYM
INWARIANTOM I ONA DOPUSKAET �ISTO ALGEBRAI�ESKOE OPISANIE W KA�ESTWE PODGRUPPY

Br nr�F � GRUPPY BrF � SM� P� ���� iMEEM

Br nr�F � � 
vBrAv � Ker �BrF ��vH��Av�mv�Q�Z��

GDE Av � KOLXCO DISKRETNOGO NORMIROWANIQ v RANGA � POLQ F� mv � MAKSIMALXNYJ
IDEAL W Av� w RABOTAH bOGOMOLOWA ��� I sOLTMANA ��� RAZRABOTANY METODY� POZ�
WOLIW�IE W RQDE SLU�AEW WY�ISLITX GRUPPY Br nr�F �� �TO DALO PRIMERY NERACIO�
NALXNYH POLEJ INWARIANTOW LINEJNYH GRUPP NAD POLEM k� w OBZORE ��� kOLXO�tELEN
I sANS�K IZLOVILI SWOE WIDENIE PROBLEMY� KSTATI� WESXMA �ETKOE I PROZRA�NOE�
pROSLEDIM ZA HODOM RASSUVDENIJ PERWOPROHODCEW� wO�PERWYH� ESLI L � k�Y � I F
PODPOLE W L � TO ESTESTWENNOE OTOBRAVENIE BrF � BrL INDUCIRUET GOMOMORFIZM

Br nr�F �� Br nr�L�� pUSTX TEPERX G � KONE�NAQ GRUPPA k�AWTOMORFIZMOW POLQ L� H
� EE PODGRUPPA� TOGDA IMEEM WLOVENIE LG � LH � sLEDU��EE UTWERVDENIE QWLQETSQ
KL��EWYM

tEOREMA� pUSTX L � k�Y � � FUNKCIONALXNOE POLE� TOGDA

Br nr�L
G� � f	 � Br �LG� j 	B � Br nr�L

B� �B � BIg� ���

GDE BI � MNOVESTWO WSEH ABELEWYH BICIKLI�ESKIH PODGRUPP GRUPPY G� T�E� ABELE�
WYH PODGRUPP� IME��IH NE BOLEE� �EM DWE OBRAZU��IE� 	B � OBRAZ �LEMENTA 	 PRI

OTOBRAVENII BrLG � BrLB �
sOOBRAVENIQ PRI WYWODE SOOTNO�ENIQ ��� SLEDU��IE� pUSTX F � LG� TOGDA L

ESTX RAS�IRENIE gALUA POLQ F S GRUPPOJ G� wOZXMEM 	 � Br �F � I PUSTX SU�ESTWUET
NORMIROWANIE v TAKOE� �TO 	 �� BrAv� �TOBY DOKAZATX ���� NEOBHODIMO POSTROITX
GRUPPUB � BI TAKU�� �TO 	B �� Br nr�L

B��pUSTXw � DISKRETNOE NORMIROWANIE POLQ
L� PRODOLVA��EE v� Aw � SOOTWETSTWU��EE KOLXCO NORMIROWANIQ� Aw POLU�AETSQ

LOKALIZACIEJ CELOGO ZAMYKANIQ �Av KOLXCA Av W L� iMEEM GRUPPU RAZLOVENIQ D�
GRUPPU INERCII I� I � D � G� GRUPPA I ESTX NORMALXNYJ DELITELX W G� pOSKOLXKU
POLE KONSTANT ALGEBRAI�ESKI ZAMKNUTO HARAKTERISTIKI NULX� TO GRUPPA I QWLQETSQ
CIKLI�ESKOJ� A DEJSTWIE GRUPPY D SOPRQVENIQMI NA I QWLQETSQ TRIWIALXNYM� T�E�
GRUPPA I LEVIT W CENTRE GRUPPY D� eSLI 	 �� Br nr�LI �� TO WSE DOKAZANO� eSLI VE
	 � Br nr�LI �� TO� WWIDU TOGO� �TO 	 �� Br �Av�� MOVNO WYBRATX �LEMENT g � D TAKIM

OBRAZOM� �TO 	B �� Br nr�LB�� GDE B �
 g� I � � ABELEWA PODGRUPPA W G� POROVDENNAQ
DWUMQ �LEMENTAMI� �

���� iNWARIANTY KONE�NYH LINEJNYH GRUPP� pUSTX TEPERX G � GL�V �
� KONE�NAQ GRUPPA LINEJNYH PREOBRAZOWANIJ WEKTORNOGO PROSTRANSTWA V KONE�NOJ
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RAZMERNOSTI� w �TOM SLU�AE POLE LA �ISTO TRANSCENDENTNO NAD k DLQ L�BOJ ABELEWOJ
PODGRUPPY A � G� L � k�V �� fORMULA ��� P���� PRINIMAET WID

Br nr�k�V �G� � Ker �Br �k�V �G��
Y
B

Br �k�V �B��� ���

GDE B PROBEGAET BI� pREOBRAZUEM EE K WIDU� UDOBNOMU DLQ WY�ISLENIJ� pUSTX H
� PROIZWOLXNAQ PODGRUPPA W G � IMEEM CEPO�KU WLOVENIJ LH � L � 
L� PRI�EM
RAS�IRENIE L�LH � NORMALXNO� iZ FORMULY hOH�ILXDA�sERRA IMEEM TO�NU� PO�
SLEDOWATELXNOSTX

	 � H��H� �k�V ���H �� Br �k�V �H�� Br �k�V ���

fORMULA ��� PRINIMAET WID

Br nr�k�V �G� � Ker �H��G� k�V ����
Y
B

H��B� k�V �����

dALEE� IMEEM KOMMUTATIWNU� DIAGRAMMU S TO�NYMI STROKAMI

	 � H��G� k�� � H��G� k�V ��� � H��G�Div�V ��
� u � v � w

	 � Q
BH

��B� k�� � Q
BH

��B� k�V ��� � Q
BH

��G�Div�V ���

mODULX Div �V � QWLQETSQ PERMUTACIONNYM I OTOBRAVENIE w ESTX MONOMORFIZM� PO�
SKOLXKU

Ker �H��G�M ��
Y
g�G

H��
 g ��M �� � 	� M � Z�G�H��

tAKIM OBRAZOM� Ker �u� � Ker �v�� pUSTX ��k� � GRUPPA WSEH KORNEJ IZ EDINICY W POLE
k� ��k� �� Q�Z� FAKTOR�GRUPPA k����k� KOGOMOLOGI�ESKI TRIWIALXNA� PO�TOMU

H��G� k�� � H��G�Q�Z� � H��G�Z��

fORMULA ��� PRINIMAET DOSTATO�NO UDOBNYJ WID

Br nr�k�V �G� � Ker �H��G� k���
Y
B

H��B� k��� �

� Ker �H��G�Q�Z��
Y
B

H��B�Q�Z�� � Ker �H��G�Z��
Y
B

H��B�Z��� ���

sWERH TOGO Br nr�C�V �G� � H��X�Z�tors� GDE X � GLADKAQ PROEKTIWNAQ MODELX POLQ
C�V �G� SM� P���
� kAK I SLEDOWALO OVIDATX� FORMULA ��� POKAZYWAET� �TO INWARIANT
Br nr�k�V �G� ZAWISIT TOLXKO OT GRUPPY G� NO NE OT WYBORA TO�NOGO PREDSTAWLENIQ V
�TOJ GRUPPY� dLQ KRATKOSTI OBOZNA�IM GRUPPU Br nr�k�V �G� �EREZ BG � bOGOMOLOW
PREDLOVIL SLEDU��U� �LEGANTNU� KONSTRUKCI�� POZWOLQ��U� STROITX PRIMERY

NERACIONALXNYH POLEJ INWARIANTOW� oN RASSMATRIWAET CENTRALXNOE RAS�IRENIE

� � C � G
�� A� � �
�

KONE�NOJ ABELEWOJ GRUPPY A� PRI�EM C ESTX KOMMUTANT �G�G� GRUPPY G� zAMETIM�
�TO H��A�Z� � ���A�� GDE ���A� � WTORAQ WNE�NQQ STEPENX GRUPPY A� fORMULA
UNIWERSALXNYH KO�FFICIENTOW OPREDELQET TOGDA TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX

	 � Ext �A�M �� H��A�M �
�� Hom����A��M �� 	 ���
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DLQ L�BOGO A�MODULQ M � w �ASTNOSTI� IMEEM IZOMORFIZM

H��A�Q�Z� � Hom����A��Q�Z�

I �PIMORFIZM

H��A�C�� Hom����A�� C��

pUSTX �G� � �LEMENT IZ H��A�C�� SOOTWETSTWU��IJ RAS�IRENI� �
�� 
 � ���G�� ESTX
�PIMORFIZM ���A�� C� OPREDELQEMYJ PO PRAWILU 
�a� � a�� � �g�� g�� � �G�G� � C�
GDE gi � �LEMENTY IZ GRUPPY G TAKIE� �TO ��gi� � ai� i � �� �� pUSTX S � Ker �
��
iMEEM TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX ABELEWYH GRUPP

	 � S � ���A�� C � 	

I DUALXNU� POSLEDOWATELXNOSTX HARAKTEROW

	 � C� � ���A�� � S� � 	� ���

w SITUACII �
� IMEEM SPEKTRALXNU� POSLEDOWATELXNOSTX

Hp�A�Hq�C�M �� �� Hn�G�M � ���

DLQ G�MODULQ M � pOSLEDOWATELXNOSTX ��� POZWOLQET NAPISATX DLINNU� TO�NU� PO�
SLEDOWATELXNOSTX hOH�ILXDA�sERRA S TRIWIALXNYM MODULEM M � Q�Z

	 � H��A�Q�Z�� H��G�Q�Z�
res� H��C�Q�Z�� H��A�Q�Z��

� Ker �H��G�Q�Z�� H��C�Q�Z��� H��A�C���

KOTORAQ PO USLOWI� �
� ZNA�ITELXNO SOKRA�AETSQ

	 � C� � H��A�Q�Z�� Ker �H��G�Q�Z�� H��C�Q�Z��� H��A�C��� ���

sRAWNIWAQ SOOTNO�ENIQ ��� I ���� WIDIM� �TO

S� � Im�H��A�Q�Z�� H��G�Q�Z���

tAK KAK C � ABELEWA GRUPPA� TO GRUPPA BG LEVIT W QDRE OTOBRAVENIQH��G�Q�Z��
H��C�Q�Z�� sWERH TOGO� OBRAZ GRUPPY BG W H��A�C�� RAWEN NUL�� dLQ �TOGO DO�
STATO�NO POKAZATX� �TO BG OTOBRAVAETSQ W NULX W GRUPPE H��A�� C�� DLQ WSQKOJ
CIKLI�ESKOJ PODGRUPPY A� GRUPPY A� pUSTX G� � PODGRUPPA W G� QWLQ��AQSQ RAS�
�IRENIEM GRUPPY A� POSREDSTWOM GRUPPY C� pOSKOLXKU G� � ABELEWA� TO BG� � 	�
oBRAZ GRUPPY BG W H��A�� C�� RAWEN OBRAZU GRUPPY BG� � PO�TOMU

BG � Im�H��A�Q�Z�� H��G�Q�Z�� � S��

pUSTX B � ABELEWA BICIKLI�ESKAQ PODGRUPPA GRUPPY G� g�� g� �OBRAZU��IE GRUPPY
B� SB � PODGRUPPA W GRUPPE S� POROVDENNAQ �LEMENTOM a� � a�� ai � ��gi�� oBO�
ZNA�IM SIMWOLOM Sb PODGRUPPU W S� POROVDENNU� WSEMI PODGRUPPAMI SB � B � BI�
�LEMENTY GRUPPY BG ANNULIRU�T PODGRUPPU Sb� SWERH TOGO�

BG � Ker �S� � S�b � � �S�Sb�
��

gRUPPY G S USLOWIEM BG �� 	 MOVNO TEPERX STROITX SLEDU��IM OBRAZOM� rAS�
SMOTRIM KONE�NU� ABELEWU GRUPPU A I PODGRUPPU S W ���A� TAKU�� �TOBY Sb �� S�
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pUSTX 
 � ���A�� ���A��S ESTESTWENNAQ PROEKCIQ� KOTORAQ OPREDELQET PO FORMULE
��� CENTRALXNOE RAS�IRENIE

� � C � G� A� �

S QDROM C � ���A��S � �G�G� I GRUPPOJ BG � S�Sb�
pRIMER� nAIBOLEE ESTESTWENNO IZU�ITX �TU SITUACI� SNA�ALA DLQ WEKTORNYH

GRUPP A NAD KONE�NYM POLEM Fp� pROSTEJ�IJ NETRIWIALXNYJ PRIMER DOSTAWLQET
GRUPPA A � F	

p� iMEEM ���A� �� F

p� rAZLOVIMYE ��WEKTORY W ���A� OBRAZU�T KONUS

V NAD �ETYREHMERNOJ KWADRIKOJ pL�KKERA Q W P ����A�� � P��Fp�� ZADAWAEMOJ
URAWNENIEM

q � z��z�	 � z��z�	 � z�	z�� � 	� u �
X
i�j

zijei � ej � ���A�� � 	 i� j 	 ��

nEOBHODIMO WYBRATX SOBSTWENNOE LINEJNOE PODPROSTRANSTWO S W ���A� TAKIM OBRA�
ZOM� �TOBY S �� Sb� GDE Sb POROVDENO PERESE�ENIEM S
V � uSLOWIE S �� Sb �KWIWALENT�
NO TOMU� �TO PROEKTIWIZACIQ P �S� NE POROVDAETSQ SWOIM PERESE�ENIEM P �S� 
 Q�
rE�AQ �TU ALGEBRO�GEOMETRI�ESKU� ZADA�U NAD KONE�NYM POLEM� bOGOMOLOW PERE�
�ISLQET WSE WOZMOVNYE SLU�AI� iH PQTX�

�� P �S� � TO�KA� NE LEVA�AQ NA Q� w �TOM SLU�AE dimS � �� Sb � 	� BG �
Fp� jGj � p
�

�� P �S� � PRQMAQ� KASATELXNAQ K Q W TO�KE PERESE�ENIQ P �S� 
 Q� dimS �
�� dimSb � �� BG � Fp� jGj � p��


� P �S� � PLOSKOSTX� PERESEKA��AQ Q PO DWOJNOJ PRQMOJ�

BG � Fp� jGj � p��

�� P �S� � PRQMAQ� NE PERESEKA��AQ Q� BG � F�
p� jGj � p��

�� P �S� � PLOSKOSTX� PERESEKA��AQ Q W ODNOJ TO�KE� W KOTOROJ ONA KASAETSQ

Q� BG � F�
p� jGj � p��

bOGOMOLOW POKAZYWAET TAKVE� �TO MINIMALXNYJ WOZMOVNYJ PORQDOK p�GRUPPY
G S USLOWIEM BG �� 	 RAWEN p
�

����iNWARIANTY KONE�NYH GRUPP	DEJSTWU��IH NA TORAH� kONE�NYE GRUP�
PY G� TO�NO DEJSTWU��IE NA LINEJNOM k�PROSTRANSTWE V � QWLQ�TSQ PROSTEJ�IMI
PRIMERAMI PODGRUPP W GRUPPE kREMONY Cr�n� k� � GRUPPY k�BIRACIONALXNYH PRE�
OBRAZOWANIJ AFFINNOGO PROSTRANSTWA An

k ILI GRUPPY WSEH k�AWTOMORFIZMOW POLQ
RACIONALXNYHH FUNKCIJ OT n NEZAWISIMYH PEREMENNYH k�x�� ��� xn�� dRUGU� ESTEST�
WENNU� SERI� KONE�NYH PODGRUPP W GRUPPE Cr�n� k� DOSTAWLQ�T KONE�NYE PODGRUP�
PY GRUPPY AWTOMORFIZMOW TORA Gn

m� pUSTX M � X�Gn
m� � GRUPPA RACIONALXNYH

HARAKTEROW TORA Gn
m� kAK MY WIDELI

Aut gr�G
n
m� �� Aut �M � � Aut �Zn� �� GL�n�Z��

eSLI x�� ��� xn � OBRAZU��IE GRUPPY M � TO G n
m�k � Spec k�M �� GDE k�M � �

� k�x�� ��� xn� x
��
� � ��� x��n � � GRUPPOWOE KOLXCO� oBOZNA�IM �EREZ k�M � POLE RACIONALX�

NYH FUNKCIJ NA Gn
m�k� k�M � � k�x�� ��� xn� � POLE �ASTNYH KOLXCA k�M �� �LEMENTY

GRUPPY Aut �G n
m�� KOTORYE MOVNO OTOVDESTWITX S CELO�ISLENNYMI MATRICAMI� DEJ�

STWU�T NA OBRAZU��IH xi MULXTIPLIKATIWNO

��xj� �
nY
i��

x
aij
i � A � �aij� �
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MATRICA OPERATORA �� pOLE INWARIANTOW KONE�NOJ GRUPPY G � Aut �Gn
m� ESTX POLE

RACIONALXNYH FUNKCIJ NA KATEGORNOM FAKTORE G n
m�k�G� pUSTX A � BICIKLI�ESKAQ

PODGRUPPA W G� w RABOTAH bERVE ��� I sOLTMANA �
� POKAZANO� �TO Br nr�k�M �A� � 	�
PO�TOMU MOVNO ISPOLXZOWATX TE VE RASSUVDENIQ� �TO I W LINEJNOM SLU�AE� pOSKOLX�
KU PicGn

m � 	� TO IMEEM TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX G�MODULEJ

� � k�M �� � k�M �� � Div �Gn
m�� 	�

k�M �� �� k� �M� Div �Gn
m� � PERMUTACIONNYJ G�MODULX� kAK I W P����� POLU�AEM

SOOTNO�ENIE

Br nr�k�M �G� � Ker �H��G� k� �M ��
Y
A�BI

H��A� k� �M ��� ���

oSTANOWIMSQ NA SOOTNO�ENII Br nr�k�M �A� � 	 DLQ BICIKLI�ESKOJ GRUPPY A� WAV�
NEJ�EM DLQ POLU�ENIQ RAWENSTWA ���� sOWER�ENNO PROZRA�NOE OB�QSNENIE �TOMU QW�
LENI� PREDLOVENO W RABOTE bERVE���� GDE OBNARUVENO KL��EWOE SOOTNO�ENIE W DWU�
MERNYH GOMOLOGIQH� HARAKTERNOE DLQ BICIKLI�ESKIH GRUPP� pUSTX � � PROIZWOLX�
NAQ GRUPPA� f � Z� � � GOMOMORFIZM GRUPP� IMEEM GOMOMORFIZM f� � H��Z��Z� �
H����Z�� zAMETIM� �TO H��Z��Z� � ���Z�� � Z� �LEMENTY GRUPPY H����Z�� LEVA�
�IE W Im�f��� NAZYWA�TSQ TORI�ESKIMI KLASSAMI� bICIKLI�ESKIE GRUPPY OBLADA�
�T WAVNYM SWOJSTWOM� A IMENNO� ESLI � � POLUPRQMOE PROIZWEDENIE BICIKLI�ESKOJ
GRUPPY B I KONE�NOGO KOMMUTATIWNOGO NORMALXNOGO DELITELQ F � TO GRUPPA H����Z�
POROVDENA TORI�ESKIMI KLASSAMI� PO�DRUGOMU� ESTESTWENNYJ GOMOMORFIZMM

A�BI

H��A�Z�� H����Z�

QWLQETSQ �PIMORFIZMOM� pO DWOJSTWENNOSTI� TOGDA GOMOMORFIZM

H����Q�Z��
M
A�BI

H��A�Q�Z� ���

QWLQETSQ IN�EKTIWNYM� pUSTX TEPERX RE�ETKA M QWLQETSQ B�MODULEM� GDE B � BI�
CIKLI�ESKAQ KONE�NAQ GRUPPA� pREDPOLOVIM� SNA�ALA� �TO SU�ESTWUET PERMUTACI�
ONNYJ B�MODULX S� SODERVA�IJ M W KA�ESTWE PODMODULQ KONE�NOGO INDEKSA� iMEEM
TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX B�MODULEJ

	 �M � S � F � 	�

pEREHODQ K DIAGONALXNYM GRUPPAM� POLU�AEM DUALXNU� POSLEDOWATELXNOSTX

� � Dk�F �� Dk�S� � Dk�M �� ��

PRI�EM GRUPPA B DEJSTWUET NA �TIH SHEMAH k�AWTOMORFIZMAMI�w x� MY WSTRE�ALISX
S TAKOJ KONSTRUKCIEJ� wYBOR PERMUTACIONNOGO BAZISA W GRUPPE HARAKTEROW S TORA

Dk�S� OPREDELQET PREDSTAWLENIE GRUPPY Dk�S�� A SLEDOWATELXNO� I Dk�F � LINEJNY�
MI OPeRATORAMI W PROSTRANSTWE V� dimV � dimDk�S�� OTKUDA

k�Dk�M �� � k�M � � k�V �
�F �

GDE 
F � Dk�F � � KONE�NAQ ABELEWA GRUPPA� gRUPPA B DEJSTWUET LINEJNO NA k�
PROSTRANSTWE V PERESTANOWKAMI BAZISA HARAKTEROW IZ S� OSTAWLQQ NA MESTE EDINI�
CU GRUPPY Dk�S�� GRUPPA 
F DEJSTWUET SDWIGAMI NA Dk�S�� GRUPPA �� POROVDENNAQ
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GRUPPAMI B I 
F W GL�V �� QWLQETSQ POLUPRQMYM PROIZWEDENIEM B 
 
F � PRI�EM 
F �
NORMALXNYJ DELITELX W �� qSNO� �TO k�V �� � k�M �B� tAKIM OBRAZOM�

Br nr�k�M �B� � Br nr�k�V ��� � Ker �H����Q�Z��
Y
A�BI

H��A�Q�Z�� � 	

PO SOOTNO�ENI� ���� pEREHODQ K OB�EMU SLU�A�� RASSMOTRIM SNA�ALA WQLU� REZOLX�
WENTU B�MODULQ M

	 �M � S � N � 	�

IZ KOTOROJ SLEDUET� �TO N � N MOVNO RASSMATRIWATX KAK PODMODULX KONE�NOGO IN�
DEKSA PERMUTACIONNOGO B�MODULQ S� pO PREDYDU�EMU TOGDA Br nr�k�M � N �B� � 	�
pOSKOLXKU Br nr�k�M �� � 	� TO GRUPPU Br nr�k�M �B� MOVNO RASSMATRIWATX KAK POD�
GRUPPU W GRUPPEH��B� k�M ����oSTALOSX POKAZATX� �TO OTOBRAVENIEH��B� k�M ����
H��B� k�M � N ���� INDUCIROWANNOE WLOVENIEM B�MODULEJ f � k�M � � k�M � N ��
QWLQETSQ IN�EKTIWNYM� zAMETIM� �TO �k�M ��N ��� � k�M �� � N � wLOVENIE f MOVNO
RAZLOVITX W CEPO�KU WLOVENIJ

k�M ��
f�� k�M �� � N

f�� k�M � N ���

gOMOMORFIZM f� IMEET B�SE�ENIE� PO�TOMU GOMOMORFIZM

H��B� k�M ���� H��B� �k�M ��N ����

IN�EKTIWEN� dALEE� k�M ��N � ESTX KOORDINATNOE KOLXCO TORA Dk�M��N �� PRI�EM
Pic �Dk�M��N �� � 	� B�MODULX Div �Dk�M��N �� QWLQETSQ PERMUTACIONNYM� PO�TOMU
GRUPPA H��B� k�M ��N ��� OTOBRAVAETSQ IN�EKTIWNO W H��B� k�M � N ���� iTAK� DLQ
L�BOJ B�RE�ETKI M � GDE B�BICIKLI�ESKAQ KONE�NAQ GRUPPA�

Brnr�k�M �B� � 	�

sLEDU��IJ PRIMER POKAZYWAET� �TO RAS�IRITX KLASS GRUPP B NELXZQ�
pRIMER �� pUSTX G � GRUPPA PORQDKA q � pn� n � 
� KOTORAQ NE QWLQETSQ

BICIKLI�ESKOJ� pUSTX M � TO�NYJ G�MODULX �RE�ETKA� S �LEMENTOM 	 � H��G�M �
PORQDKA q� eSLI A � BICIKLI�ESKAQ PODGRUPPA W G� TO A �� G I� SLEDOWATELXNO�
�LEMENT pn��	 �� 	 STANOWITSQ NULEWYM PRI OGRANI�ENII NA A� pO FORMULE ���
TOGDA pn��	 � Br nr�k�M �G�� ZNA�IT� Br nr�k�M �G� �� 	�

sLEDU��IJ PRIMER POKAZYWAET� �TO TO�NYJ G�MODULXM S USLOWIEMH��G�M � �
Z�mZ WSEGDA SU�ESTWUET� m � jGj�
pRIMER �� pUSTX G � PROIZWOLXNAQ KONE�NAQ GRUPPA PORQDKA m� rASSMOTRIM

STANDARTNYE POSLEDOWATELXNOSTI P����

	 � IG � Z�G�
�� Z� 	

	 �M � Z�G�G�� IG � 	�

mODULX M QWLQETSQ TO�NYM G�MODULEM I H��G�M � � 
H��G�Z� � Z�mZ� fAKTI�
�ESKI UVE DOKAZAN SLEDU��IJ KRITERIJ bERVE ����
tEOREMA� pUSTX G � KONE�NAQ GRUPPA� TOGDA SLEDU��IE USLOWIQ �KWIWALENTNY�
�� DLQ WSQKOJ G�RE�ETKI M GRUPPA Br nr�k�M �G� RAWNA NUL��
�� WSQKAQ SILOWSKAQ PODGRUPPA GRUPPY G QWLQETSQ BICIKLI�ESKOJ� �
mINIMALXNYJ PRIMER NERACIONALXNOGO POLQ INWARIANTOW DAET GRUPPA

�Z��Z��� �
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��
� iNWARIANTY SWQZNYH ALGEBRAI�ESKIH GRUPP� eSLI � � G � GL�V �
� PREDSTAWLENIE SWQZNOJ ALGEBRAI�ESKOJ GRUPPY LINEJNYMI OPERATORAMI NAD AL�
GEBRAI�ESKI ZAMKNUTYM POLEM k� TO WOPROS O RACIONALXNOSTI POLQ INWARIANTOW

k�V �G DO SIH POR OSTAETSQ OTKRYTYM� bUDEM S�ITATX� �TO HARAKTERISTIKA POLQ k
RAWNA NUL�� iZWESTNO� �TO POLE k�V �G RACIONALXNO� ESLI G � SWQZNAQ RAZRE�IMAQ
ALGEBRAI�ESKAQ GRUPPA� wINBERG ���� dLQ SWQZNYH REDUKTIWNYH GRUPP G PROBLEMA

RACIONALXNOSTI POLQ k�V �G BYLA SDWINUTA S MESTA POSLE DOLGOGO PERERYWA RABO�
TAMI kACYLO ��� I bOGOMOLOWA � kACYLO ���� wESXMA WAVNU� ROLX W ISSLEDOWANII

POLEJ INWARIANTOW IGRAET REDUKCIONNAQ TEOREMA� ANALOGI�NAQ SOOTNO�ENI� ��� W
P����� �TOBY EE SFORMULIROWATX� NAPOMNIM� �TO PREDSTAWLENIE � NAZYWAETSQ PO�TI
SWOBODNYM �P�S��� ESLI STABILIZATOR DEJSTWIQ GRUPPY G NA V TRIWIALEN W OB�IH

TO�KAH PROSTRANSTWA V � SWQZNOSTX GRUPPY G W �TOM OPREDELENII NESU�ESTWENNA�
dLQ KONE�NOJ GRUPPY G PONQTIE PO�TI SWOBODNOGO DEJSTWIQ �KWIWALENTNO TO�NOSTI

PREDSTAWLENIQ ��
tEOREMA �� pUSTX ALGEBRAI�ESKAQ GRUPPA G LINEJNO DEJSTWUET NA WEKTORNOM

PROSTRANSTWE V � eSLI PROSTRANSTWO V MOVET BYTX RAZLOVENO W PRQMU� SUMMU IN�
WARIANTNYH PODPROSTRANSTW V� I V� TAKIM OBRAZOM� �TO DEJSTWIE GRUPPY G NA V�
PO�TI SWOBODNO� TO k�V �G � k�V��G�V��� �

�TA TEOREMA ISPOLXZOWALASX W RAZLI�NYH RABOTAH� oNA POKAZYWAET� �TO� ESLI
VG I WG � DWA P�S� PREDSTAWLENIQ GRUPPY G� TO POLQ k�V �G I k�W �G STABILXNO

�KWIWALENTNY� pRIMENENIE GRUPPY bRAU�RA K ISSLEDOWANI� POLEJ k�V �G PRIWODIT

K SLEDU��EMU FAKTU�USTANOWLENNOMU bOGOMOLOWYM ����
tEOREMA �� pUSTX G �SWQZNAQ ALGEBRAI�ESKAQ GRUPPA I V � P�S� LINEJNOE PRED�

STAWLENIE GRUPPY G� tOGDA Br nr�k�V �G� � 	� �
bOLEE T�ATELXNOE ISSLEDOWANIE PRIWODIT K SLEDU��EJ TEOREME�
tEOREMA �� pUSTX G �SWQZNAQ ODNOSWQZNAQ ALGEBRAI�ESKAQ GRUPPA� NE SODERVA�

�AQ E� W KA�ESTWE FAKTOR�GRUPPY� V � P�S� LINEJNOE PREDSTAWLENIE GRUPPY G�tOGDA
POLE k�V �G STABILXNO RACIONALXNO� �

kROME TOGO� POLE k�V �G STABILXNO RACIONALXNO DLQ P�S� PREDSTAWLENIJ NEODNO�
SWQZNYH GRUPP G WIDA O�n� ILI SO�n��

rASSMOTRIM TEPERX BOLEE PODROBNO KLASSI�ESKU� ZADA�U O PRIWEDENII PARY MAT�
RIC K PROSTEJ�EMU WIDU� K RE�ENI� KOTOROJ WESXMA USPE�NO BYLA PRIWLE�ENA TEH�
NIKA ALGEBRAI�ESKIH TOROW�
pRIMER�pROBLEMA RACIONALXNOSTI POLQ MATRI�NYH INWARIANTOW�pUSTX

M �n� � M �n�C� � KOLXCO KWADRATNYH MATRIC PORQDKA n S KOMPLEKSNYMI KO�FFI�
CIENTAMI� Vm�n � M �n�� ���M �n� � PRQMAQ SUMMA m KOPIJ PROSTRANSTWM �n�� NA
KOTOROJ POKOMPONENTNO DEJSTWUET GRUPPA GL�n�C� SOPRQVENIQMI

�X�� ��� Xm�� �gX�g
��� ��� gXmg

����

Xi � M �n�� g � GLn� m � �� n � �� oBOZNA�IM �EREZ Vm�n�GLn � KATEGORNYJ

FAKTOR OTNOSITELXNO �TOGO DEJSTWIQ� A �EREZ Km�n � POLE RACIONALXNYH FUNK�

CIJ NA MNOGOOBRAZII Vm�n�GLn� T�E�� POLE INWARIANTOW C�Vm�n�
GL n � qDROM �FFEK�

TIWNOSTI DEJSTWIQ GRUPPY GLn SLUVIT PODGRUPPA Gm� PO�TOMU DEJSTWIE GRUPPY
PGLn � GLn�Gm NA Vm�n QWLQETSQ TO�NYM� sWERH TOGO� DEJSTWIE GRUPPY PGLn NA
V��n PO�TI SWOBODNO� PO�TOMU MNOGOOBRAZIE Vm�n�GLn BIRACIONALXNO �KWIWALENTNO
PRQMOMU PROIZWEDENI� V��n�GLn�M �n�m��� tAKIM OBRAZOM� POLE Km�n ESTX �ISTO

TRANSCENDENTNOE RAS�IRENIE POLQ K��n� eSLI POLE Km�n �ISTO TRANSCENDENTNO� TO
�TO POZWOLQET NAJTI NORMALXNU� FORMU DLQ NABORA m MATRIC PORQDKA n OB�EGO PO�
LOVENIQ OTNOSITELXNO ODNOWREMENNOGO SOPRQVENIQ� wOPROS O RACIONALXNOSTI POLQ
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K��n POSTAWLEN DAWNO� oTWET NA NEGO INTERESUET MATEMATIKOW PO RAZNOMU POWODU�
wO�PERWYH� �TO WOPROS O PODOBII PARY MATRIC� pOLE K��n POROVDENO WSEMI MATRI��
NYMI INWARIANTAMI WIDA tr�XaY b�� a� b � 	� GDEX I Y � MATRICY PORQDKA n OB�EGO
WIDA� e�E sILXWESTR POKAZAL� �TO K��� � C�trX� trY� tr�X��� tr�Y ��� tr�XY ��� rA�
CIONALXNOSTX POLEJ K��� I K��	 �A� SLEDOWATELXNO� Km�� I Km�	� DOKAZAL fORMANEK
������ dRUGIH RACIONALXNYH POLEJ WIDA K��n POKA NE NAJDENO� HOTQ� KAK MY UWI�
DIM DALX�E� STABILXNAQ RACIONALXNOSTX POLEJ K��n USTANOWLENA SEJ�AS DLQ WSEH n�
DELQ�IH ��	�

dALEE W RABOTE hALEKA ��� POKAZANO� �TO POLE K��n IZOMORFNO POL� RACIONALXNYH

FUNKCIJ PROSTRANSTWA MODULEJ STABILXNYH WEKTORNYH RASSLOENIJ P� RANGA n S

KLASSAMI �VENQ c� � 	� c� � n� w�TRETXIH� W RABOTE wAN DER bERGA ��� USTANOWLENO�
�TO POLE K��n ESTX POLE FUNKCIJ OB�EGO QKOBIEWOGO MNOGOOBRAZIQ GLADKIH PLOSKIH

KRIWYH STEPENI n�
rAZWIWAQ IDE� pRO�EZI ���� fORMANEK POKAZAL� �TO POLE K��n MOVNO REALIZOWATX

KAK POLE RACIONALXNYH FUNKCIJ NA QWNO OPISYWAEMOM ALGEBRAI�ESKOM TORE� dLQ
�TOGO BERETSQ �ISTO TRANSCENDENTNOE RAS�IRENIE Ln � C�xij � yij� POLQ C� POROVDA�
EMOE NEZAWISIMYMI �LEMENTAMI xij� yij MATRIC X� Y� � 	 i� j 	 n� w MATRI�NOJ AL�
GEBREM �n� Ln� RASSMATRIWAETSQ PODALGEBRA� POROVDENNAQ NADC OB�IMI MATRICAMI

X I Y � �TA PODALGEBRA QWLQETSQ NEKOMMUTATIWNOJ OBLASTX� CELOSTNOSTI� PUSTX Dn

EE KOLXCO �ASTNYH� IZWESTNO� �TO Dn ESTX ALGEBRA S DELENIEM RAZMERNOSTI n� NAD
SWOIM CENTROM Zn� w RABOTE fORMANEKA ��� POKAZANO� �TO Zn W TO�NOSTI SOWPADAET
S K��n� dALEE� POLE Zn DOPUSKAET SLEDU��EE OPISANIE� pUSTX Sn � SIMMETRI�ESKAQ
GRUPPA� DEJSTWU��AQ PERESTANOWKAMI NA BAZISE e�� ��� en� Un � Ze� � ��� Zen � SO�
OTWETSTWU��IJ PERMUTACIONYJ Sn�MODULX� iMEEM TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX Sn�
MODULEJ

	 � Vn � Un � Un
�� Un

�� Z� 	� ���

GDE ��ui� � �� ��ui� uj� � ui� uj� s PODOBNYMI POSLEDOWATELXNOSTQMI MY WSTRE�A�
LISX W P����� pUSTX C�M � � GRUPPOWOE KOLXCO SWOBODNOJ ABELEWOJ GRUPPY M� C�M �
� EGO POLE �ASTNYH� pOLE K��n IZOMORFNO POL� INWARIANTOW C�Un � Vn�Sn � zAME�
TIM� �TO W Vn ESTX PODMODULX Cu� � u� � �� � Cun � un� IZOMORFNYJ Un� PRI�EM
Vn �� Un �Wn� tAKIM OBRAZOM�

K��n � C�Un � Un �Wn�
Sn � Wn � Ker

h M
i��j

Cui � uj � Un

i
�

pUSTX Fn � C�Un�� K��n � Fn�Un �Wn�
Sn � PRI�EM Sn DEJSTWUET TO�NO AWTOMOR�

FIZMAMI NA POLE Fn� mY WIDIM� �TO K��n ESTX POLE RACIONALXNYH FUNKCIJ NA

Pn�TORE Tn� GDE Pn � F Sn
n � A MODULX HARAKTEROW �Tn IZOMORFEN MODUL� Un � Wn�

bOLEE TOGO� Tn �� RAn�Pn �Gm� �Pn Tn�n� GDE Tn�n ESTX Pn�TOR S MODULEM HARAKTE�

ROW Wn� An � F
Sn��
n � pOLE Pn ESTX POLE SIMMETRI�ESKIH FUNKCIJ OT PEREMENNYH

x�� ��� xn� xi � eui � SLEDOWATELXNO� Pn QWLQETSQ �ISTO TRANSCENDENTNYM RAS�IRENI�
EM POLQ C RAZMERNOSTI n� tAKIM OBRAZOM� RACIONALXNOSTX POLQ K��n SLEDUET IZ

RACIONALXNOSTI TORA Tn�n NAD Pn� eSLI n � �� TO dimT��� � � I� SLEDOWATELXNO�
K��� � �ISTO TRANSCENDENTNO NAD C� tO�NAQ POSLEDOWATELXNOSTX ��� POZWOLQET WY�
�ISLITX BIRACIONALXNYJ INWARIANT H��Sn�p�Tn�n��� oN OKAZALSQ NULEWYM� iZ �TOGO
FAKTA� KAK POKAZALI kOLXO�tELEN I sANS�K ���� SLEDUET� �TO Br nr�K��n� � 	� sEJ�AS
MY POLU�AEM �TOT REZULXTAT IZ TEOREMY bOGOMOLOWA� eSLI n � 
� TO MOVNO WOS�
POLXZOWATXSQ TEOREMOJ b�kUNQWSKOGO �
�� KOTORYJ POKAZAL� �TO WSE TORY S GRUPPOJ

RAZLOVENIQ S� QWLQ�TSQ RACIONALXNYMI NAD POLEM OPREDELENIQ� iTAK� POLE K���



�	 w�e�wOSKRESENSKIJ

�ISTO TRANSCENDENTNO NAD C� oDNAKO� NETRUDNO PROWERITX� �TO TOR T	�	 NE RACI�
ONALEN NAD P	� TEM NE MENEE POLE K��	 �ISTO TRANSCENDENTNO NAD C� �TO UDALOSX
DOKAZATX SLEDU��IM PRIEMOM� pOLE Fn ESTX POLE RAZLOVENIQ Pn�TORA Tn�n� pREDPO�
LOVIM� �TO NAM UDALOSX NAJTI W KATEGORII Pn�TOROW� RAZLOVIMYH NAD Fn� TOR Hn

STABILXNO �KWIWALENTNYJ TORU Tn�n� SO SWOJSTWAMI�

�� Sn�MODULX HARAKTEROW �Hn QWLQETSQ TO�NYM MODULEM�
�� POLE INWARIANTOW C� �Hn�

Sn QWLQETSQ STABILXNO RACIONALXNYM NAD C�
tOGDA POLE K��n � C�Un � Un �Wn�Sn STABILXNO �KWIWALENTNO POL�

C� �Hn��Un � Un�
Sn � k�RB�k�Gm��RB�k�Gm�� � k�A�n��

k � LSn � L � C� �Hn�� B � LSn�� �

pOSKOLXKU POLE k STABILXNO RACIONALXNO PO USLOWI�� TO PRI TAKOM PODBORE TORA
Hn POLE K��n QWLQETSQ STABILXNO RACIONALXNYM� rASSMOTRIM �ASTX POSLEDOWATELX�
NOSTI ���

	 � In � Un
�� Z� 	�

gRUPPU I� MOVNO SNABDITX STROENIEM Sn�MODULQ� POLAGAQ �e � sgn���e� iMEEM TO��
NU� POSLEDOWATELXNOSTX Sn�MODULEJ

	 � In � In � Un � I� � I� � 	�

fORMANEK POKAZYWAET� �TO W KA�ESTWE �H	 MOVNO WZQTX MODULX �I	� I��� I DOKAZYWA�
ET RACIONALXNOSTX POLQ K��	� �TOT PUTX DOKAZATELXSTWA OBSTOQTELXNO ISSLEDOWAN W
NEDAWNEJ RABOTE bESSENROD I lE bR�NA ���� oNI POKAZYWA�T� �TO DLQ Sn�MODULQ I�n
POLE INWARIANTOW C�I�n�

Sn RACIONALXNO NAD C I p�I�n� � p�Wn� DLQ n � �� �� oTS�DA
SLEDUET� �TO POLQ K��� I K��� STABILXNO RACIONALXNY NAD C� w RABOTE POKAZANO

TAKVE� �TO DLQ PROSTYH �ISEL n � �� p�I�n� �� p�Wn�� TAK �TO NUVNO ISKATX DRUGIE
OB�EKTY� w RABOTE �OFILXDA ��� DOKAZANA SLEDU��AQ REDUKCIQ� ESLI POLQ K��a I

K��b STABILXNO RACIONALXNY I �a� b� � �� TO POLE K��ab TAKVE STABILXNO RACIONALX�
NO�u�ITYWAQ �TOT FAKT I REZULXTATY fORMANEKA� bESSENROD I lE bR�N DOKAZYWA�T
STABILXNU� RACIONALXNOSTX POLEJ K��n DLQ WSEH n� DELQ�IH ��	� zAMETIM TAKVE�
�TO W RABOTE kOLXO�tELENA I sANS�KA �
� DOKAZANO� �TO TOR Tp�p QWLQETSQ PRQMYM
SOMNOVITELEM RACIONALXNOGO MNOGOOBRAZIQ NAD POLEM Pp� p � PROSTOE�

x�� inwariantnye proektiwnye modeli demaz�ra

kAK MY WIDELI� WOPROSY BIRACIONALXNOJ KLASSIFIKACII MNOGOOBRAZIJ LINEJNYH
ALGEBRAI�ESKIH GRUPP PRIWODQT K NEOBHODIMOSTI RASSMATRIWATX GLADKIE PROEKTIW�
NYE MNOGOOBRAZIQ� SODERVA�IE DANNU� GRUPPU W KA�ESTWE OTKRYTOGO PODMNOVESTWA�
sU�ESTWOWANIE TAKIH PROEKTIWNYH MODELEJ W HARAKTERISTIKE NULX SLEDUET IZ TE�
OREMY hIRONAKI O RAZRE�ENII OSOBENNOSTEJ� wO MNOGIH SLU�AQH UDAETSQ POLU�ITX
CENNU� INFORMACI� IZ SAMOGO FAKTA SU�ESTWOWANIQ TAKOJ GLADKOJ MODELI� NO BO�
LEE DELIKATNYE WOPROSY TREBU�T ESLI NE QWNOJ KONSTRUKCII MODELI� TO HOTQ BY
ZNANIQ MODULQ pIKARA EE� dLQ ALGEBRAI�ESKIH TOROW IMEETSQ DOSTATO�NO PROSTAQ�
MOVNO SKAZATX KANONI�ESKAQ� KONSTRUKCIQ POLNYH MODELEJ� PREDLOVENNAQ dEMAZ��
ROM ���� nESKOLXKO POZVE POQWILOSX OBSTOQTELXNOE ISSLEDOWANIE kEMPFA I DR� ����
OBOB�A��EE REZULXTATY dEMAZ�RA� pOSKOLXKU NAS INTERESU�T BOLEE WSEGO MODELI�
OPREDELENNYE NAD NEZAMKNUTYM POLEM� TO OSNOWNOE WNIMANIE BUDET UDELENO TORI�
�ESKIM MNOGOOBRAZIQM S MAKSIMALXNYMI GRUPPAMI SIMMETRIJ�
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���� kONUSY I WEERY� pUSTX T � ALGEBRAI�ESKIJ k�TOR� �T EGO GRUPPA RACIO�
NALXNYH HARAKTEROW� rASSMOTRIM SNA�ALA ABSOL�TNYJ SLU�AJ ALGEBRAI�ESKI ZAMK�
NUTOGO POLQ k� gRUPPA �T � SWOBODNAQ ABELEWA RANGA n � dimT � PUSTX �TQ � Q � �T

SOOTWETSTWU��EE LINEJNOE PROSTRANSTWO S ESTESTWENNYM WLOVENIEM �T � �TQ� kONU�

SOM � W �TQ BUDEM NAZYWATX POLI�DRALXNYJ KONUS� POROVDENNYJ KONE�NOJ SISTEMOJ

�LEMENTOW m�� ���mN IZ �T

� �

�
nX
i��


imij
i � 	

�
�

eSLI KONUS � NE SODERVIT NIKAKIH PODPROSTRANSTW IZ �TQ KROME �	�� TO BUDEM GO�

WORITX� �TO KONUS � IMEET WER�INU� w DANNOJ TEORII ESTX VESTKAQ NEOBHODIMOSTX

IMETX DWE REALIZACII GRUPPY �T � ADDITIWNU� I MULXTIPLIKATIWNU�� mULXTIPLI�
KATIWNAQ ZAPISX NEOBHODIMA PRI POSTROENII PODKOLEC GRUPPOWOGO KOLXCA k� �T �� AD�
DITIWNAQ STRUKTURA UDOBNA W GEOMETRI�ESKIH KONSTRUKCIQH� gRUPPU �T S ADDITIW�
NOJ STRUKTUROJ BUDEM �ASTO NAZYWATX RE�ETKOJ� pUSTX m�� ���mn � BAZIS RE�ETKI
�T � xi � emi � SIMWOLY� POROVDA��IE MULXTIPLIKATIWNU� GRUPPU �T � w �TOJ ZAPISI
MULXTIPLIKATIWNAQ GRUPPA �T SOSTOIT IZ �LEMENTOW xm� PRI�EM xm�m�

� xmxm
�

�
oBOZNA�IM �EREZ A� POLUGRUPPOWU� k�ALGEBRU k�� 
 �T �� KOTORAQ SOSTOIT IZ MNOGO�
�LENOW lORANA

P
amx

m� GDE am � k� m � �
 �T I PO�TI WSE KO�FFICI�NTY am RAWNY

NUL�� zAMETIM� �TO POLUGRUPPA � 
 �T IMEET KONE�NOE �ISLO OBRAZU��IH� dANI�
LOW ���� kEMPF I DR� ���� aFFINNYM TORI�ESKIM MNOGOOBRAZIEM NAZYWAETSQ SHEMA

X� � SpecA�� dIAGONALXNOE WLOVENIE A� � A� �k k� �T � OPREDELQET DEJSTWIE TORA T
NA SHEME X� � uDOBNO ISPOLXZOWATX I DWOJSTWENNYE OB�EKTY� pUSTX �T � � Hom� �T �Z�
� DWOJSTWENNAQ RE�ETKA� A �� � fr � �T �

Q j r�m� � 	� �m � �g � DWOJSTWENNYJ KONUS

W PROSTRANSTWE �T �
Q� sHEMA X� GLADKAQ TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA DWOJSTWENNYJ

KONUS �� POROVDAETSQ �ASTX� BAZISA RE�ETKI �T �� pOSTROENIE POLNOGO TORI�ESKO�
GO MNOGOOBRAZIQ OSU�ESTWLQETSQ SKLEIWANIEM AFFINNYH TORI�ESKIH MNOGOOBRAZIJ�
PORQDOK SKLEIWANIQ OPREDELQETSQ NEKOTORYM NABOROM KONUSOW� NAZYWAEMYH WEEROM�
w DALXNEJ�EM NAM UDOBNEE RABOTATX S WEERAMI W PROSTRANSTWE �T �

Q�

oPREDELENIE� wEEROM W PROSTRANSTWE �T �
Q NAZYWAETSQ KONE�NYJ NABOR � KONU�

SOW� UDOWLETWORQ��IH USLOWIQM�
A� WSE KONUSY IZ � OBLADA�T WER�INOJ�
B� ESLI � GRANX KONUSA � � �� TO � � ��
W� DLQ �� �� � � PERESE�ENIE � 
 �� QWLQETSQ GRANX� KAK W �� TAK I W ���
pUSTX � � �� �� � DWOJSTWENNYJ KONUS W PROSTRANSTWE �TQ� sIMWOL X� TEPERX

OZNA�AET Spec k���
 �T �� zAMETIM� �TO KAVDOE X� SODERVIT OTKRYTOE PODMNOVESTWO�
NA KOTOROM TOR T DEJSTWUET REGULQRNO� dimX� � n� eSLI � GRANX KONUSA � � �� TO
IMEEM KANONI�ESKIJ MORFIZM X� � X� � QWLQ��IJSQ OTKRYTYM WLOVENIEM� sKLE�
IWAQ AFFINNYE KUSKI X� OTNOSITELXNO OTKRYTYH WLOVENIJ

X���� � X� � X���� � X�� �

POLU�AEM NORMALXNOE ALGEBRAI�ESKOE MNOGOOBRAZIEX�� OPREDELENOE NAD k S KWAZIRE�
GULQRNYM DEJSTWIEM TORA T NA X�� wEER NAZYWAETSQ POLNYM� ESLI �� � �T �

Q� � � ��

�TO NEOBHODIMOE I DOSTATO�NOE USLOWIE POLNOTY MNOGOOBRAZIQ X�� gLADKOSTX MNO�
GOOBRAZIQ X� OZNA�AET� �TO WSE KONUSY � � � SIMPLICIALXNY I NATQNUTY NA �ASTI

BAZISA RE�ETKI �T �� iMENNO TAKIE WEERY I RASSMATRIWAL dEMAZ�R� w RAZMERNOSTQH
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BOLX�IH DWUH POLNYE TORI�ESKIE MNOGOOBRAZIQ MOGUT I NE BYTX PROEKTIWNYMI�
kRITERIJ PROEKTIWNOSTI SOSTOIT W TOM� �TO WEER � DOLVEN SOSTOQTX IZ KONUSOW�
POROVDENNYH GRANQMI WYPUKLOGO MNOGOGRANNIKA D � �T �

Q� SODERVA�EGO O SWOEJ

WNUTRENNEJ TO�KOJ� wEER � DOPUSKAET E�E ODNU INTERPRETACI� NA QZYKE ORBIT TORA

T � DEJSTWU��EGO NA X�� dLQ OTKRYTOGO AFFINNOGO T �INWARIANTNOGO PODMNOVESTWA
U � X� OBOZNA�IM �EREZ �T �U � MNOVESTWO HARAKTEROW� KOTORYE MOVNO PRODOLVITX
DO REGULQRNYH FUNKCIJ NA U � PUSTX ��U � � fr � �T �

Q j r�m� � 	 �m � �T �U �g� tOGDA
��U � � �� s DRUGOJ STORONY� KAVDOE TAKOE U SODERVIT EDINSTWENNU� ZAMKNUTU� W

U ORBITU � ORBITU NAIMENX�EJ RAZMERNOSTI �� �TO USTANAWLIWAET WZAIMNO ODNOZNA��
NOE SOOTWETSTWIE � � O� MEVDU KONUSAMI IZ � I ORBITAMI O� TORA T NA X�� pRI
�TOM � � � � O� � O� I dim� � codimO�� nAPRIMER� ORBITY KORAZMERNOSTI ODIN

WZAIMNO ODNOZNA�NO SOOTWETSTWU�T ODNOMERNYM KONUSAM � LU�AM � IZ �� kAVDYJ
TAKOJ LU� � � � POROVDEN EDINSTWENNYM PRIMITIWNYM WEKTOROM r � �T �� PUSTX j�j
� SOWOKUPNOSTX �TIH PRIMITIWNYH WEKTOROW� Or� r � j�j � SOOTWETSTWU��AQ ORBITA
KORAZMERNOSTI ODIN� Dr � 
Or EE ZAMYKANIE W X�� pUSTX X � X� GLADKOE POLNOE

TORI�ESKOE MNOGOOBRAZIE� wLOVENIE T � X OPREDELQET TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX

RE�ETOK

	 � �T
�� �S � PicX� � 	� ���

GDE �S � SWOBODNYJ Z�MODULX� POROVDENNYJ PROSTYMI DIWIZORAMI IZ DOPOLNENIQ

X n T � oKAZYWAETSQ� DIWIZORY Dr � r � j�j� OBRAZU�T BAZIS GRUPPY �S� TAK �TO RANG
�S RAWEN PORQDKU MNOVESTWA j�j� oTOBRAVENIE 	 OPREDELQETSQ PO PRAWILU

	�m� �
X
r

r�m�Dr � r � j�j� m � �T �

nA �TOM QZYKE KRITERIJ PROEKTIWNOSTI POLNOGO GLADKOGO TORI�ESKOGO MNOGOOBRAZIQ

X� SOSTOIT W SLEDU��EM� dIWIZOR D �
P

nrDr � r � j�j OBILEN TOGDA I TOLXKO TOG�
DA� KOGDA FUNKCIQ fD � �T �

Q � Q� LINEJNAQ NA WSEH KONUSAH � � � I PRINIMA��AQ NA

r � j�j ZNA�ENIQ fD�r� � �nr� QWLQETSQ WYPUKLOJ� fD�x�y� � fD�x��fD�y�� PRI�EM
RAWENSTWO DOSTIGAETSQ LI�X W SLU�AE� KOGDA x I y LEVAT W ODNOM KONUSE � � �� dLQ
GLADKIH TORI�ESKIH MNOGOOBRAZIJ OBILXNOSTX �KWIWALENTNA O�ENX OBILXNOSTI� eSLI
X� � POLNOE NEOSOBOE TORI�ESKOE MNOGOOBRAZIE� TO EGO ANTIKANONI�ESKIJ DIWIZOR
IMEET WID� �K �

P
Dr � r � j�j�

pRIMER �� tORI�ESKIE MNOGOOBRAZIQ fANO� �TO GLADKIE PROEKTIWNYE MNO�
GOOBRAZIQ� U KOTORYH ANTIKANONI�ESKIJ KLASS OBILEN� pRIWEDENNOE WY�E USLOWIE
OBILXNOSTI OZNA�AET W �TOM SLU�AE DLQX�� �TO WEER � SOSTOIT IZ KONUSOW� POROVDEN�
NYH GRANQMI WYPUKLOJ OBOLO�KI convj�j MNOVESTWA j�j�w �TOM SLU�AE MNOGOGRANNIK
P � convj�j NAZOWEM MNOGOGRANNIKOM fANO� iZ GLADKOSTI X SLEDUET� �TO WER�INY
KAVDOJ GRANI � � P KORAZMERNOSTI � OBRAZU�T BAZIS RE�ETKI �T �� w �ASTNOSTI�
P � SIMPLICIALXNYJ MNOGOGRANNIK� oKAZYWAETSQ� SU�ESTWUET LI�X KONE�NOE �IS�
LO POPARNO NEIZOMORFNYH POLNYH NEOSOBYH TORI�ESKIH MNOGOOBRAZIJ fANO DANNOJ

RAZMERNOSTI n� �TO ZADA�A NA PERE�ISLENIE RAZLI�NYH WOZMOVNYH MNOGOGRANNIKOW
fANO� W RABOTE wOSKRESENSKOGO I kLQ�KO ��� POKAZANO� �TO WEER fANO � SODERVIT NE

BOLEE n� � � LU�EJ� ESLI n � 
� W RABOTE bATYREWA ��� PERE�ISLENY WSE TORI�ESKIE

MNOGOOBRAZIQ fANO W RAZMERNOSTI TRI�
gOWORQT� �TO WEER �� WPISAN W �� ESLI DLQ L�BOGO �� � �� NAJDETSQ � � � TAKOJ�

�TO �� � �� iMEEM ESTESTWENNYJ MORFIZM X�
� � X�� QWLQ��IJSQ BIRACIONALX�

NYM� eSLI �� QWLQETSQ RAZBIENIEM WEERA �� TO MORFIZM X�
� � X� QWLQETSQ KONE��

NYM I S�RXEKTIWNYM� iSPOLXZUQ KRITERIJ GLADKOSTI TORI�ESKOGO MNOGOOBRAZIQ�
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NETRUDNO UKAZATX ALGORITM RAZRE�ENIQ OSOBENNOSTEJ MNOGOOBRAZIQ X�� �TO �ISTAQ
ZADA�A KOMBINATORNOJ GEOMETRII� sNA�ALA PUTEM BARICENTRI�ESKOGO PODRAZDELENIQ
PREWRA�A�T WEER � W WEER ��� WSE KONUSY KOTOROGO QWLQ�TSQ SIMPLICIALXNYMI� zA�
TEM� PRI NEOBHODIMOSTI� KAVDYJ KONUS WEERA �� RAZBIWA�T NA KONUSY� POROVDENNYE
�LEMENTAMI BAZISA RE�ETKI �T �� pOLU�ENNYJ WEER �� QWLQETSQ ISKOMYM I MY IMEEM

MORFIZM GLADKOGO MNOGOOBRAZIQ X�
� NA X�� nAIBOLEE PROSTO �TO PROISHODIT W RAZ�

MERNOSTI DWA� pUSTX � � DWUMERNYJ KONUS W WEERE � I � � WYPUKLAQ OBOLO�KA W �T �
Q

MNOVESTWA �
 �T ��f	g� pUSTX m�� ���ms � �LEMENTY IZ �T �� LEVA�IE NA KOMPAKTNYH
OTREZKAH GRANICY �� tOGDA LU�I 
 m� �� ��� 
 ms � DA�T NUVNOE RAZBIENIE KONUSA

��
pRIMER �� pUSTX T � MAKSIMALXNYJ TOR W GRUPPE SL�
�C�� EGO URAWNENIE

xyz � �� rASSMOTRIM PROEKTIWIZACI� X MNOGOOBRAZIQ T � x�x�x� � x��� kUBI�ESKAQ
POWERHNOSTX X QWLQETSQ TORI�ESKOJ POWERHNOSTX�� ONA IMEET TRI OSOBYE TO�KI� nA
DOPOLNENII X � T LEVAT TRI PRQMYE� NA IH PERESE�ENII I NAHODQTSQ OSOBYE TO�KI�
pUSTX� � WEER MNOGOOBRAZIQX� MNOVESTWO j�j SOSTOIT IZ TREH WEKTOROW�nETRUDNYJ
RAS�ET POKAZYWAET� �TO MY IMEEM SLEDU��U� SIMMETRI�ESKU� KARTINU�
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D�D	

D
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B AD� D�

j�j � fOA�OB�OCg� GRUPPA� POROVDENNAQ WEKTORAMI OA�OB� IMEET INDEKS 

W �T �� PO�TOMU X ESTX FAKTOR P��W � GDE W � GRUPPA PORQDKA 
� kAVDYJ DWU�
MERNYJ KONUS� NAPRIMER� � �
 OA�OB � RAZBIWAETSQ NA 
 BAZISNYH� W REZULX�
TATE POLU�AEM GLADKIJ WEER ��� U KOTOROGO MNOVESTWO j��j SOSTOIT IZ � WEKTOROW
OA�OB�OC�ODi� � 	 i 	 �� wEER �� QWLQETSQ RAZBIENIEM I WEERA ��� U KOTORO�
GO MNOVESTWO j��j � fODi� � 	 i 	 �g� pROEKTIWNOE MNOGOOBRAZIE X�� QWLQETSQ

GLADKIM� �TO POWERHNOSTX dELX�pECCO STEPENI �� iMEEM BIRACIONALXNYE MORFIZMY

X� � X�� � X�� �

pRIMER �� w RAZMERNOSTI n � 
 SU�ESTWU�T POLNYE� NO NE PROEKTIWNYE TO�
RI�ESKIE MNOGOOBRAZIQ� pROSTEJ�IM PRIMEROM QWLQETSQ POLNYJ SIMPLICIALXNYJ

WEER � W TREHMERNOM PROSTRANSTWE� KONUSY KOTOROGO OPREDELQ�T SLEDU��U� TRI�
ANGULQCI� SFERY S CENTROM W WER�INAH KONUSOW�
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mNOVESTWO j�j SOSTOIT IZ � WEKTOROW� ISHODQ�IH IZ CENTRA� NA RISUNKE ONI IZ�
OBRAVENY TO�KAMI� oDNOMERNYJ SKELET WEERA SOSTOIT IZ � LU�EJ� ISHODQ�IH IZ

CENTRA� sOEDINQQ TO�KI NA SFERE OTREZKAMI PRQMYH PO UKAZANNOMU PRAWILU� MY
POLU�AEM MNOGOGRANNIK S TREUGOLXNYMI GRANQMI� nIKAKIM RASTQVENIEM RADIUSOW�
SOEDINQ��IH CENTR S WER�INAMI� NEWOZMOVNO PREWRATITX DANNYJ MNOGOGRANNIK W
STROGO WYPUKLYJ� kONE�NO� RAZBIENIEM POLNOGO WEERA � WSEGDA MOVNO PEREJTI K

PROEKTIWNOMU GLADKOMU WEERU�
w KONSTRUKCIIX� POLE k IGRALO WESXMA WSPOMOGATELXNU� ROLX� eSLI WZQTX WMES�

TO KOLEC k���
 �T � KOLXCA Z���
 �T �� TO POLU�IM SKLEIWANIEM Z�SHEMU X��Z � KOTORU�
W DALXNEJ�EM BUDEM SNOWA OBOZNA�ATX X� � A WSQKOE TORI�ESKOE k�MNOGOOBRAZIE X
DLQ ZAMKNUTOGO POLQ k IMEET WID X � X� � k�

���� pROEKTIWNYE INWARIANTNYE WEERY� nAPOMNIM NEKOTORYE FAKTY IZ x
�
pUSTX T � ALGEBRAI�ESKIJ n�MERNYJ TOR� OPREDELENNYJ NAD NEZAMKNUTYM POLEM

k� TOR T ODNOZNA�NO OPREDELQETSQ PREDSTAWLENIEM GRUPPY G � Gal �ks�k� NA HA�
RAKTERAH �T TORA T � pUSTX h � G � GL�n�Z� � SOOTWETSTWU��EE CELO�ISLENNOE

PREDSTAWLENIE� GRUPPA RAZLOVENIQ h�G� QWLQETSQ KONE�NOJ PODGRUPPOJ W GL �n�Z��
tOR T WOSSTANAWLIWAETSQ PO h SLEDU��IM OBRAZOM� nA GRUPPE Gn

m � ks DEJSTWU�T
DWA PREDSTAWLENIQ GRUPPY G � GEOMETRI�ESKOE � g � h�g� � � I ARIFMETI�ESKOE�
g� �� g� g � G� oNI KOMMUTIRU�T DRUG S DRUGOM� PO�TOMU MOVNO WZQTX PREDSTAW�
LENIE u�g� � h�g� � g GRUPPY G W GRUPPU Aut k�Gn

m � ks�� tOGDA TOR T IZOMORFEN

FAKTORU �Gn
m � ks��u�G�� wYBEREM W RE�ETKE �T � GLADKIJ PROEKTIWNYJ WEER �� IN�

WARIANTNYJ OTNOSITELXNO KONE�NOJ GRUPPY h�G� � GL�n�Z�� DEJSTWU��EJ NA � PO

PRAWILU PERENOSA STRUKTUR�kAK POKAZANO W RABOTE bRILINSKOGO ���� �TO WSEGDA MOV�
NO SDELATX PODHODQ�IM RAZBIENIEM� ISHODQ IZ L�BOGO POLNOGO WEERA� tOGDA GRUPPA
h�G� ESTESTWENNO DEJSTWUET AWTOMORFIZMAMI NA X� I MY IMEEM �KWIWARIANTNOE

WLOVENIE Gn
m � X�� fAKTOR X � �X� � ks��u�G� QWLQETSQ k�FORMOJ MNOGOOBRAZIQ

X�� k� SODERVA�EJ TOR T W KA�ESTWE OTKRYTOGO PODMNOVESTWA� �TO DOKAZYWAET SU�
�ESTWOWANIE GLADKOJ PROEKTIWNOJ MODELI TORA T NAD PROIZWOLXNYM POLEM� sHEMU
X NAZOWEM MODELX� dEMAZ�RA TORA T � oNA WESXMA UDOBNA PRI WY�ISLENII G�MODULQ
Pic �X �k ks�� POSKOLXKU G�MODULX Pic �X �k ks� IZOMORFEN G�MODUL� PicX�� NA KO�
TOROM GRUPPA G DEJSTWUET GEOMETRI�ESKI� pOSLEDOWATELXNOSTX ��� P���� POZWOLQET
WY�ISLITX DEJSTWIE GRUPPY G NA PicX�� ZNAQ DEJSTWIE GRUPPY NA �T I NA REBRAH

WEERA �� zAMETIM TAKVE� �TO GRUPPA Aut k�X�� SODERVIT W KA�ESTWE PODGRUPPY

POLUPRQMOE PROIZWEDENIE h�G�T �ks�� GDE T �ks� � GRUPPA SDWIGOW� h�G� NORMALIZUET
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GRUPPU T �k�� pO�TOMU SREDI k�FORM MNOGOOBRAZIQ X��k IME�TSQ I WSE POPOLNENIQ
GLAWNYH ODNORODNYH PROSTRANSTW k�TORA T �

tEPERX PEREJDEM K WOPROSU PRAKTI�ESKOGO POSTROENIQ INWARIANTNYH PROEKTIW�
NYH WEEROW I MNOGOOBRAZIJ dEMAZ�RA RAZMERNOSTI n� pO TEOREME vORDANA SU�EST�
WUET KONE�NOE �ISLO NESOPRQVENNYH KONE�NYH PODGRUPP W GRUPPE GL�n�Z��dLQ KAV�
DOJ TAKOJ GRUPPYW MY MOVEM POSTROITX INWARIANTNYJ WEER � W RE�ETKEM� � Zn

I MODELX dEMAZ�RA X�� kONE�NO� ZDESX WOZNIKAET WOPROS O NAIBOLEE �KONOMNOM PO�
STROENII� S MENX�IM �ISLOM SIMPLEKSOW� �TO BUDET OZNA�ATX DLQ X� OTNOSITELXNU�

MINIMALXNOSTX �W SMYSLE� KOTORYJ LEGKO UTO�NITX�� kONE�NO� DLQ NERAWNYH GRUPP
W� � W� � GL�n�Z� IH MINIMALXNYE WEERY �� I �� MOGUT SOWPADATX� eSLI NE

ZABOTITXSQ O MINIMALXNOSTI MODELI� TO DOSTATO�NO POSTROITX PROEKTIWNYJ INWA�
RIANTNYJ WEER DLQ MAKSIMALXNOJ KONE�NOJ PODGRUPPY W GRUPPY GL�n�Z�� mAKSI�
MALXNYH PODGRUPP ZNA�ITELXNO MENX�E� �EM WSEH� K PRIMERU� DLQ n � � WSEH GRUPP
��� MAKSIMALXNYH �� DLQ n � 
 WSEH GRUPP �
� MAKSIMALXNYH �� DLQ n � � WSEH GRUPP
��	� MAKSIMALXNYH ��

hORO�O IZWESTNO� �TO WSQKAQ KONE�NAQ PODGRUPPA GRUPPYGL�n�Z� OSTAWLQET IN�
WARIANTNOJ NEKOTORU� POLOVITELXNO OPREDELENNU� CELO�ISLENNU� KWADRATI�NU�

FORMU� �TO OBSTOQTELXSTWO �ASTO POMOGAET PRI POSTROENII INWARIANTNOGO WEERA�
pOLNYE GRUPPY CELO�ISLENNYH AWTOMORFIZMOW POLOVITELXNO OPREDELENNYH KWAD�
RATI�NYH FORM OT n PEREMENNYH NOSQT NAZWANIE GRUPP bRAWE� W �ASTNOSTI� WSE
MAKSIMALXNYE GRUPPY QWLQ�TSQ GRUPPAMI bRAWE� pO�TOMU MAKSIMALXNU� GRUPPU

MOVNO OTME�ATX SOOTWETSTWU��EJ KWADRATI�NOJ FORMOJ� w MALYH RAZMERNOSTQH n
MAKSIMALXNAQ KONE�NAQ PODGRUPPA GRUPPY GL �n�Z� MOVET BYTX REALIZOWANA W KA�
�ESTWE GRUPPY AWTOMORFIZMOW NEKOTOROJ SISTEMY KORNEJ n�MERNOGO PROSTRANSTWA�
�TO POZWOLQET SRAWNITELXNO PROSTO STROITX MINIMALXNYE PROEKTIWNYE TORI�ESKIE

MODELI S MAKSIMALXNOJ GRUPPOJ AWTOMORFIZMOW�
pRIMER �� ��� gLADKAQ PROEKTIWNAQ ODNOMERNAQ TORI�ESKAQ MODELX TOLXKO ODNA

� �TO PROEKTIWNAQ PRQMAQ P��
��� w SLU�AE n � � IME�TSQ DWE MAKSIMALXNYE NESOPRQVENNYE PODGRUPPY W�

I W� W GL ���Z�� gRUPPA W� IMEET PORQDOK �� �TO GRUPPA AWTOMORFIZMOW SISTEMY
KORNEJ TIPA B�� rE�ETKA KORNEJ B� QWLQETSQ OBY�NOJ KWADRATNOJ RE�ETKOJ c IN�
WARIANTNOJ KWADRATI�NOJ FORMOJ x� � y�� wEER � SOSTOIT IZ ��H BAZISNYH KONUSOW
I WSEH EGO �ASTEJ�
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sHEMA X� � P� � P�� e�� e� � BAZIS RE�ETKI B�� aNTIKANONI�ESKIJ DIWIZOR
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D � �K RAWEN D� � D� � D� � D	� ON INWARIANTEN OTNOSITELXNO GRUPPY W��
Di SOOTWETSTWUET LU�U 
 	� ei �� wSE k�FORMY MNOGOOBRAZIQ P� � P� QWLQ�TSQ

k�RACIONALXNYMI� ESLI ONI IME�T RACIONALXNU� k�TO�KU�
gRUPPA W� IMEET PORQDOK ��� �TO GRUPPA AWTOMORFIZMOW SISTEMY KORNEJ TIPA

A�� INWARIANTNAQ KWADRATI�NAQ FORMA x� � xy � y�� wEER � SODERVIT � BAZISNYH
KONUSOW� j�j � fe�� e�� e�� e	� e�� e
g�
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wEER ��� POROVDENNYJ BAZISAMI �e�� e��� �e�� e��� �e�� e��� QWLQETSQ POLNYM
I OPREDELQET PROEKTIWNU� PLOSKOSTX P�� pO�TOMU SHEMA X� � k ESTX POWERHNOSTX
dELX�pECCO STEPENI �� POLU�ENNAQ IZ P� RAZDUTIEM TREH TO�EK O�� O�� O�� gRUPPA
W� ESTX PRQMOE PROIZWEDENIE S� � S�� GDE S� � SIMMETRI�ESKAQ GRUPPA� DEJSTWU��
�AQ PROEKTIWNO NA P�� A S� � KWADRATI�NOE PREOBRAZOWANIE PLOSKOSTI P� S FUN�
DAMENTALXNYMI TO�KAMI O�� O�� O�� wSQKAQ k�FORMA X SHEMY X� � k� IME��AQ
RACIONALXNU� k�TO�KU� QWLQETSQ k�RACIONALXNOJ�


�� w RAZMERNOSTI 
 IME�TSQ �ETYRE MAKSIMALXNYE NESOPRQVENNYE PODGRUPPY
GRUPPYGL�
�Z��tRI IZ NIH QWLQ�TSQ NE�KWIWALENTNYMI PREDSTAWLENIQMI PRQMOGO
PROIZWEDENIQ SIMMETRI�ESKOJ GRUPPY S	 I GRUPPY WTOROGO PORQDKA S��

A� gRUPPA W� QWLQETSQ GRUPPOJ AWTOMORFIZMOW OBY�NOJ KUBI�ESKOJ RE�ETKI

L� W EWKLIDOWOM PROSTRANSTWE� ONA SOHRANQET FORMU x� � y� � z�� WEER SODERVIT �
OKTANTOW� MNOVESTWO j�j SOSTOIT IZ � REBER� SHEMA X� ESTX P� �P� �P�� wOPROS O
BIRACIONALXNOJ TRIWIALXNOSTI k�FORM �TOGO TIPA BUDET RASSMOTREN W PRIMERE ��

B� gRUPPA W� SWQZANA S RE�ETKOJ L�� KOTORAQ POLU�AETSQ IZ KUBI�ESKOJ DOBAWLE�
NIEM CENTROW KUBOW� �TA RE�ETKA NATQNUTA NA BAZIS f�� f�� f� EWKLIDOWA PROSTRAN�
STWA E�� PRI �TOM DLINA kfik BAZISNYH WEKTOROW RAWNA

p

� A SKALQRNYE PROIZWE�

DENIQ �fi� fj� � ��� i �� j� iNWARIANTNYJ WEER dEMAZ�RA �TOJ RE�ETKI POSTROIM
SLEDU��IM OBRAZOM� wOZXMEM � WEKTORA f�� f�� f�� f	� f	 � �f� � f� � f�� l�BAQ
TROJKA �TOJ SISTEMY OBRAZUET BAZIS RE�ETKI� eSLI WZQTX WSE TROJKI �TOJ SISTEMY�
TO POLU�IM MAKSIMALXNYE �LEMENTY POLNOGO WEERA ��� OPREDELQ��EGO PROSTRAN�
STWO P�� nA WEERE �� DEJSTWUET SIMMETRI�ESKAQ GRUPPA S	� �TOBY POLU�ITX WEER�
INWARIANTNYJ I OTNOSITELXNO CENTRALXNOJ SIMMETRII� PRIDETSQ WEER �� RAZBITX

NA �ASTI� kAVDYJ SIMPLEKS MAKSIMALXNOJ RAZMERNOSTI RAZOB�EM NA � �ASTEJ� nA�
PRIMER� SIMPLEKS �f�� f�� f�� RAZBIWAETSQ NA SLEDU��IE SIMPLEKSY�

�f�� f� � f�� ��� �f�� f� � f�� ��� �f�� f� � f�� ��� �f�� f� � f�� ���
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�f�� f� � f�� ��� �f�� f� � f�� ��� � � f� � f� � f��

oBOZNA�IM POLU�ENNYJ WEER �EREZ �� oN SODERVIT �� REBER� SLEDOWATELXNO PicX�

IMEET RANG ��� pOSKOLXKU WEER � POLU�EN RAZBIENIM IZ WEERA ��� TO SHEMA X� POLU�
�AETSQ IZ P� S POMO�X� POSLEDOWATELXNYH RAZDUTIJ� gRAF DIWIZOROW IZ j�j MOVNO
OPISATX S POMO�X� WYPUKLOGO MNOGOGRANNIKA W R�� oN SOSTOIT IZ � �ESTIUGOLXNI�
KOW I � �ETYREHUGOLXNIKOW��TO W TO�NOSTI  MNOGOGRANNIK DIWIZOROW� POLU�AEMYH
IZ P� POSLEDOWATELXNYM RAZDUTIEM ��H WER�IN I � REBER KOORDINATNOGO TETRA�DRA
x�x�x�x� � 	� GDE xi � ODNORODNYE KOORDINATY W P�� gRUPPA W� ESTX GRUPPA WSEH

CELO�ISLENNYH AWTOMORFIZMOW KWADRATI�NOJ FORMY


�x� � y� � z��� ��xy � xz � yz��

W� gRUPPA W� ESTX GRUPPA AWTOMORFIZMOW RE�ETKI L�� POLU�AEMOJ IZ KUBI�ES�
KOJ� DOBAWLENIEM CENTROW GRANEJ� rE�ETKI L� I L� DUALXNY DRUG DRUGU� L� �
Hom�L��Z�� iNWARIANTNYJ WEER SOSTOIT IZ 
� BAZISOW� MNOVESTWO j�j IMEET �� �LE�
MENTOW� PicX� IMEET RANG ��� iNWARIANTNAQ KWADRATI�NAQ FORMA IMEET WID

x� � y� � z� � xy � xz � yz�

G� nAKONEC� GRUPPA W	 ESTX GRUPPA AWTOMORFIZMOW RE�ETKI� QWLQ��EJSQ PRQ�
MOJ SUMMOJ ODNOMERNOJ RE�ETKI I DWUMERNOJ� SOSTAWLENNOJ IZ PRAWILXNYH TRE�
UGOLXNIKOW� iNWARIANTNAQ MODELX dEMAZ�RA X� ESTX P� �X� GDE X � POWERHNOSTX
dELX�pECCO STEPENI ��

iSPOLXZUQ �TI QWNYE GEOMETRI�ESKIE KONSTRUKCII� b�kUNQWSKIJ ��� POLU�IL POL�
NU� BIRACIONALXNU� KLASSIFIKACI� TREHMERNYH TOROW�iZ �
 TREHMERNYH RE�ETOK
WYDELENY ��� DLQ KOTORYH SOOTWETSTWU��IE TORY NE QWLQ�TSQ RACIONALXNYMI I NE
QWLQ�TSQ STABILXNO �WAIWALENTNYMI MEVDU SOBOJ� wSE TORY RAZMERNOSTI 
� KROME
�TIH OTME�ENNYH� QWLQ�TSQ k�RACIONALXNYMI� w �ASTNOSTI� WSE STABILXNO RACIO�
NALXNYE TREHMERNYE TORY NA SAMOM DELE RACIONALXNY�
pRIMER �� pUSTX f � x�� � �� � x�n� �TOJ FORME SOOTWETSTWUET KUBI�ESKAQ RE�

�ETKA L� W EWKLIDOWOM PROSTRANSTWE E
n� POROVDENNAQ ORTONORMIROWANNYM BAZISOM

e�� ��� en� W � O�n� f� � GRUPPA WSEH CELO�ISLENNYH PREOBRAZOWANIJ� SOHRANQ��IH
FORMU f � jW j � �nn!� rASSMOTRIM WEER �� POROVDENNYJ n�MERNYMI SIMPLEKSAMI
g�� g �W� � �
 	� e�� ��� en ��mNOVESTWO j�j SOSTOIT IZ �n REBER� SOOTWETSTWU��AQ
SHEMA dEMAZ�RA X� ESTX P� � �� � P� �n RAZ�� pUSTX T � TOR RAZMERNOSTI n NAD

POLEM k� OPREDELENNYJ PREDSTAWLENIEM h � G � W � GL �n�Z�� GDE G DEJSTWUET

NA �T �� tOGDA TOR T WKLADYWAETSQ W k�FORMU X SHEMY X� � k I MY IMEEM TO�NU�

POSLEDOWATELXNOSTX G�MODULEJ
	 � �T

�� �S � PicX� � 	� ���

GDE �S � PERMUTACIONNYJ G�MODULX� POROVDENNYJ REBRAMI WEERA �� mNOVESTWO j�j
SOSTOIT IZ WEKTOROW �DIWIZOROW� e�� ��� en� f�� ��� fn� GDE fi � �ei� �w GRUPPE �S WSE ONI

S�ITA�TSQ NEZAWISIMYMI!� rANG Z�MODULQ PicX� RAWEN n� wLOVENIE 	 OPREDELeNO
FORMULOJ

	�m� �
X

u�m�u� u � j�j�
pUSTX m�� ���mn � BAZIS W �T � DUALXNYJ BAZISU e�� ��� en � �T �� tOGDA 	�mi� � ei � fi�
T�E� DIWIZORY ei I fi LINEJNO �KWIWALENTNY I TOLXKO ONI� kLASSY DIWIZOROW cl�ei�
OBRAZU�T Z�BAZIS G�MODULQ PicX� � �N � gRUPPA G DEJSTWUET PERESTANOWKOJ NA BAZI�
SE j�j I O�EWIDNO� �TO PERESTANOWKOJ ONA DEJSTWUET I NA BAZIS cl�ei� MODULQ �N � tAKIM
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OBRAZOM� TOR T STABILXNO RACIONALEN NAD POLEM k� dLQ DOKAZATELXSTWA RACIONALX�
NOSTI TORA T RASSMOTRIM TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX TOROW NAD k� DWOJSTWENNU�
POSLEDOWATELXNOSTI ���

� � N
u� S

v� T � ��

wYBOR BAZY j�j W �S POZWOLQET S�ITATX S� A ZNA�IT I N � GRUPPOJ LINEJNYH PREOB�
RAZOWANIJ PROSTRANSTWA A�n

k � sTROENIE OTOBRAVENIQ cl � �S � �N POKAZYWAET� �TO
PREDSTAWLENIE u ESTX PRQMAQ SUMMA DWUH TO�NYH PREDSTAWLENIJ STEPENI n� SKAVEM�
V� � V�� pUSTX x � V��k� � TO�KA� ORBITA KOTOROJ u�N �x BIEKTIWNA N �k�� tOGDA v
OTOBRAVAET x� V� BIRACIONALXNO NA T � tAKIM OBRAZOM� k�TORY T � U KOTORYH CELO�
�ISLENNOE PREDSTAWLENIE G�MODULQ �T � � ILI �T � �KWIWALENTNO NAD Z ORTOGONALXNOMU�
QWLQ�TSQ k�RACIONALXNYMI�

���� bIRACIONALXNYE INWARIANTY TOROW BEZ AFFEKTA W POLUPROSTYH
GRUPPAH� pUSTX T � ALGEBRAI�ESKIJ k�TOR� X � EGO GLADKAQ PROEKTIWNAQ MODELX�
kAK BYLO OTME�ENO W x�� GRUPPA H��k�Pic 
X� � H��k� p�T �� QWLQETSQ BIRACIONALX�
NYM INWARIANTOM k�TORA T� 
X � X �k ks� rASSMOTRIM �TOT INWARIANT BOLEE T�A�
TELXNO�pUSTX L�k � RAS�IRENIE gALUA KONE�NOJ STEPENI� RAS�EPLQ��EE TOR T� � �
Gal�L�k�� TOGDA H��k�Pic 
X� � H����PicXL�� wQLAQ REZOLXWENTA

	 � �T � �S � �N � 	� �N � PicXL

WMESTE S RAWENSTWOM H���� �S� � 	 DAET KOMMUTATIWNU� DIAGRAMMU S TO�NYMI STRO�
KAMI

	 � H���� �N � � H���� �T � � H���� �S�
� res � res � res

	 � H��
 g �� �N � � H��
 g �� �T � � H��
 g �� �S��

tAK KAK MODULI �S I �N QWLQ�TSQ WQLYMI� TO �TA DIAGRAMMA POKAZYWAET NALI�IE
ESTESTWENNOGO MONOMORFIZMA

H���� �N �� Ker �H���� �T �
res�
M
g��

H��
 g �� �T ���

iZ IN�EKTIWNOSTI OTOBRAVENIQ

H���� �S�
res�
M
g

H��
 g �� �S�

SLEDUET IZOMORFIZM

H���� p�T �� � Ker �H���� �T �
res�
M
g

H��
 g �� �T ��� ���

�TO SOOTNO�ENIE IMEETSQ W STATXE sANS�KA ���� kUNQWSKIJ ���� IZU�AQ TREHMER�
NYE TORY� OBNARUVIL SLEDU��IJ �FFEKT� hOTQ IME�TSQ KONE�NYE PODGRUPPY � �
GL�
�Z�� DLQ KOTORYH H����PicX�� �� 	� NO DLQ WSEH MAKSIMALXNYH KONE�NYH POD�
GRUPP � � GL�
�Z� I SOOTWETSTWU��IH INWARIANTNYH WEEROW � SPRAWEDLIWO RAWEN�
STWOH����PicX�� � 	� pRIMER � P���� POKAZYWAET� �TO RE�ETKI L�� L�� L� QWLQ�T�
SQ RE�ETKAMI KORNEJ ILI WESOW POLUPROSTYH GRUPP RANGA 
� dALXNEJ�IE ISSLEDOWA�
NIQ kUNQWSKOGO ��� POKAZALI� �TO DLQ MAKSIMALXNOGO k�TORA T BEZ AFFEKTA W SWQZNOJ

PRISOEDINENNOJ POLUPROSTOJ GRUPPE KLASSI�ESKOGO TIPA GRUPPA H���� p�T �� � 	�
oKON�ATELXNU� QSNOSTX W �TU SITUACI� WNES a�a�kLQ�KO ���� iTAK� PUSTX T � MAK�
SIMALXNYJ k�TOR BEZ AFFEKTA W SWQZNOJ POLUPROSTOJ GRUPPE G� R � SISTEMA KORNEJ�
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W �R� � GRUPPA wEJLQ� A�R� � GRUPPA AWTOMORFIZMOW SISTEMY R� Q�R� � RE�ETKA
KORNEJ� P �R� � RE�ETKA WESOW� Q�R� � �T � P �R�� � � GRUPPA RAZLOVENIQ TORA T �
POSKOLXKU T � TOR BEZ AFFEKTA� TO W �R� � � � A�R�� wY�ISLENIE H���� p�T �� PO
FORMULE ��� SWODITSQ K WY�ISLENI� DWUMERNYH KOGOMOLOGIJ ��MODULQ �T � pOLEZNO
ZNATX I ODNOMERNYE KOGOMOLOGII� kLQ�KO ��� POLU�AET FORMULU

H��W� �T � �

 m� � �T j s�m� � �m�� 	 � � �


 ��� s�� m j m � �T � 	 � � �
� �
�

GDE � � BAZIS SISTEMY KORNEJ R� s� � OTRAVENIE W KORNE 	 � R� iZ FORMULY �
�
IMEEM�

H��W�Q�R�� �

�
	� ESLI R �� A�� Bn�

Z��Z� ESLI R � A�� Bn�

H��W�P �R�� �

�
	� ESLI R �� A�� Cn�

Z��Z� ESLI R � A�� Cn�

eSLI SISTEMA R � NEPRIWODIMA� TO

H��W� �T � �

����
���

Z��Z� ESLI R � A��

Z��Z� ESLI R � Cn� �T � P �R��

Z��Z� ESLI R � Bn� �T � Q�R��
	 W OSTALXNYH SLU�AQH �

fORMULA �
� POKAZYWAET TAKVE� �TO GRUPPA H��W� �T � QWLQETSQ ��GRUPPOJ� tAKIM
OBRAZOM�

H��W� p�T �� � Ker �H��W� �T �
res�
M
���

H��
 s� �� �T ���

kLQ�KO POKAZYWAET� �TO �TO QDRO TRIWIALXNO DLQ WSEH PROMEVUTO�NYH RE�ETOK
�T � Q�R� � �T � P �R�� eSLI VE SISTEMA R � NEPRIWODIMA� TO GRUPPU W MOVNO ZAME�
NITX NA � � W �R�� iSPOLXZUQ RAWENSTWO H��W� p�T �� � 	 I REDUKCI� hOH�ILXDA�
sERRA� POKAZYWAETSQ� �TO H���� p�P �R��� � 	 DLQ WSEH � � W �R�� dLQ RE�ETKI
Q�R� STROITSQ WEER � W �T � � P �R��� WEER SOSTOIT IZ KAMER wEJLQ W PROSTRANSTWE
P �R���R I WSEH EGO GRANEJ� w TERMINAH WEERA � TORI�ESKOGO MNOGOOBRAZIQX MOVNO

OPISATX WSE KOMPONENTY KOLXCA �VOU CH�X� � �CHd�X�� kLQ�KO ��� POKAZYWAET�
�TO

H���� CHd�X�� � H����� CHn�d�X��

I DOKAZYWAET� �TO H����� CHd�X�� � 	 DLQ WSEH � � W �R�� pEREHOD OT H� K H��

CENEN TEM� �TO PRI PROWERKE RAWENSTWA H����� CHd�X�� � 	 DELO SWODITSQ K NAHOV�
DENI� ��INWARIANTOW W NEKOTORYH MODULQH� A TAKOWYE OKAZYWA�TSQ NENULEWYMI
IZ�ZA TOGO� �TO GRUPPA � WESXMA WELIKA�
tEOREMA� pUSTXW �R� I A�R� � GRUPPA wEJLQ I GRUPPA AWTOMORFIZMOW SISTEMY

KORNEJ R� Q�R� I P �R� RE�ETKI KORNEJ I WESOW SOOTWETSTWENNO� tOGDA�
�� H��W� p�T �� � 	 DLQ L�BOJ W �RE�ETKI �T � Q�R� � �T � P �R��
�� H���� p�P �R��� � H���� p�Q�R��� � 	� W �R� � � � A�R��

� ESLI SISTEMA R NEPRIWODIMA� TO

H���� p�T �� � 	� W �R� � � � A�R�� Q�R� � �T � P �R�� �
dANNAQ TEOREMA IMEET INTERESNYE PRILOVENIQ K ARIFMETIKE LINEJNYH ALGEBRA�

I�ESKIH GRUPP�




	 w�e�wOSKRESENSKIJ

���� gRADUIROWANNOE KOLXCO TORI�ESKOGO MNOGOOBRAZIQ� pUSTX X � GLAD�
KOE PROEKTIWNOE TORI�ESKOE MNOGOOBRAZIE NAD POLEM k� SODERVA�EE TOR T W KA�ESTWE

OTKRYTOJ ORBITY� 
X � X�k ks�mNOGOOBRAZIE 
X OPREDELQETSQ WEEROM � W PROSTRAN�
STWE �T �

Q� NA KOTOROM DEJSTWUET GRUPPA G � Gal �ks�k�� PERESTAWLQQ KONUSA� pUSTX

Dr � PROSTYE DIWIZORY DOPOLNENIQ 
X � 
T � r � j�j� GRUPPA G PERESTAWLQET IH MES�
TAMI� g�Dr� � Dg�r�� g � G� pUSTX �S � PERMUTACIONNYJ G�MODULX� POROVDENNYJ
DIWIZORAMI Dr � dLQ WSQKOGO D �

P
nrDr� r � j�j� PROSTRANSTWO GLOBALXNYH SE�

�ENIJ �� 
X�O�D�� PU�KA O�D� IMEET BAZIS NAD POLEM ks� SOSTOQ�IJ IZ FUNKCIJ

em� m � ��D� 
 �T � GDE ��D� � MNOGOGRANNIK W PROSTRANSTWE �TR� ZADANNYJ NERA�

WENSTWAMI ��D� � fm � �TR j r�m� � �nr� �r � j�jg�
pUSTX 	 � �T

�� �S
�� Pic 
X � 	 � STANDARTNAQ WQLAQ REZOLXWENTA MODULQ

�T � MONOMORFIZM 	 PRODOLVAETSQ DO LINEJNOGO OTOBRAVENIQ �TR � �SR� pUSTX �N �
Pic 
X� N � TOR nERONA�sEWERI MNOGOOBRAZIQ X� pOSKOLXKU X � PROEKTIWNO� TO
SU�ESTWUET O�ENX OBILXNYJ DIWIZOR NA X� PUSTX �TO BUDET D� tOGDA MOVNO S�ITATX
D �FFEKTIWNYM� T�E� nr � 	� r � j�j�

pUSTX "�nD� � 	���nD�� � nD � MNOGOGRANNIK� LEVA�IJ W �SR� ON MOVET BYTX
ZADAN SLEDU��EJ SISTEMOJ LINEJNYH URAWNENIJ I NERAWENSTW

W �
X


rDr � "�nD� �� f��W � � ��nD�� 
r � 	� r � j�jg�

kAK MY UVE WIDELI� WYBOR BAZISA Dr W GRUPPE �S OPREDELQET TO�NOE LINEJNOE PRED�
STAWLENIE TORA S W PROSTRANSTWEAq � q � KOLI�ESTWO �LEMENTOW W j�j� pUSTX yr � eDr

� MULXTIPLIKATIWNYJ BAZIS W GRUPPE exp �S� B � KOLXCO MNOGO�LENOW OT q PEREMEN�
NYH yr S KO�FFICI�NTAMI IZ ks� pROSTRANSTWO �� 
X�O�nD�� MOVET BYTX OTOVDEST�
WLENO S PROSTRANSTWOM Bn MNOGO�LENOW IZ B� POROVDENNYH MONOMAMI eW � W �
"�nD� 
 �S� oBOZNA�IM �EREZ � � MULXTIPLIKATIWNYJ HARAKTER TORA N � SOOTWET�
STWU��IJ �LEMENTU ��D�� � � e��D�� iZ OPREDELENIQ "�nD� SLEDUET� �TO Bn SOSTO�
IT IZ WSEH POLUINWARIANTOW WESA �n GRUPPY N �ks�� LINEJNO DEJSTWU��EJ W KOLXCE
MNOGO�LENOW B� tAKIM OBRAZOM


X � Proj C� C �
�M
n��

Bn�

�TOBY POLU�ITX ANALOGI�NOE UTWERVDENIE I DLQ MNOGOOBRAZIQ X� WYBEREM W KA�
�ESTWE D �FFEKTIWNYJ� OBILXNYJ DIWIZOR IZ �S� INWARIANTNYJ OTNOSITELXNO GRUP�
PY gALUA G� tOGDA WSE PROSTRANSTWA Bn BUDUT G�MODULQMI� � BUDET OPREDELEN NAD

k I PROSTRANSTWO An � ��X�O�nD�� MOVNO OTOVDESTWITX S BG
n � T�E� S�ITATX An

SOSTOQ�IM IZ POLUINWARIANTOW WESA �n W KOLXCE MNOGO�LENOW BG � k�Aq�� tAKIM
OBRAZOM� X � ProjA� A � ��n��An�
pRIMER �� pUSTX Vr � LINEJNOE PROSTRANSTWO NAD POLEM k� dimVr � r� iMEEM

TENZORNOE PREDSTAWLENIE PRQMOGO PROIZWEDENIQ GL�Vm� � GL�Vn� W PROSTRANSTWE
V � Vm �k Vn � �g�� g���x� y� � g�x� g�y� pUSTX Sr � MAKSIMALXNYJ k�TOR W GRUPPE
GL�Vr�� �EREZ N � SmSn OBOZNA�IM OBRAZ GRUPPY Sm � Sn W GL�V � PRI TENZOR�
NOM PREDSTAWLENII� wOPROS O RACIONALXNOSTI POLQ INWARIANTOW k�V �N WOZNIKAL PO

RAZNOMU POWODU� SM� P���� I PRIMER �� rASSMOTRIM SAMYJ VESTKIJ SLU�AJ� pUSTX Vr
QWLQETSQ RAS�IRENIEM POLQ k STEPENI r� Sr � k�TOR� WOZNIKA��IJ IZ REGULQRNOGO
PREDSTAWLENIQ MULXTIPLIKATIWNOJ GRUPPY V �

r POLQ Vr � TOGDA L�BOJ HARAKTER GRUP�
PY Sr � OPREDELENNYJ NAD k� IMEET WID �pr � GDE �r � NORMENNOE OTOBRAVENIE� p � Z�
w SLU�AE� KOGDA Vm I Vn POLQ I �m�n� � �� WSE HARAKTERY TORA N � SmSn� OPREDE�
LENNYE NAD k� POROVDENY ODNIM HARAKTEROM � � �nm�

m
n � pUSTX Ap � PROSTRANSTWO
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WSEH POLUINWARIANTOW GRUPPY N WESA �p W KOLXCE k�V �� mY UWIDIM� �TO Ap � KONE��
NOMERNO� TOGDA MOVNO RASSMOTRETX X � ProjA� A �

L�
� Ap� oKAZYWAETSQ�X ESTX

GLADKAQ PROEKTIWNAQ TORI�ESKAQ MODELX TORA T � S�N � GDE S � MAKSIMALXNYJ k�TOR
W GRUPPE GL�V �� SODERVA�IJ N � dEJSTWITELXNO� IMEEM TO�NYE POSLEDOWATELXNOSTI

	 � Im � �Sm
�m� Z� 	�

	 � In � �Sn
�n� Z� 	�

mODULX �T ESTX NE �TO INOE� KAK Im�In I IMEEM DLINNU� TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX
G�MODULEJ

	 � Im � In
�� �Sm � �Sn

�� �Sm � �Sn
	� Z� 	�

Im��� � �N� ��a � b� � ��n�b�a� �m�a�b�� ��u� v� � �m�u� � �n�v�� dWOJSTWENNAQ RE�
�ETKA �T � IZOMORFNA I�m � I�n� pUSTX e�� ��� em�� � BAZIS W I�m� f�� ��� fn�� � BAZIS

W I�n� em � �e� � �� � em��� fn � �f� � �� � fn��� �LEMENTY ei � fj � � 	 i 	
m� �� � 	 j 	 n� � OBRAZU�T BAZIS RE�ETKI �T �� pUSTX j�j � MNOVESTWO �LEMENTOW
ei� fj � � 	 i 	 m� � 	 j 	 n� pOSKOLXKU j�j SODERVIT BAZIS GRUPPY �T �� TO LINEJNAQ

FUNKCIQ m � �TR WPOLNE OPREDELQETSQ SWOIMI ZNA�ENIQMI W TO�KAH ei � fj � pUSTX

m�ei�ej � � xij� iMEEM
Pm

i�� xij �
Pn

j�� xij � 	� rE�ETKA �Sm� �Sn MOVET BYTX OPISA�
NA KAK SWOBODNYJ Z�MODULX� POROVDENNYJ SIMWOLAMI �ei�fj �� � 	 i 	 m� � 	 j 	 n�
oTOBRAVENIE 	 IMEET WID�

	�m� �
X
i�j

m�ei � fj��ei � fj ��

pUSTX �ei� � BAZIS �Sm� �fj� � BAZIS �Sn� TOGDA

��
X
i�j

nij�ei � fj �� � n
X
i

nij�ei��m
X
j

nij�fj ��

rASSMOTRIM WYPUKLU� OBOLO�KU P �LEMENTOW MNOVESTWA j�j W �T �
R I PUSTX

� � fm � �TR j m�x� � �� �x � Pg�

DWOJSTWENNYJ MNOGOGRANNIK� mATRICA �xij� KOORDINAT MNOGOGRANNIKA 	��� UDOW�

LETWORQET USLOWIQM
Pm

i�� xij �
Pn

j�� xij � 	� xij � ��� �LEMENTY IZ 	�� 
 �T �
PREDSTAWIMY MATRICAMI S CELYMI KOORDINATAMI� wMESTO 	��� UDOBNO WZQTX EGO
SDWIG NA MATRICU a � �aij�� GDE aij � � �i� j� oBOZNA�IM POLI�DR 	��� � a �EREZ
"m�n

"m�n � f�yij� j
mX
i��

yij � m�

nX
j��

yij � n� yij � 	g�

pOLI�DR "m�n � IZWESTNAQ FIGURA W TEORII TRANSPORTNYH ZADA�� �TO TAK NAZYWAE�
MYJ KLASSI�ESKIJ CENTRALXNYJ TRANSPORTNYJ MNOGOGRANNIK PORQDKA m � n� iZ�
WESTNO� �TO "m�n � CELO�ISLENNYJ� T�E� WSE WER�INY IME�T CELYE KOORDINATY�
dim"m�n � �m � ���n � �� I "m�n QWLQETSQ PROSTYM� ESLI �m�n� � �� wYPUKLYJ
MNOGOGRANNIK NAZYWAETSQ PROSTYM� ESLI DWOJSTWENNYJ EMU QWLQETSQ SIMPLICIALX�
NYM� iTAK� W NA�EM SLU�AE POLI�DR P QWLQETSQ SIMPLICIALXNYM� w RABOTE kLQ�KO

��� POKAZANO� �TO KAVDYJ SIMPLEKS MNOGOGRANNIKA P NATQNUT NA BAZIS RE�ETKI �T ��
sLEDOWATELXNO� GRANI POLI�DRA P OPREDELQ�T W �T � GLADKIJ PROEKTIWNYJ WEER ��
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MNOVESTWOM PRIMITIWNYH WEKTOROW KOTOROGO QWLQETSQ ISHODNOE MNOVESTWO j�j� aN�
TIKANONI�ESKIJ DIWIZOR �K �

P
i�j ei � fj O�ENX OBILEN I

���K� � n

mX
i��

�ei� �m

nX
j��

�fj � � �N�

oBOZNA�IM ���K� �EREZ �� �TO HARAKTER GRUPPY N I� ESLI ZAPISATX EGO W MULXTI�
PLIKATIWNOJ FORME� TO � � �nm�

m
n � TOT SAMYJ BAZISNYJ HARAKTER� S POMO�X� KOTO�

ROGO BYLO POSTROENO KOLXCO POLUINWARIANTOW A � ��p��Ap� tAKIM OBRAZOM� ProjA
ESTX GLADKOE TORI�ESKOE PROEKTIWNOE MNOGOOBRAZIEX� POSTROENNOE S POMO�X� WEERA

� W �T �� zAMETIM TAKVE� �TO dimAp RAWNA KOLI�ESTWU CELYH TO�EK TRANSPORTNOGO
MNOGOGRANNIKA p"m�n�

�ASTNYJ SLU�AJ � m � �� n � NE�ETNOE� w RABOTE kLQ�KO ��� POLU�ENY SLEDU��IE

FORMULY� dimAp �
�
�



R
�


�
sin��p�������

sin���

�n
d	�

nAPRIMER� dimA� � dim��X�O��K�� �
Pn��

�

k��

	
n
�k


	�k
k



�

deg��K� �
�n�� �n� ��!

�

�Z
��

�
sin �

�

�n
d� �

n��
�X

k��

����k
�
n

k

�
�n� �k�n���

pRIMER �� mAKSIMALXNYE TORY PRISOEDINENNYH POLUPROSTYH GRUPP
TIPA An� iMEETSQ GIPOTEZA� �TO PRISOEDINENNYE SWQZNYE POLUPROSTYE GRUPPY RA�
CIONALXNY NAD POLEM OPREDELENIQ� w SWQZI S �TIM IMEET SMYSL IZU�ITX BIRACIO�
NALXNU� PRIRODU MAKSIMALXNYH TOROW PRISOEDINENNYH GRUPP� oKON�ATELXNAQ KLAS�
SIFIKACIQ POKA E�E NE POLU�ENA� RABOTA DOSTATO�NO TRUDOEMKAQ� zDESX MY OSTANO�
WIMSQ NA MAKSIMALXNYH TORAH W PRISOEDINENNYH GRUPPAH TIPA An� sLU�AI n � �� �
MY OPUSKAEM� TAK KAK WSE TORY W �TIH SLU�AQH RACIONALXNY� rE�ETKA KORNEJ Q�R�
STROITSQ SLEDU��IM OBRAZOM� W Zn�� WYBIRAETSQ PODRE�ETKA� SOSTOQ�AQ IZ TO�EK
S NULEWOJ SUMMOJ KOORDINAT� W OBOZNA�ENIQH PRIMERA � Q�R� � In��� nA Q�R� ES�
TESTWENNO DEJSTWUET SIMMETRI�ESKAQ GRUPPA Sn�� � W �R�� pOLNAQ GRUPPA AWTOMOR�
FIZMOW A�R� ESTX PRQMOE PROIZWEDENIE W �R��S�� GDE WTOROJ MNOVITELX DEJSTWUET
NA Q�R� UMNOVENIEM NA ��� oBOZNA�IM �EREZ I� QDRO OTOBRAVENIQ �� I RASSMOTRIM
A�R��MODULX In�� � I�� iNTERESU��IJ NAS MAKSIMALXNYJ TOR T W PRISOEDINENNOJ

GRUPPE TIPA An IMEET MODULX RACIONALXNYH HARAKTEROW �T � In�� � I� I GRUPPA

gALUA DEJSTWUET NA �T �EREZ GRUPPU A�R�� rASSMOTRIM DWA SLU�AQ�
�� G � WNUTRENNQQ FORMA TIPA An� w �TOM SLU�AE GRUPPA gALUA DEJSTWUET �EREZ

W �R�� MNOVITELX I� NE NUVEN� IMEEM TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX

	 � �T � �S � Z� 	�

TOR T WKLADYWAETSQ NAD POLEM k W Pn� WSE MAKSIMALXNYE TORY I SAMA GRUPPA G
k�RACIONALXNY�

�� G � WNE�NQQ FORMA TIPA An� �Tn � In�� � I�� w �TOM SLU�AE PRIMER � POKAZY�
WAET� �TO k�TOR Tn STABILXNO RACIONALEN DLQ �ETNYH n� WPRO�EM� IZ P���� SLEDUET�
�TO Tn k�RACIONALEN� tAKIM OBRAZOM� PRISOEDINENNAQ GRUPPA G TIPA An QWLQETSQ
k�RACIONALXNOJ DLQ �ETNYH n� tOR TIPA T� NERACIONALEN DLQ GRUPPY RAZLOVENIQ

S	 � S��
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gLAWA IV� arifmetika linejnyh

algebrai�eskih grupp

w DANNOJ RABOTE DO SIH POR IZLAGALASX DOSTATO�NO OB�AQ TEORIQ BIRACIONALX�
NYH HARAKTERISTIK LINEJNYH GRUPP� ISKL��ENIQMI QWLQLISX NEKOTORYE PRIMERY�
wESXMA INTERESNYM QWLQETSQ PRILOVENIE DANNYH METODOW W TEORII ALGEBRAI�ES�
KIH GRUPP� OPREDELENNYH NAD POLEM ALGEBRAI�ESKIH �ISEL� bIRACIONALXNAQ GEOMET�
RIQ POZWOLILA POLU�ITX KAK RQD NOWYH REZULXTATOW� TAK I PO�NOWOMU WZGLQNUTX NA
PRI�INNO�SLEDSTWENNYE SWQZI W GRANDIOZNOM OBRAZOWANII� NOSQ�EM NAZWANIE ARIF�
METIKI ALGEBRAI�ESKIH GRUPP�

pOLEM ALGEBRAI�ESKIH �ISEL BUDEM NAZYWATX KONE�NOE RAS�IRENIE k POLQ RA�
CIONALXNYH �ISEL Q� pUSTX O � Ok � KOLXCO CELYH �LEMENTOW POLQ k� � � PROSTOJ
IDEAL KOLXCA O� � �� �	�� F� � O�� � KONE�NOE POLE WY�ETOW� N ��� � jF�j � pf �
GDE R � HARAKTERISTIKA POLQ F�� f � �F� � Z�pZ�� dALEE� PUSTX k� � POPOLNENIE
POLQ k PO NORME� OPREDELQEMOJ IDEALOM �� O� � KOLXCO CELYH �LEMENTOW POLQ k��
MAKSIMALXNYJ IDEAL KOLXCA O� SNOWA OBOZNA�IM SIMWOLOM ��

x
� tory nad kone�nym polem


��� pUSTX T � ALGEBRAI�ESKIJ TOR� OPREDELENNYJ NAD KONE�NYM POLEM k HARAK�
TERISTIKI R � �k� � q � pf � f � �k � Z�pZ�� dimT � d� G � Gal �
k�k�� pO FORMULE x

IMEEM T �k� � HomG� �T � 
k��� gRUPPA G IMEET ODNU TOPOLOGI�ESKU� OBRAZU��U� ��
DEJSTWU��U� NA POLE 
k PO PRAWILU� ��	� � 	q� wYBEREM Z�BAZIS m�� ���md RE�ETKI
�T � IMEEM

��mj� �
dX
i��

hij���mi�

mATRICA h��� � �hij���� PRINADLEVIT GRUPPE GL �d�Z�� wOZXMEM RACIONALXNU�

TO�KU 	 � T �k� � HomG� �T � 
k��� �TO RAWNOSILXNO SOOTNO�ENI�

	���m�� � ��	�m��� m � �T �

rASSMOTRIM IZOMORFIZM 	� �	�m��� ��� 	�md�� GRUPP Hom� �T � 
k�� I �
k��d � G d
m�
k��

pRI �TOM IZOMORFIZME PODGRUPPA T �k� OPISYWAETSQ W G d
m�
k� SLEDU��IMI URAWNE�

NIQMI� pUSTX 	�mi� � yi� uSLOWIE 	���mj�� � ��	�mj�� MOVNO PEREPISATX W WIDE

	�
dX
i��

hij���mi� � �	�mj��
q

ILI
dY
i��

y
hij ���
i � yqj � ���

pUSTX y � �y�� ��� yd� � G d
m�
k�� pOLOVIM

yh��� � z� z � �z�� ��� zd�� zj �
dY
i��

y
hij ���
i �

tOGDA FORMULY ��� PRINIMA�T WESXMA PROSTOJ WID � yh��� � yq � OTKUDA SLEDUET�
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tEOREMA �� pUSTX T � ALGEBRAI�ESKIJ TOR RAZMERNOSTI d� OPREDELENNYJ NAD

KONE�NYM POLEM k IZ q �LEMENTOW � tOGDA GRUPPA T �k� IZOMORFNA PODGRUPPE GRUP�
PY G d

m�
k�� UDOWLETWORQ��EJ SOOTNO�ENI� yh��� � yq � GDE h � G � GL �d�Z� �
PREDSTAWLENIE� OPREDELQEMOE G�MODULEM �T � � � TOPOLOGI�ESKAQ OBRAZU��AQ GRUP�
PY G � Gal �
k�k�� �
tEOREMA �� w USLOWIQH TEOREMY � IMEEM

jT �k�j � det�qE � h�����

dOKAZATELXSTWO� pUSTX A � qE � h��� � M �d�Z�� tOGDA T �k� � Ker f � GDE
f � GOMOMORFIZM GRUPPY G d

m�
k� W SEBQ� OPREDELQEMYJ OTOBRAVENIEM x � xA� �TO
SLEDUET IZ TEOREMY �� zAMETIM� �TO QDRA OTOBRAVENIJ x� xA I x� xB IZOMORFNY�
ESLI B � UAV � GDE U I V LEVAT W GL �d�Z�� wYBIRAQ PODHODQ�IE U I V � MOVNO
PRIWESTI MATRICU A K DIAGONALXNOMU WIDU B � diag �b�� ��� bd�� bi � �� tOGDA

xB � E � xbii � �� � 	 i 	 d�

pO�TOMU jT �k�j � b� 
 
 
bd � det�B� � j det�A�j � j det�qE � h����j� zAMETIM E�E� �TO
det�qE � h���� � 	� IBO q � �� A HARAKTERISTI�ESKIE KORNI MATRICY h��� LEVAT NA
EDINI�NOJ OKRUVNOSTI� �

pUSTX km � RAS�IRENIE POLQ k STEPENI m� jkmj � qm� Gm � Gal �
k�km�� tOR T
ODNOZNA�NO OPREDELQETSQ PREDSTAWLENIEM

h � G � GL�d�Z��

A TOR T �k km � OGRANI�ENIEM PREDSTAWLENIQ h NA PODGRUPPU Gm� eSLI � � TO�
POLOGI�ESKAQ OBRAZU��AQ GRUPPY G� TO �m QWLQETSQ TOPOLOGI�ESKOJ OBRAZU��EJ

PODGRUPPY G�� tAKIM OBRAZOM� TOR T �k km OPREDELQETSQ MATRICEJ h��m� � h���m�
tAK KAK T �km� � �T �k km��km�� TO TEOREMA � NESKOLXKO USILIWAETSQ� A IMENNO

T �km� � det�qmE � hm����� ���

rAWENSTWO ��� POZWOLQET POLU�ITX QWNOE WYRAVENIE DLQ DZETA�FUNKCII TORA T �

��� oPREDELENIE�dZETA�FUNKCIQ SHEMY X KONE�NOGO TIPA NAD KOLXCOM Z OPRE�

DELQETSQ POSREDSTWOM �JLEROWSKOGO PROIZWEDENIQ

�X �s� �
Y
x�X�

��� �

N �x�s
����

GDE X� ESTX MNOVESTWO WSEH ZAMKNUTYH TO�EK SHEMY X� A N �x� � �ISLO �LEMENTOW
KONE�NOGO POLQ WY�ETOW k�x� TO�KI x�

w OB�EM SLU�AE DOKAZANO� �TO PROIZWEDENIE W OPREDELENII DZETA�FUNKCII AB�
SOL�TNO SHODITSQ PRI Res � dimX� sERR ���� dLQ TOROW NAD KONE�NYM POLEM �TOT

FAKT BUDET SLEDOWATX IZ PROSTYH WY�ISLENIJ� pUSTX A � KOLXCO KONE�NOGO TIPA NAD
KONE�NYM POLEM k � Fq � X � SpecA � SHEMA NAD k� wWEDEM SLEDU��IE OBOZNA�ENIQ�

n�qa� � fx � X� j N �x� � qag�
��qa� � jX�Fqa �j�

zAME�ANIE� �ISLA n�qa� I ��qa� � KONE�NY� �TO SLEDUET IZ TOGO� �TO SpecA ESTX

ZAMKNUTAQ PODSHEMA W Spec k�t�� ��� tn� � An
k � PO�TOMU

�X�q
a� 	 �An�q

a� � qan�
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lEMMA� ��qa� �
P

bja bn�q
b��

dOKAZATELXSTWO� kAVDAQ TO�KA f � X�Fqa � ESTX k�GOMOMORFIZM f � A � Fqa I
EGO QDRO QWLQETSQ MAKSIMALXNYM IDEALOM KOLXCA A� T�E� ZAMKNUTOJ TO�KOJ x SHEMY
X� rASSMOTRIM WSE k�GOMOMORFIZMY A � Fqa S ZADANNYM QDROM x� tOGDA OBRAZOM
KAVDOGO TAKOGO GOMOMORFIZMA QWLQETSQ EDINSTWENNOE PODPOLE Fqb � Fqa � GDE qb �
N �x�� wSEGO GOMOMORFIZMOW S FIKSIROWANNYM QDROM I OBRAZOM Fqb IMEETSQ STOLXKO�
SKOLXKO ESTX k�AWTOMORFIZMOW POLQ Fqb � T�E� ROWNO b� dALEE� Fqb SODERVITSQ W FqA
TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA bja� pO�TOMU

��qa� �
X
bja

b
X

x�Nx�qb

� �
X
bja

bn�qb�� �

dLQ SHEMY X NAD POLEM Fq FORMULU� OPREDELQ��U� �X�s�� MOVNO NESKOLXKO
UPROSTITX� sDELAEM ZAMENU t � q�s� tOGDA

�X �s� �
Y
x�X�

��� �

N �x�s
��� �

�Y
b��

��� tb��n�q
b� � ZX �t��

wY�ISLIM lnZX �t� POKA �ISTO FORMALXNO

lnZX �t� � �
�X
b��

n�qb� ln��� tb� �
�X
b��

n�qb�
�X
c��

tbc

c
�

�
�X
a��

X
bja

tabn�qa�

a
�

�X
a��

ta

a

X
bja

bn�qb� �
�X
a��

��qa�
ta

a
�

oTS�DA

Z�X �t�

ZX �t�
�

�X
a��

��qa�ta���

ILI

t
Z�X �t�

ZX �t�
�

�X
a��

��qa�ta�

zAME�ANIE� SDELANNOE WY�E� POKAZYWAET� �TO RQD� STOQ�IJ SPRAWA� ABSOL�TNO
SHODITSQ W NEKOTOROM KRUGE S CENTROM W NA�ALE KOORDINAT I� SLEDOWATELXNO� FUNK�
CIQ ZX �t� REGULQRNA W �TOM KRUGE� dWORK ��� DOKAZAL� SWERH TOGO� �TO ZX �t� ESTX
RACIONALXNAQ FUNKCIQ OT t� dLQ TOROW �TO BUDET SLEDOWATX IZ DALXNEJ�IH WY�IS�
LENIJ� fORMULA ��� POKAZYWAET� �TO

��qn� � det�qnE � hn�����

pUSTX 
�� ��� 
d � HARAKTERISTI�ESKIE KORNI MATRICY h���� d � dimT� n � �kn � k��
tOGDA

det�qnE � hn���� �
dY
i��

�qn � 
ni � �
dX

m��

����mqn�d�m�
X

i������im

�
i� 
 
 

im �n� 
i� � ��

oTS�DA
�X
n��

��qn�tn �
dX

m��

����m
X

i������im

�X
n��

�
i� 
 
 

imqd�mt�n �
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X
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imqd�mt
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imqd�mt

�

PO�TOMU

Z�X �t�

ZX �t�
�

dX
m��

����m
X

i������im


i� 
 
 

imqd�m
�� 
i� 
 
 

imqd�mt

�

u�ITYWAQ� �TO ZT �	� � �� POLU�AEM

lnZT �t� �
dX

m��

����m��
X

i������im

ln��� 
i� 
 
 

imqd�mt��

ILI

ZT �t� �
dY

m��

Y
i������im

�� � 
i� 
 
 

imqd�mt�����
m��

�

oBOZNA�IM �EREZ �mh � WNE�N�� STEPENX PREDSTAWLENIQ h� tOGDA MOVNO ZAPISATX

ZT �t� �
dY

m��

det�E � qd�mt��mh���������
m��

� �
�

mY WIDIM� �TO ZT �t� � RACIONALXNAQ FUNKCIQ I� SWERH TOGO� SPRAWEDLIWO
pREDLOVENIE� pUSTX k � KONE�NOE POLE� T I T � � IZOGENNYE NAD POLEM k TORY�

tOGDA DZETA�FUNKCII �T �s� I �T � �s� SOWPADA�T�
dOKAZATELXSTWO SLEDUET IZ FORMULY ��� � KOTORAQ POKAZYWAET� �TO jT �km�j I

jT ��km�j SOWPADA�T DLQ WSEH m� POSKOLXKU PREDSTAWLENIQ h I h� �KWIWALENTNY NAD

Q� A� SLEDOWATELXNO� SOOTWETSTWU��IE OPREDELITELI SOWPADA�T� �
x��� tory nad lokalxnymi polqmi

����� tORY NAD POLEM WE�ESTWENNYH �ISEL� pUSTX R � POLE WE�ESTWEN�
NYH �ISEL� T � TOR� OPREDELENNYJ NAD R� tOGDA ON RAZLOVIM NAD s� GRUPPA � �
Gal�s�R� IMEET PORQDOK �� iMEETSQ WSEGO 
 NERAZLOVIMYH ��MODULQ� �TO Z� Z��� I
I � J � IDEAL AUGMENTACII� sLEDOWATELXNO� TOR T RAZLOVIM W PRQMOE PROIZWEDENIE

R�TOROW

T � G a
m �RC�R�Gm�

b � R
���

C�R�Gm�c� ���

dimT � a� �b� c� qSNO� �TO TOR T WSEGDA RACIONALEN NAD R� iZ PREDSTAWLENIQ ���
SLEDUET� �TO

T �R� � �R��a � �C��b � SO���R�c�

GDE SO���R� � SPECIALXNAQ ORTOGONALXNAQ GRUPPA �OKRUVNOSTX x� � y� � ���
����� tORY NAD NEARHIMEDOWYM POLEM� pUSTX k � LOKALXNO�KOMPAKTNOE PO�

LE� TOPOLOGIQ KOTOROGO OPREDELQETSQ NETRIWIALXNYM NEARHIMEDOWYM NORMIROWANI�
EM v �LOGARIFMI�ESKIM�� iZWESTNO� �TO k ESTX LIBO KONE�NOE RAS�IRENIE POLQ R�
ADI�ESKIH �ISEL Qp� LIBO POLE FORMALXNYH STEPENNYH RQDOW OT ODNOJ PEREMENNOJ
S KONE�NYM POLEM KONSTANT� pUSTX

O � f	 � k j v�	� � 	g�
KOLXCO CELYH �LEMENTOW POLQ k�

� � f	 � k j v�	� � 	g�
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MAKSIMALXNYJ IDEAL KOLXCA O�

E � f	 � k j v�	� � 	g�
GRUPPA OBRATIMYH �LEMENTOW �EDINIC� KOLXCA O� pUSTX F � KONE�NOE RAS�IRENIE
POLQ k� nORMIROWANIE v POLQ k ODNOZNA�NO PRODOLVAETSQ DO NORMIROWANIQ w POLQ

F � PUSTX OF � �F � EF � SOOTWETSTWU��IE OB�EKTY POLQ F � iZWESTNO� �bOREWI� �
�AFAREWI� ����� �TO

�OF � �eF � �OF��F � O��� � f� ef � n� n � �F � k�� NF�k��F � � �f �

eSLI RAS�IRENIE F�k QWLQETSQ RAS�IRENIEM gALUA S GRUPPOJ �� TO OF � �F � EF
QWLQ�TSQ ��MODULQMI�

pUSTX TEPERX T � TOR� OPREDELENNYJ NAD NEARHIMEDOWYM LOKALXNYM POLEM k� pO�
SKOLXKU TOR T PREDSTAWIM W KA�ESTWE ZAMKNUTOJ PODGRUPPY POLNOJ LINEJNOJ GRUP�
PY GL k�m� DLQ NEKOTOROGO m I GRUPPA GL�m� k� LOKALXNO�KOMPAKTNA W TOPOLOGII�
OPREDELQEMOJ TOPOLOGIEJ POLQ k� TO GRUPPA TO�EK T �k� TAKVE LOKALXNO�KOMPAKTNA
W �TOJ TOPOLOGII� zAME�ATELXNYM FAKTOM QWLQETSQ NALI�IE KANONI�ESKOJ CELOJ

STRUKTURY W TORE T �
����� cELYE STRUKTURY W LINEJNYH ALGEBRAI�ESKIH GRUPPAH� rASSMOT�

RIM SNA�ALA BOLEE OB�U� ZADA�U� pUSTX k ESTX POLE �ASTNYH NEKOTOROGO KOMMUTA�
TIWNOGO KOLXCAO IG � PROIZWOLXNAQ LINEJNAQ ALGEBRAI�ESKAQ GRUPPA� OPREDELENNAQ
NAD POLEM k� cELOJ FORMOJ GRUPPY G BUDEM NAZYWATX GRUPPOWU� SHEMU X KONE�NOGO

TIPA NAD KOLXCOM O S USLOWIEM� �TOBY X �O k �� G� eSLI A � O�X� � KOLXCO REGU�
LQRNYH FUNKCIJ NA SHEME X� TO NALI�IE GRUPPOWOJ STRUKTURY NA X �KWIWALENTNO

SU�ESTWOWANI� W O�ALGEBRE A STRUKTURY ALGEBRY hOPFA� �SM� x��� PRI�EM ALGEB�
RY hOPFA A�O k I k�G� DOLVNY BYTX IZOMORFNYMI� fIKSIRUQ IZOMORFIZM� MOVNO
S�ITATX� �TO A ESTX O�PORQDOK W KOLXCE k�G�� PRI�EM STRUKTURY ALGEBR hOPFA NA

A I k�G� SOGLASOWANY� tAKIM OBRAZOM� WOPROS OB OPISANII WSEH GRUPPOWYH O�FORM
k�GRUPPY G SWODITSQ K NAHOVDENI� WSEH PODKOLEC A W KOLXCE k�G� SO SWOJSTWAMI�

�� A 
 k � O� A�O k �� kA � k�G��
�� A ESTX ALGEBRA hOPFA KONE�NOGO TIPA NAD O� INDUCIRU��AQ STROENIE ALGEBRY

hOPFA NA k�G��
cELYE FORMY GRUPPY G WSEGDA SU�ESTWU�T� ODIN IZ METODOW IH POSTROENIQ

SLEDU��IJ� gRUPPA G DOPUSKAET TO�NOE PREDSTAWLENIE W POLNU� LINEJNU� GRUP�
PU GL k�n�� tAKIM OBRAZOM� IMEEM �PIMORFIZM k�ALGEBR hOPFA � � k�GL k�n�� �
k�G�� kOLXCO k�GL k�n�� IMEET WID k�x��� ��� xnn� y���� y � det�xij�� O�ALGEBRA
O�x��� ��� xnn� y

��� OPREDELQET W GL k�n� CELU� GRUPPOWU� STRUKTURU GLO�n� I

��O�x��� ��� xnn� y���� � A ESTX O�ALGEBRA hOPFA W k�G�� SpecA � X ESTX O�FORMA k�
GRUPPY G� zAMETIM� �TO WSE FORMY� POLU�AEMYE IZ LINEJNYH PREDSTAWLENIJ� IME�T
KONE�NYJ TIP NAD O� ONI PRIWEDENY I STROGO PLOSKIE NAD O� wOPROS O KLASSIFIKA�
CII WSEH O�FORM DANNOJ k�GRUPPY G� NA MOJ WZGLQD� DAVE NE STAWILSQ� �TO DALEKO
NE PROSTAQ ZADA�A�

wERNEMSQ K NA�EMU SLU�A� LOKALXNOGO NEARHIMEDOWA POLQ k S KOLXCOM CELYH O
I MAKSIMALXNYM IDEALOM �� wOPROS O REDUKCII GRUPPY G PO MODUL� � SOSTOIT W

POSTROENII DLQ GRUPPY G� O�FORMYX� TOGDA GRUPPOWAQ F��SHEMA X�OF� � 
X NA�
ZYWAETSQ REDUKCIEJ SHEMY G PO MODUL� �� F� � O���qSNO� �TO REDUKCIQ ZAWISIT OT
WYBORA CELOJ FORMY X� nETRIWIALXNYJ WOPROS ZAKL��AETSQ W SU�ESTWOWANII SHE�
MY X TAKOJ� �TOBY REDUKCIQ 
X ZAWISELA BY TOLXKO OT GRUPPY G� NO NE OT WYBORA
SLU�AJNOGO WLOVENIQ G � GL k�n�� dLQ ALGEBRAI�ESKIH TOROW T TAKU� SHEMU NAJ�
TI MOVNO� pUSTX F � KONE�NOE RAS�IRENIE POLQ k� UF � MAKSIMALXNAQ KOMPAKTNAQ
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PODGRUPPA LOKALXNO�KOMPAKTNOJ GRUPPY T �F �� ONA OPREDELENA ODNOZNA�NO� wYBEREM
KAKOE NIBUDX k�LINEJNOE WLOVENIE T � GL �V �� GDE V � WEKTORNOE PROSTRANSTWO
KONE�NOJ RAZMERNOSTI NAD POLEM k� I WYBEREM W PROSTRANSTWE V O�RE�ETKU M � IN�
WARIANTNU� OTNOSITELXNO DEJSTWIQ GRUPPY U � Uk� tAKAQ RE�ETKA WSEGDA SU�EST�
WUET� IBO GRUPPA U KOMPAKTNA� w SAMOM DELE� PUSTX M� � PROIZWOLXNAQ RE�ETKA
W V I U� � MNOVESTWO TAKIH �LEMENTOW g � U � �TO gM� � M�� tOGDA U� QWLQET�
SQ OTKRYTOJ PODGRUPPOJ W U I FAKTOR U�U� KONE�EN� sLEDOWATELXNO� RE�ETKA M �
POROVDENNAQ RE�ETKAMI gM�� g � U�U�� BUDET UVE INWARIANTNOJ OTNOSITELXNO

DEJSTWIQ GRUPPY U � bAZIS RE�ETKI M OPREDELQET ALGEBRU hOPFA O�x��� ��� xnn� y���
W k�GL�V ��� OGRANI�ENIE KOTOROJ NA TOR T ESTX O�ALGEBRA hOPFA A W ALGEBRE k�T ��
sKONSTRUIROWANNAQ O�FORMA X � SpecA k�TORA T OBLADAET SLEDU��IMI HARAKTE�
RISTIKAMI�

�� X�OF � � UF �
�� X IMEET KONE�NYJ TIP NAD O�

� A � ff � k�T � j f�a� � OF �a � UF g�
GDE F PROBEGAET WSE KONE�NYE RAS�IRENIQ POLQ k�
oPISANIE ALGEBRY hOPFA A FORMULOJ 
� SLEDUET IZ ANALOGI�NOJ HARAKTERISTIKI

ALGEBRY O�x��� ��� xnn� y��� W k�x��� ��� xnn� y��� I USLOWIQ ��� T�E� IZ WYBORA RE�ETKI
M � nO TEPERX MY WIDIM� �TO USLOWIE 
� NE ZAWISIT OT LINEJNOGO WLOVENIQ TORA

T � O�ALGEBRA A ODNOZNA�NO OPREDELQETSQ SAMIM TOROM T � PO�TOMU O�FORMU X �
SpecA ESTESTWENNO NAZWATX KANONI�ESKOJ CELOJ FORMOJ TORA T � rEDUKCIEJ TORA

T PO PROSTOMU MODUL� BUDEM NAZYWATX REDUKCI� EGO KANONI�ESKOJ CELOJ FORMY�
iTAK� NAMI DOKAZANA SLEDU��AQ TEOREMA�
tEOREMA �� kOLXCO A� OPREDELQEMOE FORMULOJ 
�� QWLQETSQ ALGEBROJ KONE�NOGO

TIPA NAD KOLXCOM O� A 
 k � O� ALGEBRA A STROGO PLOSKAQ NAD O I OBLADAET

STRUKTUROJ ALGEBRY hOPFA NAD O� INDUCIRU��EJ ISHODNU� STRUKTURU ALGEBRY

hOPFA NA k�T �� sHEMA X � SpecA ESTX O�FORMA TORA T � PRI�EM X�OF � � UF � F �
k� �F � k� 
�� �

pUSTX L � NORMALXNOE SEPARABELXNOE POLE RAZLOVENIQ TORA T � KONE�NOJ STEPENI
NAD k� � � Gal �L�k�� �T ���MODULX RACIONALXNYH HARAKTEROW TORA T � pOLOVIM

�A � ff � L�T � j f�a� � OF �a � UF � F � L g�
pREDLOVENIE �� �A � OLA �� OL �O A� A � �A��
dOKAZATELXSTWO� qSNO� �TO OLA � �A� pUSTX f � �A� f�a� � a���� 
 
 
�an�n� GDE

��� ��� �n � CELYJ BAZIS RAS�IRENIQ OL�O� ai � O� fUNKCII xi� xi�a� � ai LEVAT W
A� SLEDOWATELXNO� f � ��x� � 
 
 
� �nxn � OLA �� OL �O A� �
pREDLOVENIE �� kOLXCO �A SODERVIT GRUPPOWOE KOLXCO OL� �T ��
dOKAZATELXSTWO� pUSTX � � �T � tOGDA ��UF � ESTX KOMPAKTNAQ GRUPPA W F

�� SLE�
DOWATELXNO� ��UF � � O�

F � OF � tAKIM OBRAZOM� �A � �T � �
gRUPPA T �L� � Hom� �T � L�� �� �L��d� d � dimT � SNABVAETSQ TOPOLOGIEJ PRQMOGO

PROIZWEDENIQ I QWLQETSQ LOKALXNO�KOMPAKTNOJ GRUPPOJ� pODGRUPPA

Hom� �T �O�
L�

�� �O�
L�
d

QWLQETSQ MAKSIMALXNOJ KOMPAKTNOJ PODGRUPPOJ UL GRUPPY T �L�� zAMETIM� �TO IZO�
MORFIZM UL �� �O�

L�
d NE QWLQETSQ ��IZOMORFIZMOM� wSQKIJ AWTOMORFIZM � � �

NEPRERYWNO DEJSTWUET NA T �L� I UL� I U � U�
L � tAKIM OBRAZOM� MAKSIMALXNAQ KOM�

PAKTNAQ PODGRUPPA U GRUPPY T �k� OPISYWAETSQ NA QZYKE HARAKTEROW�

U � Hom�� �T �O
�
L��
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tEOREMA �� eSLI RAS�IRENIE L�k � NERAZWETWLENO� TO KANONI�ESKAQ CELAQ MO�
DELX k�TORA T � RAZLOVIMOGO NAD L� IMEET WID X � SpecA� GDE A � �OL� �T ���� sHEMA
X QWLQETSQ TOROM NAD KOLXCOM O� REDUKCIQ X �O F� ESTX TOR NAD KONE�NYM POLEM

F� � O���

dOKAZATELXSTWO� zAMETIM� �TO W NA�IH USLOWIQH OLA � OL� �T �� �TO DOKAZYWA�
ETSQ TEM VE PRIEMOM� KAK I W x
 PRI POSTROENII L�k�FORM� ISPOLXZUQ TO OBSTOQTELX�
STWO� �TO W NERAZWETWLENNOM SLU�AE SU�ESTWUET NORMALXNYJ BAZIS KOLXCA OL NAD

O� DISKRIMINANT KOTOROGO QWLQETSQ EDINICEJ KOLXCA O� tAKIM OBRAZOM�X � SpecA
ESTX O�GRUPPOWAQ FORMA TORA T � iZ SU�ESTWOWANIQ NORMALXNOGO BAZISA SLEDUET� �TO
DLQ L�BOJ KOMMUTATIWNOJ O�ALGEBRY C ESTESTWENNOE OTOBRAVENIE C � OL �O C
QWLQETSQ MONOMORFIZMOM I �OL�OC�� � C�pO�TOMU SHEMAX PREDSTAWLQET FUNKTOR

C � X�C� � Hom�� �T � �OL �O C����

eSLI F KONE�NOE RAS�IRENIE POLQ k� TO

X�OF � � Hom�� �T � �OL �O OF �
�� � Hom�� �T � �OL �O F ��� �

� Hom�� �T � �L�O F ��� � T �F �

IX�OF � � MAKSIMALXNAQ KOMPAKTNAQ PODGRUPPA W LOKALXNO�KOMPAKTNOJ GRUPPE T �F ��
iTAK� X � KANONI�ESKAQ CELAQ MODELX TORA T � �
oPREDELENIE�pUSTX T � ALGEBRAI�ESKIJ TOR NAD POLEM k� X � EGO KANONI�ESKAQ

O�FORMA� 
X � REDUKCIQ PO MODUL� �� rEDUKCI� NAZOWEM O�ENX HORO�EJ� ESLI 
X ESTX

F��TOR� HORO�EJ� ESLI 
X ESTX ALGEBRAI�ESKAQ GRUPPA NAD F�� PLOHOJ� ESLI GRUPPOWAQ
F��SHEMA 
X NE QWLQETSQ PRIWEDENNOJ�

����� kANONI�ESKAQ CELAQ FORMA TORA RF�k�Gm�� nAPOMNIM� �TO k � POLNOE
NEARHIMEDOWO LOKALXNO�KOMPAKTNOE POLE� F � EGO KONE�NOE RAS�IRENIE� ��� ��� �n �
CELYJ BAZIS RAS�IRENIQ F�k� L � NORMALIZACIQ POLQ F W ks� � � Gal �L�k�� T �
RF�k�Gm�� wYBEREM BAZIS ��� ��� �n GRUPPY HARAKTEROW �T � NA KOTOROM GRUPPA � DEJ�

STWUET PERESTANOWKAMI� �T �� Z������� GDE �� � STABILIZATOR �LEMENTA ��� �� �
Gal�L�F �� iMEEM

L�T � � L� �T � � L���� ��� �n� �
��
� � ��� ���n � � L���� ��� �n��

wWIDU PERMUTACIONNOSTI DEJSTWIQ GRUPPY � �TO WLOVENIE � KOMMUTIRUET S DEJ�
STWIEM GRUPPY �� zAMETIM� �TO Spec �L���� ��� �n��� � An

k � AFFINNOE PROSTRANSTWO
NAD k� dIAGONALXNOE WLOVENIE

L���� ��� �n�� L���� ��� �n��L L� �T �
POKAZYWAET� �TO MY IMEEM MORFIZM T �kAn

k � An
k � QWLQ��IJSQ ESTESTWENNYM DEJ�

STWIEM TORA T NA An
k � pO�DRUGOMU� TOR T QWLQETSQ MAKSIMALXNYM TOROM GRUPPY

GL k�n�� KOORDINATNOE KOLXCO k�T � � �L� �T ��� PRO�E WSEGO OPISATX� ISPOLXZUQ RE�
GULQRNOE PREDSTAWLENIE GRUPPY T �k� � F � W BAZISE ��� ��� �n� pUSTX 	 � x��� �

 
 
� xn�n � OB�IJ �LEMENT POLQ F� xi � KOORDINATNYE FUNKCII SO ZNA�ENIQMI W
k� �i�j �

Pn
k�� c

k
ij�k� ckij � STRUKTURNYE KONSTANTY� c

k
ij � O� mATRI�NOE PREDSTAW�

LENIE C� �LEMENTA 	 IMEET WID

	���� ��� �n� � ���� ��� �n�C�� 	�j �
X
i

xij�i�

C� � �xij�� detC� � y � NF�k�	�� k�T � � k�xij� y
����
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fUNKCII xij LINEJNO ZAWISQT OT x
�� ��� xn� POSLEDNIE ALGEBRAI�ESKI NEZAWISIMY� xij �P

k c
i
kjx

k� iMEEM WLOVENIE O�MODULEJ 
 xij � � 
 xk �� nA SAMOM DELE �TI MODULI
SOWPADA�T� oTS�DA

k�T � � k�x�� ��� xn� y����

rACIONALXNYJ HARAKTER �i IMEET PREDSTAWLENIE

�i �
X
k

�
�i�
k xk�

GDE ��i� � SOPRQVENNYJ �LEMENT K � W L� fUNKCIQ y � �� 
 
 
�n ESTX FORMA n�J
STEPENI OT n PEREMENNYH x�� ��� xn S KO�FFICIENTAMI IZ O� kOGRUPPOWAQ STRUKTURA
OPREDELENA W ALGEBRE L�T � � L���� ��� �n� y��� SLEDU��IMI FORMULAMI�

m���i� � �i � �i�

i���i� � �i
���

e���i� � ��

w KOORDINATAH x�� ��� xn �TI FORMULY WYGLQDQT SLEDU��IM OBRAZOM�

m��xk� �
X
i�j

ckijx
i � xj�

i��xk� � F k�y� �i
�� �

F �

y
�
�i�
� � 
 
 
� Fn

y
��i�n �

e��xk� � ck�

GDE � �
P

k c
k�k� rASSMOTRIM KOLXCO A � O�x�� ��� xn� y���� nAPISANNYE WY�E FORMU�

LY POKAZYWA�T � �TO OPERATORY m�� i�� e� DEJSTWU�T W �TOM KOLXCE I PREWRA�A�T
EGO W ALGEBRU hOPFA� sHEMA X � SpecA QWLQETSQ TOGDA o�GRUPPOWOJ FORMOJ TORA
RF�k�Gm�� OBOZNA�IM EE ROF �O�Gm�� iZ POSTROENIQ WIDNO� �TO X�B� � �OF �OB��

DLQ WSQKOJ KOMMUTATIWNOJ o�ALGEBRY w � W �ASTNOSTI� X�O� � O�
F � pOSKOLXKU

O�x�� ��� xn� y��� ESTX LOKALIZACIQ KOLXCA MNOGO�LENOW� TO SHEMA X QWLQETSQ GLAD�
KOJ� iMEEM SLEDU��IJ FAKT�
pREDLOVENIE� rEDUKCIQ TORA RF�k�Gm� PO MODUL� � QWLQETSQ SWQZNOJ ALGEB�

RAI�ESKOJ GRUPPOJ NAD KONE�NYM POLEM F� � O��� �
eSLI RAS�IRENIE F�k NERAZWETWLENO� TO REDUKCIQ 
X ESTX TOR NAD F�� 
X �

RrF�rk �Gm�� zDESX rk I rF OZNA�A�T POLQ WY�ETOW KOLEC O I OF SOOTWETSTWEN�
NO� pUSTX TEPERX F � RAZWETWLENNOE RAS�IRENIE POLQ k� k � E � F� E � MAK�
SIMALXNOE NERAZWETWLENNOE RAS�IRENIE POLQ k W F� F�E � �ISTO RAZWETWLENNOE�
�E � k� � f� �F � E� � e� ef � n� rEDUKCIQ 
X KAK SWQZNAQ ALGEBRAI�ESKAQ KOMMUTA�
TIWNAQ GRUPPA QWLQETSQ PRQMYM PROIZWEDENIEM TORA R I UNIPOTENTNOJ GRUPPY N �
WSE OPREDELENY NAD KONE�NYM POLEM WY�ETOW rk� rAZLOVENIE 
X � RN MOVNO USTA�
NOWITX� ZNAQ RAZLOVENIE GRUPPY rk�TO�EK� 
X�rk� � R�rk�N �rk�� pOSKOLXKU SHEMA X
GLADKAQ� TO REDUKCIQ O � O�� � rk OPREDELQET �PIMORFIZM GRUPP

X�O�� X�rk� � 
X�rk� �� �OF���
��

pUSTX 	 � X�O� � O�
F � �LEMENT 	 MOVNO PREDSTAWITX W WIDE BESKONE�NOGO RQDA

	 � a� � a�� � a��
� � �� �
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GDE ai � OE � � � OBRAZU��IJ �LEMENT GLAWNOGO IDEALA �F � � � �E � �eF � iMEEM
ODNOZNA�NOE PREDSTAWLENIE

	 � a�� a � a��mod �E �� � � ��mod �F ��

OTKUDA

	 � a�� � b�� � 
 
 
� be���
e��� �mod ���

qSNO� �TO �� � ��e � 	�mod ��� T�E� OBRAZ �LEMENTA � W GRUPPE X�rk� QWLQETSQ
UNIPOTENTNYM� tEPERX O�EWIDNA SLEDU��AQ TEOREMA�
tEOREMA�rEDUKCIQ 
X TORARF�k�Gm� ESTX PRQMOE PROIZWEDENIE TORARrF �rk �Gm�

I UNIPOTENTNOJ GRUPPY N RAZMERNOSTI �e� ��f � �
eSLI e 
 p� GDE p � HARAKTERISTIKA POLQ rk� TO GRUPPA N IZOMORFNA PRQMOJ

SUMME ADDITIWNYH GRUPP G a�rk W KOLI�ESTWE �e � ��f �TUK�

����� kANONI�ESKAQ FORMA NORMENNOGO TORA R
���
F�k�Gm�� pUSTX

A � O�x�� ��� xn� y��� � CELAQ FORMA TORA RF�k�Gm�� y � N �x�� ��� xn� � NORMEN�

NYJ MNOGO�LEN S CELYMI KO�FFICIENTAMI� tOR R
���
F�k

�Gm� OPREDELEN URAWNENIEM

N �x�� ��� xn� � �� pO�TOMU FAKTOR�KOLXCO B � O�x�� ��� xn���y � �� QWLQETSQ ALGEBROJ

hOPFA I SpecB � Y ESTX KANONI�ESKAQ FORMA TORA R
���
F�k�Gm�� eSLI RAS�IRENIE

F�k � NERAZWETWLENO� TO Y SNOWA TOR NAD O� ESLI VE F�k RAZWETWLENO S INDEKSOM
WETWLENIQ e � �F � E�� k � E � F � TO REDUKCIQ 
Y UVE NE BUDET TOROM� w SAMOM

DELE� IMEEM WLOVENIE o�GRUPP Y � X � SpecA� �TO POZWOLQET RASSMATRIWATX RE�
DUKCI� 
Y KAK PODGRUPPU W 
X � RrE�rk�Gm��N � gRUPPA N � UNIPOTENTNA� PO�TOMU
ONA CELIKOM SODERVITSQ W 
Y � pUSTX e�� ��� ef � BAZIS RAS�IRENIQ rE�rk� u�� ��uf �
SOOTWETSTWU��IE KOORDINATNYE FUNKCII� nORMENNAQ FORMA y� RASSMATRIWAEMAQ NA
rE� QWLQETSQ e�J STEPENX� NORMENNOJ FORMY z � z�u�� �� uf� � y � ze�mod ��� pUSTX
C � rk�u�� ��� uf���ze � ��� Z � SpecC�

tEOREMA� rEDUKCIQ 
Y TORAR
���
F�k�Gm� ESTX PRQMOE PROIZWEDENIE GRUPPOWYH SHEM

NAD KONE�NYM POLEM rk � O��

Y � Z �rk N�

eSLI p NE DELIT e� TO 
Y � ALGEBRAI�ESKAQ GRUPPA NAD rk� NESWQZNAQ PRI e � �� eSLI
pje� TO 
Y NE QWLQETSQ PRIWEDENNOJ� REDUKCIQ PLOHAQ� �

x��� tory nad globalxnymi polqmi

����� gLOBALXNYM POLEM BUDEM NAZYWATX LIBO POLE ALGEBRAI�ESKIH �ISEL KO�
NE�NOJ STEPENI NAD POLEM RACIONALXNYH �ISEL� LIBO POLE ALGEBRAI�ESKIH FUNKCIJ
ODNOJ PEREMENNOJ S KONE�NYM POLEM KONSTANT� pUSTX k � GLOBALXNOE POLE I v � NOR�
MIROWANIE POLQ k� sIMWOLOM kv BUDEM OBOZNA�ATX POPOLNENIE POLQ k W TO�KE v� eSLI
v � NEARHIMEDOWA TO�KA� TO �ASTO WMESTO kv BUDEM KAK I RANX�E PISATX k�� GDE � �
IDEAL NORMIROWANIQ v� pUSTX S � KONE�NOE MNOVESTWO NE�KWIWALENTNYH NORMIROWA�
NIJ POLQ k� SODERVA�EE MNOVESTWO S� WSEH ARHIMEDOWYH NORMIROWANIJ� S� PUSTO

DLQ FUNKCIONALXNOGO POLQ� nAPOMNIM OPREDELENIE KOLXCA ADELEJ Ak POLQ k� wWEDQ
TOPOLOGI� PRQMOGO PROIZWEDENIQ NA KOLXCE

ASk �
Y
v�S

kv �
Y
v��S

Ov�

POLU�IM LOKALXNO�KOMPAKTNOE KOLXCO� zDESX Ov � KOLXCO NORMIROWANIQ NEARHIMEDO�
WA POLQ kv� eSLI S � S�� TO SU�ESTWUET ESTESTWENNOE WLOVENIE KOLEC � � ASk � AS

�

k
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I ��ASk � OTKRYTO W A
S�

k � oPREDELIM KOLXCO ADELEJ Ak KAK INDUKTIWNYJ PREDEL

Ak � lim
	S

ASk

S TOPOLOGIEJ� W KOTOROJ ASk OTKRYTO W AS
�

k DLQ L�BOGO S� tOGDA Ak � LOKALXNO�
KOMPAKTNOE KOLXCO� pOLE k WKLADYWAETSQ W Ak DIAGONALXNYM OBRAZOM� k � DISKRET�
NOE PODMNOVESTWO WAk I FAKTORAk�k � KOMPAKTEN�s�lENG ����oBRATIMYE �LEMENTY
KOLXCA Ak TAKVE OBRAZU�T LOKALXNO�KOMPAKTNU� GRUPPU� NAZYWAEMU� GRUPPOJ IDE�
LEJ POLQ k I OBOZNA�AEMU� �EREZ Ik�

Ik � lim
	S

ISk �

pODGRUPPA k� QWLQETSQ DISKRETNOJ PODGRUPPOJ W Ik� kAVDYJ �LEMENT a � Ik QWLQ�
ETSQ POSLEDOWATELXNOSTX� favg� PRI�EM PO�TI DLQ WSEH NORMIROWANIJ v KOMPONENTA
av ESTX EDINICA POLQ kv� pO�TOMU MOVNO OPREDELITX NORMU IDELQ a � favg� POLAGAQ

kak �
Y
v

v�av��

zDESX v � PRIWEDENNAQ MULXTIPLIKATIWNAQ NORMA POLQ k� eSLI a � k��TO kak � ��
qSNO� �TO a � kak ESTX GOMOMORFIZM GRUPPY IDELEJ Ik W GRUPPU R� POLOVITELX�

NYH WE�ESTWENNYH �ISEL� pUSTX I
���
k � QDRO �TOGO GOMOMORFIZMA� tOGDA k� � I

���
k I

FAKTOR�GRUPPA I
���
k �k� � KOMPAKTNA� bOLEE PODROBNOE IZLOVENIE �TIH FAKTOW IZ TEO�

RII ALGEBRAI�ESKIH POLEJ MOVNO NAJTI W SBORNIKE LEKCIJ  aLGEBRAI�ESKAQ TEORIQ
�ISEL ����

pUSTX TEPERX L�k � KONE�NOE RAS�IRENIE gALUA S GRUPPOJ gALUA �� tOGDA AL I
IL QWLQ�TSQ ��MODULQMI � PRI�EM

A�
L � Ak� I�L � Ik�

pUSTX T � TOR� OPREDELENNYJ NAD k I RAZLOVIMYJ NAD L� IMEEM LOKALXNO�
KOMPAKTNU� GRUPPU T �Ak� W ADELXNOJ TOPOLOGII� KOTORAQ INDUCIROWANA WLOVENIEM
T �Ak� � GL�N�Ak�� dALEE

T �AL� � Hom� �T � IL�� T �Ak� � Hom�� �T � IL��

rASSMOTRIM STROENIE GRUPPY T �Ak� BOLEE PODROBNO� oBOZNA�IM �EREZ SL MNOVES�
TWO WSEH TO�EK POLQ L� PRODOLVA��IH TO�KI IZ S� tOGDA MNOVESTWO SL STABILXNO

OTNOSITELXNO DEJSTWIQ GRUPPY �� oPREDELIM T �ASLL � PO FORMULE

T �ASLL � � Hom� �T � ISLL ��

PUSTX T �ASk � ESTX T �A
SL
L �� � Hom�� �T � I

SL
L ��

T �Ak� � lim
	S

T �ASk ��

gRUPPA T �ASk � PREDSTAWIMA W WIDE PRQMOGO PROIZWEDENIQ� w SAMOM DELE�

T �Ak� � Hom�� �T �
Y
w�SL

L�w�� Hom�� �T �
Y
w��SL

O�
L�w� �
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� Hom�� �T �
Y
v�S

Y
wjv

L�w� �Hom�� �T �
Y
v��S

Y
wjv

O�
L�w� �

�
Y
v�S

Hom�� �T �
Y
wjv

L�w� �
Y
v��S

Hom�� �T �
Y
wjv

O�
L�w� �

�
Y
v�S

Hom�w� �T � L
�
w� �

Y
v��S

Hom�w � �T �O
�
L�w� �

�
Y
v�S

T �kv� �
Y
v��S

Uv�

GDE �w � GRUPPA RAZLOVENIQ� T�E� PODGRUPPA GRUPPY �� OSTAWLQ��AQ TO�KU w NE�
PODWIVNOJ� Uv � Hom�w � �T �O

�
L�w� � MAKSIMALXNAQ KOMPAKTNAQ PODGRUPPA GRUP�

PY T �kv�� I DLQ KAVDOJ TO�KI v MY WYBIRAEM TOLXKO ODNU GRUPPU �w� gRUPPA
E�T� S� � T �k� 
 T �ASk � NAZYWAETSQ GRUPPOJ S�EDINIC TORA T � pOSKOLXKU GRUPPA

T �L� 
 T �ASLL � IMEET KONE�NYJ TIP �OBOB�ENNAQ TEOREMA dIRIHLE�� TO I EE POD�
GRUPPA ��INWARIANTOW E�T� S� TAKVE KONE�NOGO TIPA� eSLI S � S�� TO GRUPPA

E�T � � E�T� S�� PROSTO NAZYWAETSQ GRUPPOJ EDINIC TORA T � eSLI k � FUNKCIONALX�
NOE POLE� TO MNOVESTWO S� PUSTO I GRUPPA E�T � KONE�NA� SOWPADA��AQ S GRUPPOJ
T �Fq�� GDE Fq � POLE KONSTANT�
pREDLOVENIE� gRUPPA T �k� QWLQETSQ DISKRETNOJ PODGRUPPOJ W GRUPPE T �Ak��
�TO SLEDUET IZ DISKRETNOSTI GRUPPY T �L� � �L��d W GRUPPE T �AL� � IdL� pO�TOMU

T �k� � T �L� 
 T �Ak� DISKRETNA W T �Ak�� �
����� kANONI�ESKAQ CELAQ MODELX TORA NAD POLEM ALGEBRAI�ESKIH �I�

SEL� pUSTX T � TOR� OPREDELENNYJ NAD POLEM k ALGEBRAI�ESKIH �ISEL� L � EGO MINI�
MALXNOE POLE RAZLOVENIQ� � � Gal�L�k�� eSLI p � PROSTOJ IDEAL KOLXCA CELYH O PO�
LQ k� TO PUSTX P � PROSTOJ IDEAL KOLXCAOL � DELQ�IJ IDEAL R� �P � Gal �LP �kp�� w
P� �	�
 POKAZANO� KAK POSTROITX LOKALXNU� CELU� MODELX Xp TORA T�kkp� OPREDELEN�
NU� NAD KOLXCOM Op� dLQ WSEH TO�EK p MODELX Xp IMEET WID SpecBp� GDE Bp � kp�T ��

rASSMOTRIM O�SHEMU Y � Spec �OL� �T ���� w OB�EM SLU�AE �TO NE GRUPPOWAQ SHEMA�
ODNAKO Y �O k �� T � T�E� Y ESTX O�FORMA MNOGOOBRAZIQ T � dALEE DLQ WSEH TO�EK
p� NERAZWETWLENNYH W L� Yp � Xp� zAFIKSIRUEM WLOVENIE f � � � f KOLXCA k�T � W
kp�T � � kp �k k�T �� pUSTX Cp � Bp 
 k�T �� pOLOVIM

C �


p

Cp�

tOGDA C ESTX ALGEBRA hOPFA NAD O I POSKOLXKU C � �OL� �T ��
�� TO X � SpecC QW�

LQETSQ O�FORMOJ TORA T � iZ KONSTRUKCII SLEDUET� �TO X �O Op � Xp DLQ WSEH R �
PO�TOMU X�Op� � MAKSIMALXNAQ KOMPAKTNAQ PODGRUPPA GRUPPY T �kp�� nAZOWEM GRUP�
PU X KANONI�ESKOJ CELOJ MODELX� TORA T � rEDUKCIEJ TORA T PO MODUL� p BUDEM
NAZYWATX GRUPPOWU� Fp�SHEMU 
Xp � X �O Fp� Fp � O�p� pUSTX d ESTX DISKRIMI�
NANT RAS�IRENIQ L�k� tO�KI R � NE WHODQ�IE W DISKRIMINANT� QWLQ�TSQ TO�KAMI
O�ENX HORO�EJ REDUKCII� T�E� GRUPPA 
Xp SNOWA TOR� w NEKOTORYH SLU�AQH IZWESTNY

REDUKCII I PO PROSTYM TO�KAM� DELQ�IM DISKRIMINANT�

pRIMER �� pUSTX k � Q� O � Z� L � Q�
p

�� T � R

���
L�Q�Gm�� Z�GRUPPA X

ZADANA MATRICEJ OB�EGO WIDA�
x y

y x

�
� x� � 
y� � ��
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tO�KA � QWLQETSQ TO�KOJ PLOHOJ REDUKCII� 
 � TO�KA HORO�EJ REDUKCII� NO GRUPPA

X� NESWQZNA� TREUGOLXNA� 
Xp ESTX Fp�TOR DLQ WSEH p �� �� 
�
pRIMER �� pUSTX L � Q�	�� GDE 	 � KORENX MNOGO�LENA x� � �x � �� T �

R
���
L�Q�Gm�� d � ��� PO�TOMU RAS�IRENIE L�Q � CIKLI�ESKOE STEPENI 
� kANONI�

�ESKAQ Z�FORMA X NE IMEET TO�EK PLOHOJ REDUKCII� rEDUKCIQ PO MODUL� � IMEET
WID �

� a� 	 	
a� a� 	
a� a� a�

�
A � a�� � � �mod ���

sHEMA X QWLQETSQ GLADKOJ NAD Z�
kANONI�ESKAQ MODELX X TORA T OBLADAET SLEDU��IM SWOJSTWOM MINIMALXNOS�

TI� pUSTX G � LINEJNAQ ALGEBRAI�ESKAQ GRUPPA NAD POLEM k� DEJSTWU��AQ TO��
NO NA LINEJNOM PROSTRANSTWE V � tOGDA IMEEM DEJSTWIE ADELXNOJ GRUPPY G�A� NA
ADELXNOM PROSTRANSTWE A �k V� A � Ak� pUSTX M � RE�ETKA W V� GM �V � � STA�
BILIZATOR RE�ETKI M W GRUPPE G�A�� iMEEM DWUHSTORONNEE FAKTOR�PROSTRANSTWO
G�k�nG�A��GM�A�� KOTOROE QWLQETSQ KONE�NYM �bORELX ����� oBOZNA�IM �ISLO �TIH
KLASSOW �EREZ h�G�M �� oNO IGRAET WAVNU� ROLX W ARIFMETIKE LINEJNYH GRUPP I

ODNORODNYH PROSTRANSTW� w SLU�AE� KOGDA G � T ESTX ALGEBRAI�ESKIJ TOR� FAKTOR
T �A��T �k�T �A�� QWLQETSQ KONE�NOJ GRUPPOJ�
oPREDELENIE� gRUPPOJ KLASSOW TORA T NAZYWAETSQ FAKTOR�GRUPPA

H�T � � T �A��T �k�X�A��� A� �
Y
vj�

kv
Y
�

O��

pORQDOK �TOJ GRUPPY h�T � QWLQETSQ MINIMALXNYM SREDI WSEH WOZMOVNYH RE�ETOK

M � w SLEDU��IH PARAGRAFAH BUDUT PRODELANY NEKOTORYE WY�ISLENIQ�
kOGOMOLOGII ADELXNYH GRUPP� rAZMY�LQQ NAD SOOTNO�ENIQMI� POQWIW�I�

MISQ W TEORII POLEJ KLASSOW� dV� tEJT DOKAZAL TEOREMU� KOTORAQ QWILASX OSNOWOJ
DLQ POLU�ENIQ RAZLI�NYH SOOTNO�ENIJ DWOJSTWENNOSTI W KOGOMOLOGIQH�mY SEJ�AS

PODROBNO RASMOTRIM �TOT WOPROS� pUSTX � � KONE�NAQ GRUPPA PORQDKA n� M � ��
MODULX� 	 � H����M � � KLASS KOGOMOLOGIJ�kLASS 	 OPREDELQET NEKOTORYJ ��MODULX

M � NAZYWAEMYJ MODULEM RAZLOVENIQ KLASSA 	� mODULX 
M ESTX PRQMAQ SUMMA Z�
MODULEJM�I�� GDE I� ESTX SWOBODNAQ GRUPPA S �n��� OBRAZU��IMI x�� � � �� � �� ��
sTROENIE ��MODULQ NA 
M OPREDELQETSQ PO FORMULE

��x� � � x�� � x� � a��� � ��

GDE a��� � � � KOCIKL IZ KLASSA 	� oTOBRAVENIE

� � 
M � Z�
��

OPREDELQEMOE USLOWIQMI

��a� � 	� a �M � ��x�� � � � ��

QWLQETSQ ��GOMOMORFIZMOM S QDROM M I OBRAZOM I� GDE I � IDEAL KOLXCA Z�
�� PO�
ROVDENNYJ �LEMENTAMI � � �� iMEEM PARU TO�NYH POSLEDOWATELXNOSTEJ

	 �M � 
M
�� I � 	� ���

	 � I � Z���� Z� 	� ���
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tEOREMA �� pUSTX � � KONE�NAQ GRUPPA� M � ��MODULX� 	 � H����M � I 
M �
MODULX RAZLOVENIQ KLASSA 	� tOGDA SLEDU��IE USLOWIQ �KWIWALENTNY�

��� H����M � � 	 DLQ WSEH PODGRUPP � GRUPPY � IH����M � � CIKLI�ESKAQ GRUPPA
PORQDKA j�j� POROVDENNAQ OGRANI�ENIEM 	 NA ��

��� ��MODULX 
M KOGOMOLOGI�ESKI TRIWIALEN�
dOKAZATELXSTWO� iZ ��� SLEDUET� �TO �Hq��� I� � �Hq�����Z� DLQ WSEH q� �TO

DAET �H���� I� � H���� I� � 	� pOSLEDOWATELXNOSTX ��� INDUCIRUET TOGDA TO�NU�

POSLEDOWATELXNOSTX KOGOMOLOGIJ

	 � H����M �� H���� 
M�
��� H���� I�

�� H����M �� H���� 
M�� 	�

pUSTX MODULX 
M KOGOMOLOGI�ESKI TRIWIALEN� tOGDA H����M � � 	� A � ESTX IZOMOR�
FIZM CIKLI�ESKOJ GRUPPY H���� I� � �H����Z� PORQDKA ��� NA H����M �� PRI�EM IZ

STROENIQ 
M SLEDUET� �TO OBRAZOM OBRAZU��EJ GRUPPY H���� I� PRI OTOBRAVENII �
QWLQETSQ OGRANI�ENIE 	 NA �� �TIM DOKAZANA IMPLIKACIQ ��� ���

oBRATNO� PUSTX SPRAWEDLIWO ��� tOGDA �� � MONOMORFIZM� kLASS 	 ESTX OBRAZU��
�AQ GRUPPY H����M �� wOZXMEM I�KOCEPX x � fx�g W 
M � ��x�� � � � � � f��� ESTX
��KOCIKL W I I OBRAZ KLASSA f��� PRI OTOBRAVENII � OPREDELQETSQ KOCIKLOM

dx��� � � � ��x� � � x�� � x� � a��� � ��

tAKIM OBRAZOM� IZ POSTROENIQ WIDNO� �TO � ESTX �PIMORFIZM� I POSKOLXKU OBE GRUPPY
CIKLI�ESKIE I ODINAKOWOGO PORQDKA� TO � � IZOMORFIZM� sLEDOWATELXNO� H���� 
M� �
H���� 
M � � 	 DLQ L�BYH PODGRUPP � � �� �TO ZAWER�AET DOKAZATELXSTWO TEOREMY�
�

eSLI MODULX M UDOWLETWORQET USLOWIQM ��� TEOREMY �� TO KLASS 	 NAZYWAETSQ

FUNDAMENTALXNYM� nAPOMNIM� �TO SIMWOL �Hq OZNA�AET PRIWEDENNU� GRUPPU KOGO�
MOLOGIJ tEJTA�
tEOREMA �� pUSTX ��MODULX M UDOWLETWORQET USLOWI� ��� TEOREMY �� tOGDA

SU�ESTWUET IZOMORFIZM
�Hq���M � �� �Hq�����Z��

dOKAZATELXSTWO� iZ FORMUL ����� POLU�A�TSQ S U�ETOM TEOREMY � IZOMORFIZMY

�Hq�����Z�
��� �Hq����� I�

���� �Hq���M ��

sWERH TOGO� MOVNO POKAZATX� �TO �� 
 � ESTX UMNOVENIE � �� ��	� GDE � � �Hq�����Z��
	 � H����M � � FUNDAMENTALXNYJ KLASS� �

sLEDU��U� WAVNU� TEOREMU DOKAZAL nAKAQMA ����
tEOREMA �� pUSTX M � KOGOMOLOGI�ESKI TRIWIALXNYJ ��MODULX I N � PROIZ�

WOLXNYJ ��MODULX� eSLI ODIN IZ MODULEJM ILI N NE IME�T KRU�ENIQ� TO ��MODULX
M �N � S OPERATORAMI ��m � n� � �m � �n� KOGOMOLOGI�ESKI TRIWIALEN� �

oTS�DA WYTEKAET SLEDU��AQ TEOREMA�
tEOREMA �� pUSTX ��MODULX M UDOWLETWORQET USLOWI� �� TEOREMY � I MODULX

N NE IMEET KRU�ENIQ� tOGDA IMEEM IZOMORFIZM

�Hn��� N � �� �Hn�����M �N ��

� oN POLU�AETSQ UMNOVENIEM NA FUNDAMENTALXNYJ KLASS 	 � H����M ���
dOKAZATELXSTWO� pOSLEDOWATELXNOSTI ��� I ��� UMNOVIM TENZORNO NA N � pOLU�

�IM TO�NYE POSLEDOWATELXNOSTI ��MODULEJ

	 �M �N � 
M �N � I �M � 	�



�� w�e�wOSKRESENSKIJ

	 � I � N � Z����N � N � 	�

pOSKOLXKU 
M � N I Z���� N KOGOMOLOGI�ESKI TRIWIALXNY� TO

�Hn��� � N � �� �Hn�����M � N �� �
sLEDU��IE DWE TEOREMY NOSQT NAZWANIE TEOREM DWOJSTWENNOSTI tEJTA�nAKAQMY�
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SUMMU
�Hn�L�k� T �AL�� �

X
v

�Hn�Lw�kv� T �Lw���



bIRACIONALXNAQ GEOMETRIQ I ARIFMETIKA LINEJNYH ALGEBRAI�ESKIH GRUPP	 II ��

GDE w � KAKAQ�NIBUDX ODNA TO�KA POLQ L� PRODOLVA��AQ TO�KU v POLQ k�
dOKAZATELXSTWO� mY WIDELI WY�E� �TO

T �AL� � lim
	SL

T �ASLL ��

GDE SL � KONE�NOE MNOVESTWO TO�EK w POLQ L� SODERVA�EE WSE SOPRQVENNYE� kOGO�
MOLOGII KONE�NYH GRUPP KOMMUTIRU�T SO WZQTIEM INDUKTIWNOGO PREDELA� A L�BYE
KOGOMOLOGII KOMMUTIRU�T S PRQMYM PROIZWEDENIEM� TAK �TO DOSTATO�NO RASSMOT�
RETX KOGOMOLOGII RAZLI�NYH �ASTEJ� iMEEM

T �ASLL � �
Y
w�SL

T �Lw��
Y
w��SL

T �OL�w� �
Y
v�S

Y
wjv

T �Lw��
Y
v��S

Y
wjv

T �OL�w��

GDE SL SOSTOIT IZ WSEH DELITELEJ TO�EK MNOVESTWA S� tOGDA

�Hn��� T �ASLL �� �
Y
v�S

�Hn��w� T �Lw�� �
Y
v��S

�Hn��w � T �OL�w���

GDE w � ODNA IZ TO�EK� PRODOLVA��IH v� pUSTX S SODERVIT WSE RAZWETWLENNYE W

L NORMIROWANIQ� tOGDA O�
L�w � KOGOMOLOGI�ESKI TRIWIALXNYJ �w�MODULX� PO�TOMU

T �OL�w� � Hom� �T �O�
L�w� TAKVE KOGOMOLOGI�ESKI TRIWIALEN� w �TOM SLU�AE

�Hn��� T �ASLL �� �
X
v�S

�Hn��w � T �Lw���

pEREHODQ K PREDELU� POLU�AEM

�Hn��� T �AL�� �
X
v

�Hn��w� T �Lw�� �
X
v

�Hn�Lw�kv� T �Lw��� �

sLEDSTWIE ��
H��L�k� T �AL�� �

X
v

H��kv� T �
kv���

dOKAZATELXSTWO WYTEKAET IZ TOGO� �TO H��Lw� T �
Lw�� � 	 DLQ WSEH w� POSKOLXKU Lw
� POLE RAZLOVENIQ TORA T �
sLEDSTWIE ��

� �T � � Ker �H��k� T �k���
Y
v

H��kv� T �
kv���� �

pEREPI�EM TEPERX POSLEDOWATELXNOSTX �
� W FORME

� � T �k�� T �Ak�
�� CL�T �

� ��� �T �� 	� ���

dLQ WSQKOGO HARAKTERA � � � �T �k BUDEM OBOZNA�ATX TOJ VE BUKWOJ EGO PRODOLVENIE

NA GRUPPU T �Ak�� � � T �Ak�� I� ��a� � f��av�g� a � favg � T �Ak�� pOLOVIM

T ����Ak� � fa � T �Ak� j ��a� � I
���
k �� � � �T �kg�

T ����ASk � � T ����Ak� 
 T �ASk ��
qSNO� �TO T �k� � T ����Ak�� T �L� � T ����AL�� iMEEM CL � C

���
L � R�� ESLI L �

�ISLOWOE POLE I CL � C
���
L � Z�� ESLI L � FUNKCIONALXNOE� gRUPPA C

���
L � I

���
L �L� �



�� w�e�wOSKRESENSKIJ

KOMPAKTNA �lENG ����� pRI OTOBRAVENII T �AL�� CL�T � GRUPPA T ����AL� OTOBRAVA�
ETSQ W GRUPPU

C
���
L �T � � Hom� �T �C

���
L � � Hom� �T �CL� � CL�T ��

gRUPPA C
���
L �T � � KOMPAKTNA� w POSLEDOWATELXNOSTI

� � T �k�� T ����Ak�
�� C

���
L �T ��

��� �T �� 	�

POLU�ENNOJ IZ ���� Im��� � T ����Ak��T �k� IMEET KONE�NYJ INDEKS W s
���
L �T ��� pO�

SKOLXKU GRUPPA s
���
L �T �� KOMPAKTNA� TO IMEEM UTWERVDENIE�

pREDLOVENIE �� gRUPPA T ����Ak��T �k� � KOMPAKTNA� �
����� sPUSK OSNOWNOGO POLQ� pUSTX k � GLOBALXNOE POLE� F�k � KONE�NOE

SEPARABELXNOE RAS�IRENIE� T � TOR NAD POLEM F� T� � RF�k�T � � k�TOR� dA�
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TOR T RAS�EPLQETSQ� � � Gal �L�k�� wQLAQ REZOLXWENTA

� � N �M � T � �

OPREDELQET SLEDU��U� KOMMUTATIWNU� DIAGRAMMU S TO�NYMI STROKAMI I STOLBCA�
MI

� � �
� � �

� � N �L� � M �L� � T �L� � �
� � �

� � N �AL� � M �AL� � T �AL� � �
� � �

� � CL�N � � CL�M � � CL�T � � �
� � �
� � �
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�TA DIAGRAMMA OPREDELQET KOMMUTATIWNU� DIAGRAMMU GRUPP KOGOMOLOGIJ S TO��
NYMI STROKAMI I STOLBCAMI

H��M �L�� � H��T �L��
� �

H��M �AL��
��� H��T �AL��

�� H��N �AL�� � H��M �AL�� � 	
� �� � �� � �

H��CL�M ��
��� H��CL�T ��

�� H��CL�N �� � H��CL�M �� � 	
� � �

H��M �L�� � H��T �L��
� � �
	 � H��T �AL��

w DIAGRAMME Hq�U � OZNA�AET Hq��� U �� tAK KAK MODULX �M � PERMUTACIONNYJ�
TO H��M �L�� � H��M �AL�� � 	� dALEE� PO DWOJSTWENNOSTI tEJTA�nAKAQMY IMEEM

H��CL�M �� � H�� �M � � 	� H��CL�N ��� � H�� �N � � H��PicXL��

� �T � � Ker ��� � Im��� � H��CL�T ���Ker ����

nO� TAK KAK ��� � 	� TO Im���� � Ker ��� � Ker ���� oTS�DA MY POLU�AEM �PIMOR�
FIZM

f � H��CL�N �� � H��CL�T ���Ker ���� H��CL�T ���Ker ��� � � �T ��

wY�ISLIM QDRO OTOBRAVENIQ f �

Ker �f� � Ker ����Ker ��� � Im�����Im���� � Im�����Im������ � Im�����Im���	���

pUSTX S� � KONE�NOE MNOVESTWO NORMIROWANIJ� WWEDENNOE W PREDYDU�EM PUNKTE�
tOGDA DLQ WSEH v �� S� OTOBRAVENIE � �M �kv�� T �kv� QWLQETSQ �PIMORFIZMOM I

Ker �f� � TS����MS� �T �k� � A�T� S�� � A�T �� �

sLEDSTWIE �� gRUPPA A�T � KONE�NA � �
sLEDSTWIE �� eSLI TOR T STABILXNO RACIONALEN NAD k� TO

A�T � � � �T � � 	� �

sLEDSTWIE �� eSLI TOR T RAS�EPLQETSQ NAD CIKLI�ESKIM RAS�IRENIEM POLQ

OPREDELENIQ� TO
A�T � � � �T � � 	� �

pRIMER �� pUSTX L � Q�
p
a�
p
b � � BIKWADRATI�NOE RAS�IRENIE POLQ RACIO�

NALXNYH �ISEL� rASSMOTRIM TOR T �a� b� � R
���
L�Q�Gm�� w PRIMERE GLAWY II BYLO

POKAZANO� �TO H��L�Q� p�T �a� b�� � Z��Z� pO�TOMU TOR T �a� b� NE QWLQETSQ STABILX�
NO RACIONALXNYM NAD POLEM Q� �TO PROSTEJ�IJ PRIMER ALGEBRAI�ESKOJ LINEJNOJ
GRUPPY� NE RACIONALXNOJ NAD POLEM Q� rASSMOTRIM DWA SLU�AQ�

�� wSE GRUPPY RAZLOVENIQ POLQ L � CIKLI�NY� nAPRIMER� a � �� b � ��� tOGDA
IZ NA�EJ TEOREMY I SLEDSTWIQ 
 IMEEM SOOTNO�ENIQ � A�T � � 	� � �T � � Z��Z�
kROME TOGO� T �a� b��QQv QWLQETSQ RACIONALXNYM MNOGOOBRAZIEM NADQv DLQ L�BOGO

NORMIROWANIQ v POLQ Q�



�� w�e�wOSKRESENSKIJ

�� sU�ESTWUET GRUPPA RAZLOVENIQ PORQDKA �� nAPRIMER�

L � Q���� �� � �� L � Q�
p���

p
� ��

tOGDA IZ TEORII POLEJ KLASSOW IZWESTNO� �TO WSQKIJ �LEMENT IZ Q� QWLQ��IJSQ
LOKALXNOJ NORMOJ WO WSEH POLQH Lw� QWLQETSQ NORMOJ I NEKOTOROGO �LEMENTA IZ L�
nA NA�EM QZYKE �TO OZNA�AET� �TO� �T � � 	� nO TOGDA A�T � � Z��Z� dLQ POLQ Q���
GRUPPY RAZLOVENIQ �w CIKLI�NY DLQ WSEH wjp� p � �� sLEDOWATELXNO� GRUPPA T �Q�
PLOTNA W T �Qp� DLQ p � �� T �Q� PLOTNA W T �R�� ODNAKO ZAMYKANIE T �Q� GRUPPY
T �Q� W T �Q�� ESTX PODGRUPPA INDEKSA ��

pRIMER ��pUSTX F � RAS�IRENIE PROSTOJ STEPENI p POLQ k� T � R
���
F�k�Gm��mY

WIDELI W GLAWE II � �TO BIRACIONALXNYJ INWARIANT p�T � TORA T OBRATIM� pO�TOMU
H��k� p�T �� � 	� OTKUDA A�T � � � �T � � 	� nA QZYKE NORMENNYH GIPERPOWERHNOS�
TEJ USLOWIE � �T � � 	 WYGLQDIT SLEDU��IM OBRAZOM� NORMENNAQ GIPERPOWERHNOSTX
F �x�� ��� xp� � b� b � k� IMEET RACIONALXNU� TO�KU NAD POLEM k TOGDA I TOLXKO

TOGDA� KOGDA ONA IMEET RACIONALXNYE TO�KI NAD WSEMI POPOLNENIQMI kv POLQ k� dLQ
R � � �TO KLASSI�ESKIJ FAKT IZ TEORII BINARNYH KWADRATI�NYH FORM� DLQ R � 

�TOT REZULXTAT IZWESTEN IZ TEORII KUBI�ESKIH POWERHNOSTEJ�

x��� arifmetika poluprostyh grupp

����� kOGOMOLOGII POLUPROSTYH GRUPP� pUSTX G � SWQZNAQ LINEJNAQ AL�
GEBRAI�ESKAQ GRUPPA� OPREDELENNAQ NAD POLEM ALGEBRAI�ESKIH �ISEL k� w x�� BYLO
WWEDENO PONQTIE SLABOJ APPROKSIMACII W GRUPPE G I OPREDELENY MNOVESTWA A�G�
I A�G�S�� wTORAQ ARIFMETI�ESKAQ HARAKTERISTIKA GRUPPY G WOZNIKAET PRI IZU�E�
NII MNOVESTWAH��k�G� GLAWNYH ODNORODNYH PROSTRANSTW �G�O�P�� GRUPPY G� wSQKOE
G�O�P�� IME��EE k�TO�KU� BIREGULQRNO IZOMORFNO SAMOMU G� iMEEM ESTESTWENNOE OTO�
BRAVENIE

� � H��k�G��
Y
v

H��kv� G��

qDRO OTOBRAVENIQ � OBOZNA�AETSQ� �G�� ONO KONE�NO I SOSTOIT IZ WSEH G�O�P� GRUPPY
G� IME��IH TO�KI WO WSEH POLQH kv� pUSTX X � GLADKAQ PROEKTIWNAQ MODELX GRUPPY
G NAD k� w SLU�AE� KOGDA G � T ESTX ALGEBRAI�ESKIJ TOR� TEOREMA P����� POKAZYWA�
ET� �TO �TI DWE ARIFMETI�ESKIE HARAKTERISTIKI A�T � I � �T � NAPRQMU� SWQZANY

S BIRACIONALXNYM INWARIANTOM H��k� p�T ��� pOPYTKA SRAZU VE OBOB�ITX �TU TEO�
REMU NA SLU�AJ PROIZWOLXNOJ SWQZNOJ LINEJNOJ GRUPPY NATOLKNULASX NA SERXEZNYE

PREPQTSTWIQ� wO�PERWYH� DLQ NEKOMMUTATIWNOJ GRUPPY G SOWER�ENNO NEO�EWIDNO

NALI�IE KOMMUTATIWNOJ GRUPPOWOJ STRUKTURY NA MNOVESTWAH A�G� I � �G�� KOTO�
RAQ K TOMU VE OPREDELQLASX BY ESTESTWENNYM OBRAZOM� �TA PROBLEMA SRAWNITELXNO
LEGKO REDUCIRUETSQ K SLU�A� SWQZNOJ POLUPROSTOJ GRUPPY� rASSMOTRIM �TOT SLU�AJ
BOLEE PODROBNO� pUSTX G � SWQZNAQ POLUPROSTAQ ALGEBRAI�ESKAQ GRUPPA NAD POLEM
k� �G � EE UNIWERSALXNAQ NAKRYWA��AQ� IMEEM TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX

� � B � �G� G� �� ���

GDE B � FUNDAMENTALXNAQ GRUPPA� wSE DOSTIVENIQ WY�ISLITELXNOGO HARAKTERA DLQ
SWQZNYH POLUPROSTYH GRUPP G OSNOWYWA�TSQ NA DOKAZANNYH K NASTOQ�EMU WREMENI

GIPOTEZAH O HARAKTERISTIKAH ODNOSWQZNYH GRUPP �G� pRIWEDEM BEZ DOKAZATELXSTW

SLEDU��IE TEOREMY� PODROBNYE DOKAZATELXSTWA I KOMMENTARII IME�TSQ W KNIGE

pLATONOWA I rAPIN�UKA ����
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tEOREMA �� pUSTX G � ODNOSWQZNAQ POLUPROSTAQ GRUPPA NAD NEARHIMEDOWYM LO�
KALXNYM POLEM k� tOGDA H��k�G� � 	� �
tEOREMA �� pUSTX G � PROSTAQ ODNOSWQZNAQ ANIZOTROPNAQ GRUPPA NAD LOKALXNYM

POLEM k� tOGDA G � SL �D� DLQ NEKOTOROJ KONE�NOMERNOJ ALGEBRY S DELENIEM D NAD

k� �
pROWERKA RAWENSTWA � � �G� � 	 DO SIH POR TREBUET POLNOGO PEREBORA I DO NEDAW�

NEGO WREMENI WOPROS O RAWENSTWE� � �G� � 	 DLQ GRUPP TIPA E� OSTAWALSQ OTKRYTYM�
tOLXKO NEDAWNO �TO POKAZANO W RABOTE �ERNOUSOWA ���� pODROBNYJ PEREBOR WSEH SLU�
�AEW IMEETSQ W KNIGE pLATONOWA I rAPIN�UKA ���� W REZULXTATE DOKAZANO SLEDU��EE
UTWERVDENIE�
tEOREMA �� dLQ SWQZNOJ ODNOSWQZNOJ GRUPPY �G NAD POLEM ALGEBRAI�ESKIH �ISEL

k OTOBRAVENIE

H��k� �G��
Y
vj�

H��kv� �G�

QWLQETSQ BIEKCIEJ� �
tO�NAQ POSLEDOWATELXNOSTX ��� POZWOLQET NAPISATX TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX

KOGOMOLOGIJ

H��k� �G�� H��k�G�
�� H��k�B��

tEOREMA �� eSLI k � LOKALXNOE NEARHIMEDOWO ILI �ISLOWOE POLE � TO OTOBRAVENIE

� � H��k�G�� H��k�B�

QWLQETSQ S�R�EKTIWNYM� �
sLEDSTWIE� eSLI POLE k � LOKALXNO � TO OTOBRAVENIE � BIEKTIWNO� �
pUSTX G � Gal �
k�k�� C � KOMMUTATIWNYJ G�MODULX� pOLOVIM

� q�C� � Ker �Hq�k�C��
Y
v

Hq�kv� C���

iZU�AQ OTOBRAVENIE �� sANS�K ��� DOKAZAL SLEDU��EE UTWERVDENIE�
tEOREMA �� pUSTX G � SWQZNAQ POLUPROSTAQ GRUPPA NAD �ISLOWYM POLEM k� TOGDA

OTOBRAVENIE

� �� �G��� ��B�

QWLQETSQ BIEKCIEJ� �
sANS�K INTERPRETIRUET TAKVE MNOVESTWO� �G� KAK PODMNOVESTWO W GRUPPE BrG

I �TO POZWOLQET SNABDITX� �G� ESTESTWENNYM STROENIEM KONE�NOJ ABELEWOJ GRUPPY�
SOGLASOWANNYM S BIEKCIEJ �� w STATXE sANS�KA SDELANO NESKOLXKO BOLX�E� ON OPRE�
DELQET BIEKCI� � SRAZU DLQ REDUKTIWNYH GRUPP� TAKIM OBRAZOM� IMEEM ESTESTWENNU�
GRUPPOWU� KOMMUTATIWNU� STRUKTURU NA MNOVESTWE � �G� DLQ L�BYH SWQZNYH LI�
NEJNYH ALGEBRAI�ESKIH GRUPP G� zAMETIM TAKVE� �TO� �N � � 	 DLQ UNIPOTENTNYH
GRUPP�

����� sLABAQ APPROKSIMACIQ� wOPROS O GRUPPOWOJ STRUKTURE MNOVESTWA A�G�
TAKVE SWODITSQ K DOKAZATELXSTWU RAWENSTWA A�G� � 	 DLQ SWQZNYH ODNOSWQZNYH

POLUPROSTYH GRUPP G� nEDAWNO kUNQWSKIJ I sKOROBOGATOW ����� PREDLOVILI IZQ��
NOE DOKAZATELXSTWO SPRAWEDLIWOSTI SLABOJ APPROKSIMACII� WKL��A��EE REZULXTA�
TY kNEZERA � hARDERA � pLATONOWA � sANS�KA� oNI USTANAWLIWA�T SLEDU��IJ FAKT�
tEOREMA �� pUSTX G � SWQZNAQ POLUPROSTAQ LINEJNAQ GRUPPA� OPREDELENNAQ NAD

�ISLOWYM POLEM k� X � MNOGOOBRAZIE MAKSIMALXNYH TOROW GRUPPYG� F � k�X�� H
� OB�IJ TOR GRUPPY G NAD F � eSLI H��F� p�H�� � 	� TO A�G� � 	�



�� w�e�wOSKRESENSKIJ

dOKAZATELXSTWO OSNOWYWAETSQ NA SU�ESTWOWANII PLOTNOGO MNOVESTWA TO�EK x W
X�k�� NAD KOTORYMI SOOTWETSTWU��IE TORY Tx NE IME�T AFFEKTA� dLQ WSEH TAKIH
TOROW IMEEM H��k� p�Tx�� � 	� PO�TOMU A�Tx� � 	 I A�G� � 	� �

dETALXNOE ISSLEDOWANIE MODULQ pIKARA OB�EGO TORA POLUPROSTOJ GRUPPY PROWEL

kLQ�KO ���� SM� GL�II� oB�EDINQQ REZULXTATY kLQ�KO c TEOREMOJ �� POLU�AEM EDINYM
SPOSOBOM INFORMACI�� DOBYTU� W RAZNOE WREMQ kNEZEROM� hARDEROM� sANS�KOM�
tEOREMA �� sLEDU��IE TIPY SWQZNYH POLUPROSTYH GRUPP NAD �ISLOWYM POLEM

OBLADA�T SLABOJ APPROKSIMACIEJ�
a� ODNOSWQZNYE GRUPPY�
B� PRISOEDINENNYE GRUPPY�
W� ABSOL�TNO PO�TI PROSTYE GRUPPY� �
zAME�ANIE� w FORMULIROWKE TEOREMY � POLUPROSTU� GRUPPU MOVNO ZAMENITX

NA L�BU� SWQZNU� LINEJNU� GRUPPU�
u�ITYWAQ� �TO A� �G� � 	� POSLEDOWATELXNOSTX ��� P� ���� POKAZYWAET� �TO ZAMY�

KANIE G�k� W GRUPPE
Q
v G�kv� SODERVIT KOMMUTANT �TOJ GRUPPY I IMEET KONE�NYJ

INDEKS W NEJ� tAKIM OBRAZOM� A�G� ESTX KONE�NAQ ABELEWA GRUPPA DLQ POLUPROSTYH
GRUPP� A� ZNA�IT� I DLQ WSEH SWQZNYH ALGEBRAI�ESKIH GRUPP G� mOVNO TEPERX SNOWA
WERNUTXSQ K POSLEDOWATELXNOSTI ��� P� ����� iSPOLXZUQ RAWENSTWA A�G� � � �G� � 	
DLQ SWQZNYH ODNOSWQZNYH POLUPROSTYH GRUPP� sANS�K ��� DOKAZYWAET OBOB�A��U�
TEOREMU

tEOREMA �� pUSTX G � SWQZNAQ LINEJNAQ ALGEBRAI�ESKAQ GRUPPA NAD �ISLOWYM
POLEM k� tOGDA IMEETSQ TO�NAQ POSLEDOWATELXNOSTX ABELEWYH GRUPP

	 � A�G�� H��k�Pic 
X�� �� �G�� 	�

GDE X � GLADKAQ PROEKTIWNAQ MODELX GRUPPY G NAD k� �
zAME�ANIE� nELXZQ LI NAJTI BEZUSLOWNOE DOKAZATELXSTWO TEOREMY 
 TAK � KAK

�TO DELAETSQ DLQ TOROW� T�E� NE ISPOLXZUQ PREDWARITELXNO RAWENSTWA A�G� � � �G� �
	 DLQ ODNOSWQZNYH POLUPROSTYH GRUPP� pOSKOLXKU MODULX Pic 
X QWLQETSQ PERMUTA�
CIONNYM DLQ ODNOSWQZNOJ GRUPPY� TO IZ BEZUSLOWNOGO DOKAZATELXSTWA TEOREMY 
 MY
POLU�ILI BY RAWENSTWA A�G� � � �G� � 	 DLQ ODNOSWQZNYH GRUPP AWTOMATI�ESKI�

����� gRUPPA H��k�Pic 
X�� mY WIDELI W GL�II W SLU�AE� KOGDA TOR T RAS�EP�
LQETSQ NAD CIKLI�ESKIM RAS�IRENIEM POLQ OPREDELENIQ k� �TO H��k�Pic 
X� � 	�
oKAZYWAETSQ� �TO �TO WERNO DLQ L�BOJ SWQZNOJ LINEJNOJ GRUPPY� nAPOMNIM SNA�A�
LA NESKOLXKO OPREDELENIJ�

sWQZNAQ POLUPROSTAQ LINEJNAQ k�GRUPPA G NAZYWAETSQ KWAZIRAZLOVIMOJ NAD PO�
LEM k� ESLI SU�ESTWUET BORELEWSKAQ PODGRUPPA� OPREDELENNAQ NAD k� GRUPPA G� NE
OBQZATELXNO POLUPROSTAQ� NAZYWAETSQ RAZLOVIMOJ� ESLI ONA OBLADAET MAKSIMALX�
NYM TOROM� RAZLOVIMYM NAD k� rAZLOVIMYE GRUPPY WSEGDA OBLADA�T BORELEWSKI�
MI PODGRUPPAMI� OPREDELENNYMI NAD OSNOWNYM POLEM� GRUPPA G WSEGDA RAZLOVIMA

NAD KONE�NYM RAS�IRENIEM POLQ k� wSQKAQ SWQZNAQ LINEJNAQ ALGEBRAI�ESKAQ GRUP�
PA G ESTX POLUPRQMOE PROIZWEDENIE UG� NAD POLEM k� GDE U � UNIPOTENTNA� A G� �
REDUKTIWNA� �RAZLOVENIE lEWI�� rEDUKTIWNAQ GRUPPA G� OBLADAET BORELEWSKOJ POD�
GRUPPOJ� OPREDELENNOJ NAD POLEM k TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA EE POLUPROSTAQ
�ASTX KWAZIRAZLOVIMA� w �TOM SLU�AE GRUPPA G� BIRACIONALXNO �KWIWALENTNA PRQ�
MOMU PROIZWEDENI� BU�� GDE U� � UNIPOTENTNA �RAZLOVENIE bR�A�� tAKIM OBRAZOM�
ESLI GRUPPA G IMEET BORELEWSKU� PODGRUPPU B � OPREDELENNU� NAD OSNOWNYM PO�
LEM HARAKTERISTIKI NULX� TO BIRACIONALXNYJ INWARIANT p�G� SOWPADAET S p�B��
sWERH TOGO� POSKOLXKU B � TAKVE POLUPRQMOE PROIZWEDENIE MAKSIMALXNOGO TORA T
I UNIPOTENTNOJ GRUPPY� TO p�G� � p�T �� sLEDU��AQ LEMMA TEPERX O�EWIDNA�
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lEMMA� pUSTX G � SWQZNAQ LINEJNAQ ALGEBRAI�ESKAQ GRUPPA� OPREDELENNAQ NAD
POLEM k� OBLADA��AQ BORELEWSKOJ PODGRUPPOJ B� TAKVE OPREDELENNOJ NAD k� T �
MAKSIMALXNYJ k�TOR W GRUPPE B� tOGDA

H��k� p�G�� � H��k� p�T ��� �

tEOREMA �� pUSTX G � SWQZNAQ LINEJNAQ ALGEBRAI�ESKAQ GRUPPA� OPREDELENNAQ
NAD POLEM ALGEBRAI�ESKIH �ISEL� tOGDA PO�TI DLQ WSEH NORMIROWANIJ v POLQ k IMEEM
H��kv� p�G�� � 	�

dOKAZATELXSTWO� bUDEM S�ITATX GRUPPU G REDUKTIWNOJ� pUSTX X � MNOGOOBRA�
ZIE WSEH BORELEWSKIH PODGRUPP GRUPPY G� mNOGOOBRAZIE X NEPRIWODIMO� NEOSOBO�
OPREDELENO NAD POLEM k I IMEET RACIONALXNU� TO�KU NAD POLEM L � k TOGDA I TOLX�
KO TOGDA� KOGDA SU�ESTWUET BORELEWSKAQ PODGRUPPA GRUPPY G� OPREDELENNAQ NAD L�
iZ NEPRIWODIMOSTI X SLEDUET� �TO MNOGOOBRAZIE X IMEET RACIONALXNYE TO�KI NAD

POLQMI kv DLQ WSEH v� ZA ISKL��ENIEM� BYTX MOVET� KONE�NOGO IH �ISLA� tAKIM OB�
RAZOM� GRUPPA G OBLADAET BORELEWSKOJ PODGRUPPOJ Bv� OPREDELENNOJ NAD kv� PO�TI
DLQ WSEH v� pO LEMME DLQ TAKIH NORMIROWANIJ SPRAWEDLIWO RAWENSTWO

H��kv� p�G�� � H��kv� p�Tv���

GDE Tv � MAKSIMALXNYJ TOR GRUPPY Bv� pUSTX F � NORMALXNOE POLE RAZLOVENIQ

GRUPPY G KONE�NOJ STEPENI NAD POLEM k� pO�TI WSE NORMIROWANIQ v POLQ k NERAZ�
WETWLENY W F I� SLEDOWATELXNO� DLQ TAKIH v TOR Tv RAS�EPLQETSQ NAD CIKLI�ESKIM
RAS�IRENIEM POLQ kv� nO TOGDA H

��kv� p�Tv�� � 	� �
tEOREMA �� pUSTX G � SWQZNAQ LINEJNAQ ALGEBRAI�ESKAQ GRUPPA� OPREDELENNAQ

NAD POLEM ALGEBRAI�ESKIH �ISEL k I RAZLOVIMAQ NAD CIKLI�ESKIM RAS�IRENIEM

POLQ k� tOGDA
H��k� p�G�� � 	�

dOKAZATELXSTWO� pUSTX G� PODGRUPPA W GRUPPE G � Gal �
k�k�� SOSTOQ�AQ IZ �LE�
MENTOW� DEJSTWU��IH TRIWIALXNO NA Pic 
X� GDE X � PROEKTIWNAQ MODELX GRUPPY
G� p�G� � �Pic 
X �� tOGDA � � G�G� � CIKLI�NA� PUSTX L � 
kG� � � � Gal�L�k��
H��k�Pic 
X� � H��L�k�PicXL�� pO TEOREME �EBOTAREWA SU�ESTWUET BESKONE�NO MNO�
GO PROSTYH p TAKIH � �TOGal �LP �kp� � ��pO PREDYDU�EJ TEOREME TOGDAH����PicXL� �
	� �
sLEDSTWIE� pUSTX G � SWQZNAQ LINEJNAQ ALGEBRAI�ESKAQ GRUPPA� OPREDELENNAQ

NAD �ISLOWYM POLEM� X � PROEKTIWNAQ GLADKAQ MODELX GRUPPY G NAD k� � I L KAK W
TEOREME �� pUSTX � � CIKLI�ESKAQ PODGRUPPA GRUPPY �� tOGDA H����PicXL� � 	� �

pUSTXC � KONE�NYJ G�MODULX� WSEGDA NAJDETSQ RAS�IRENIE gALUA L POLQ k TAKOE�
�TO C�
k� � C�L�� tOGDA C QWLQETSQ ��MODULEM� � � Gal �L�k�� POLOVIM

� �
� �k�C� � Ker �H���� C�

res�
Y
g��

H��
 g ��C��

sANS�K ��� DOKAZYWAET W USLOWIQH SOOTNO�ENIQ ��� P����� SLEDU��U� TEOREMU�
tEOREMA ��

H��k�Pic 
X�G� � � �
� �k�

�B�� �
pRIMER �� tEOREMA 
 W SOWOKUPNOSTI S PREDYDU�IMI FAKTAMI POZWOLQET STRO�

ITX CELYE SERII SWQZNYH POLUPROSTYH GRUPP S RAZLI�NYMI OTKLONENIQMI OT k�
RACIONALXNOSTI� pERWYE TAKIE PRIMERY BYLI POSTROENY sERROM I oNO� rASSMOT�
RIM ODIN IZ PROSTEJ�IH� pUSTX SLn�k � SPECIALXNAQ LINEJNAQ GRUPPA� �n�k � EE
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CENTR�eSLI L � KONE�NOE RAS�IRENIE POLQ k� TORL�k��n� ESTX CENTR GRUPPYRL�k�SL n��
pUSTX L�k � RAS�IRENIE gALUA S GRUPPOJ �� tOGDA

RL�k��n� � Spec �Z���� Z�nZ� � Spec ��Z�nZ������

iMEEM TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX KONE�NYH GRUPPOWYH SHEM

� � B � RL�k��n�� �n � ��

QDROB OBOZNA�AETSQ SIMWOLOMR
���
L�k��n�� pUSTX TEPERX �L � k� � n�pEREHODQ K HARAK�

TERAM� POLU�AEM PREDSTAWLENIE DLQ DUALXNOJ GRUPPY �B W WIDE KOQDRA NORMENNOGO

OTOBRAVENIQ N � Z�nZ� �Z�nZ����� GDE N �
P

g�� g� iZ TO�NOJ POSLEDOWATELXNOS�
TI ��MODULEJ

	 � Z�nZ� �Z�nZ����� �B � 	

IMEEMH���� �B� � H����Z�nZ� DLQ L�BOJ PODGRUPPY � GRUPPY ��s DRUGOJ STORONY�
RASSMOTRIM TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX MODULEJ

	 � Z���
�� Z� �Z����Z�

�� Z�nZ� 	� ���

GDE 	 � ��� pr�� � � Z���� Z � AUGMENTACIQ� ��a� u� � a� ��u��mod n�� zAMETIM� �TO
��N �a�� � 	�mod n�� a � Z� iZ POSLEDOWATELXNOSTI ��� SLEDUET� �TO

H���� �B� � H����Z�nZ� � H����Z��H����Z��

pO�TOMU

� �
��k� �B� � Ker �H���� �B��

Y
g

H��
 g �� �B�� �

� Ker �H����Z� �H����Z��
Y
g

H��
 g ��Z�� �

� H����Z�� Ker �H����Z��
Y
g

H��
 g ��Z�� �

� H����Z��H���� p�Gm�� � H����Z��

pO TEOREME 
 DLQ GRUPPY G � RL�k�SL n��B IMEEM TOGDA H��k� p�G�� � H����Z��
�TO DAET WOZMOVNOSTX STROITX PRIMERY NERACIONALXNYH POLUPROSTYH GRUPP G�

x��� L � funkcii artina

����� nEPOLNYE L�FUNKCII aRTINA� pUSTX L � KONE�NOE NORMALXNOE RAS�
�IRENIE �ISLOWOGO POLQ k STEPENI n� � � GRUPPA gALUA RAS�IRENIQ L�k� pUSTX�
DALEE� p � PROSTOJ IDEAL POLQ k� IZ NORMALXNOSTI RAS�IRENIQ L�k SLEDUET� �TO
OLp � ��� 
 
 
�g�e� GDE �i �� �j � i �� j � PRI�EM GRUPPA � TRANZITIWNO DEJSTWUET

NA MNOVESTWE f��� ��� �gg PERESTANOWKAMI� hORO�O IZWESTNO� �TO POKAZATELX WETWLE�
NIQ E TOLXKO DLQ KONE�NOGO MNOVESTWA PROSTYH IDEALOW POLQ k MOVET PREWOSHODITX
EDINICU� pUSTX �� � f� � � j �� � �g � STABILIZATOR IDEALA � W GRUPPE �� gRUPPA
� ESTESTWENNO DEJSTWUET NA

L �k k� � ��jp L�



bIRACIONALXNAQ GEOMETRIQ I ARIFMETIKA LINEJNYH ALGEBRAI�ESKIH GRUPP	 II ��

�EREZ PERWYJ MNOVITELX I GRUPPU �� MOVNO OTOVDESTWITX S GRUPPOJ gALUA RAS�I�
RENIQ L��kp� oNA TAKVE ESTESTWENNO DEJSTWUET I NA POLE KLASSOW WY�ETOW OL�� �
OL���� I OSTAWLQET NEPODWIVNYMI �LEMENTY POLQ O�p� pUSTX

�OL�� � O�p� � f � f�p�� e � e�p�� g � g�p��

TOGDA n � efg� �L� � kp� � np � ef � gRUPPA �� NAZYWAETSQ GRUPPOJ RAZLOVENIQ�

pUSTX DALEE �
���
� � f� � �� j ��	� � 	�mod �g � GRUPPA INERCII� gRUPPA gALUA

POLQ OL�� OTNOSITELXNO O�p IZOMORFNA FAKTORU����
���
� � w SLU�AE� KOGDA e��� � ��

IDEAL p NAZYWAETSQ NERAZWETWLENNYM W L� w �TOM SLU�AE ����
� � ��� I �� IZOMORFNA

KAK GRUPPE gALUA RAS�IRENIQ L��kp � TAK I GRUPPE gALUA POLQ WY�ETOW� gRUP�
PA gALUA KONE�NOGO RAS�IRENIQ OL�� OTNOSITELXNO POLQ O�p CIKLI�NA I IMEETSQ
KANONI�ESKAQ OBRAZU��AQ

F � 	� 	q� q � N �p� � Nk�Q�p� � pu� u � �O�p � Z�pZ�� pjp�
zAMETIM E�E� �TO NL�Q��� � Nk�Q�p

f �� tAKIM OBRAZOM� ESLI IDEAL p NERAZWETWLEN

W L � TO W GRUPPE � IMEETSQ EDINSTWENNYJ �LEMENT �� � HARAKTERIZUEMYJ SWOJSTWOM

���	� � 	N�p��mod ��

DLQ WSEH 	 � OL� aWTOMORFIZM �� NAZYWAETSQ AWTOMORFIZMOM fROBENIUSA I OBOZNA�

�AETSQ SIMWOLOM
h
L�k
�

i
�

uPRAVNENIE� pOKAZATX �TOhL�k
��

i
� �
hL�k
�

i
����

pUSTX TEPERX # � � � GL�m�C� � KOMPLEKSNOE PREDSTAWLENIE GRUPPY �� � �
HARAKTER PREDSTAWLENIQ #� ���� � tr�#����� iZWESTNO� �TO PREDSTAWLENIE OPREDE�
LQETSQ SWOIM HARAKTEROM S TO�NOSTX� DO �KWIWALENTNOSTI� pUSTX det�xE � #���� �
HARAKTERISTI�ESKIJ MNOGO�LEN MATRICY #���� rASSMOTRIM FUNKCI� KOMPLEKSNOJ

PEREMENNOJ s

Lp�s�#� L�k� � Lp�s�#� � det

�
E � #

�hL�k
�

i�
�Np��s

���
�

GDE p � NERAZWETWLENNYJ IDEAL POLQ k�
pREDLOVENIE �� wYRAVENIE Lp�s�#� ZAWISIT TOLXKO OT HARAKTERA � PREDSTAW�

LENIQ # I NE ZAWISIT OT QWNOGO WIDA MATRICY #��� I OT WYBORA IDEALA �� �jp�
dOKAZATELXSTWO� mATRICA #
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pOSKOLXKU AWTOMORFIZMY
h
L�k
��

i
I
h
L�k
��

i
SOPRQVENY DLQ ��jp� ��jp� TO DOKAZATELX�

STWO OKON�ENO� �
C �TOGO MESTA WMESTO Lp�s�#� BUDEM PISATX Lp�s� ��� e�aRTIN OPREDELQET FUNK�

CI� L�s� �� L�k� � L�s� �� KAK BESKONE�NOE PROIZWEDENIE L�s� �� �
Q
p Lp�s� ��� GDE p

PROBEGAET WSE IDEALY POLQ k� NERAZWETWLENNYE W L��TO NEPOLNAQ L�FUNKCIQ aRTINA�
pREDLOVENIE �� fUNKCIQ L�s� �� GOLOMORFNA PRI � � � � GDE s � � � it � I NE

OBRA�AETSQ W �TOJ OBLASTI W NULX�
dOKAZATELXSTWO SLEDUET IZ FORMULY ��� I IZWESTNOGO FAKTA� �TO �JLEROWSKOE

PROIZWEDENIE ABSOL�TNO I RAWNOMERNO SHODITSQ W KAVDOM ZAMKNUTOM PODMNOVESTWE

POLUPLOSKOSTI � � �� �
pREDLOVENIE � � pUSTX k � F � L � PRI�EM F I L NORMALXNY NAD k� � �

Gal�L�k�� � � Gal �F�k�� � � Gal�L�F �� � � ���� kAVDYJ HARAKTER � GRUPPY �
BUDEM RASSMATRIWATX I KAK HARAKTER GRUPPY � � TOGDA L�s� �� F�k� � L�s� �� L�k��

dOKAZATELXSTWO� pUSTX # � PREDSTAWLENIE GRUPPY � S HARAKTEROM �� PRODOLVIM
# DO PREDSTAWLENIQ GRUPPY � � POLAGAQ #��� � E� pUSTX �j��jp � GDE �� � IDEAL POLQ

F �lEGKO WIDETX� �TO AWTOMORFIZM fROBENIUSA
h
L�k
�

i
INDUCIRUET NA F AWTOMORFIZMh

F�k
��

i
� pO�TOMU

det
�
E �#

�hF�k
��

i�
N �p��s

�
� det

�
E � #

�hL�k
�

i�
N �p��s

�
� �

pREDLOVENIE �� eSLI � � �� � ��� TO L�s� �� � L�s� ���L�s� ����
�TO SLEDUET IZ RAZLOVENIQ ���� �
sLEDSTWIE� eSLI � �

P
ri�i� GDE ri � RACIONALXNYE �ISLA� TO

L�s� �� �
Y
i

L�s� �i� L�k�
ri � �

pREDLOVENIE ��pUSTX F � PROMEVUTO�NOE POLE RAS�IRENIQ L�k�� � Gal �L�k��
� � Gal �L�F �� � � HARAKTER GRUPPY �� �� � INDUCIROWANNYJ HARAKTER GRUPPY ��
tOGDA

L�s� ��� L�k� � L�s� �� L�F ��

dOKAZATELXSTWO PREDOSTAWLQETSQ �ITATEL� W KA�ESTWE UPRAVNENIQ� �
����� tEOREMY aRTINA I bRAU�RA� pUSTX � � �� C� � ODNOMERNOE PREDSTAW�

LENIE� F $ POLE INWARIANTOW GRUPPY Ker ���� k � F � L� F�k � CIKLI�ESKOE RAS�
�IRENIE S GRUPPOJ � � ��Ker ���� hARAKTER � MOVNO S�ITATX I HARAKTEROM GRUPPY
�� pO PREDLOVENI� �
� IMEEM L�s� �� L�k� � L�s� �� F�k�� fUNKCIQ L�s� �� F�k� ESTX
OBY�NAQ L�FUNKCIQ dIRIHLE RAS�IRENIQ F�k ZA WY�ETOM MNOVITELEJ� OTNOSQ�IHSQ
K IDEALAM POLQ k� RAZWETWLENNYM W F �pO�TOMU L�FUNKCII aRTINA L�s� �� L�k�� SOOT�
WETSTWU��IE ODNOMERNYM HARAKTERAM � � BUDEM NAZYWATX ABELEWYMI L�FUNKCIQMI�
oDNA IZ TEOREM bRAU�RA �SM� lENG ���� UTWERVDAET� �TO KAVDYJ HARAKTER KONE��
NOJ GRUPPY QWLQETSQ LINEJNOJ KOMBINACIEJ S CELYMI KO�FFICIENTAMI HARAKTEROW�
INDUCIROWANNYH ODNOMERNYMI HARAKTERAMI

� �
X

ni�i� ni � Z� �i � �� C�� �i � �� ���

iZ WY�ESKAZANNOGO SLEDUET SLEDU��AQ TEOREMA�
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tEOREMA � �bRAU�RA�� dLQ L�BOGO HARAKTERA � GRUPPY � � Gal �L�k� FUNKCIQ
L�s� �� L�k� MOVET BYTX PREDSTAWLENA W WIDE

L�s� �� L�k� �
Y
i

L�s� ��i � L�k�
ni �

Y
i

L�s� �i� L�Li�
ni � ���

GDE Li � POLE INWARIANTOW PODGRUPPY �i� ni � Z� L�s� �i� L�Li� � ABELEWY L�
FUNKCII� �
sLEDSTWIE� fUNKCIQ L�s� �� L�k� MEROMORFNO PRODOLVAETSQ NA WS� KOMPLEKS�

NU� PLOSKOSTX�
w SAMOM DELE� KAVDAQ ABELEWA FUNKCIQ L�s� �i� L�Li� PRODOLVAETSQ DO MEROMORF�

NOJ FUNKCII NA PLOSKOSTI� �TIM OPREDELENO MEROMORFNOE PRODOLVENIE FUNKCII

L�s� �� L�k� NA WS� PLOSKOSTX� dALEE� POLNAQ ABELEWA FUNKCIQ L�s� �i� L�Li� IME�
ET �JLEROWO PROIZWEDENIE

Q
p Lp�s� �i� L�Li�� RASPROSTRANENNOE UVE NA WSE PROSTYE

NENULEWYE IDEALY POLQ Li� �TIM ODNOZNA�NO OPREDELQ�TSQ LOKALXNYE MNOVITELI

Lp�s� �i� L�k� W RAZWETWLENNYH TO�KAH p I DLQ PROIZWOLXNOJ L�FUNKCII� w DALX�
NEJ�EM� GOWORQ O L�FUNKCIQH� MY BUDEM IMETX W WIDU IMENNO POLNU� L�FUNKCI��
pOLNAQ L�FUNKCIQ aRTINA UDOWLETWORQET NEKOTOROMU FUNKCIONALXNOMU URAWNENI��
KOTOROE POLU�AETSQ IZ FUNKCIONALXNYH URAWNENIJ DLQ ABELEWYH L�FUNKCIJ� �

tEPERX RASSMOTRIM NESKOLXKO KONKRETNYH SLU�AEW� pUSTX �� � GLAWNYJ HARAKTER
GRUPPY � � T�E� ����� � � DLQ WSEH � � �� qSNO� �TO L�s� ��� L�L� � �L�s� � DZETA�
FUNKCIQ dEDEKINDA� �L�s� �

P
N �a��s � SUMMA PO WSEM CELYM NENULEWYM IDEALAM

POLQ L� dALEE� L�s� ��� L�k� � L�s� ��� k�k� � �k�s� PO PREDLOVENI� 
� zAMETIM
TEPERX� �TO HARAKTER REGULQRNOGO PREDSTAWLENIQ �reg GRUPPY � � Gal �L�k� ESTX
INDUCIROWANNYJ HARAKTER �reg � ���� �� � HARAKTER EDINI�NOJ PODGRUPPY W �� iZ
PREDLOVENIQ � IMEEM TOGDA

L�s� �reg � L�k� � L�s� ���� L�k� � L�s� ��� L�L� � �L�s��

e�E ODNA TEOREMA bRAU�RA GLASIT� �TO

�reg � �� �
X

ri�
�
i �

GDE ri � POLOVITELXNYE RACIONALXNYE �ISLA� A �i � ODNOMERNYE HARAKTERY CIK�
LI�ESKIH PODGRUPP GRUPPY �� iZ PREDLOVENIQ � I EGO SLEDSTWIQ IMEEM WAVNYJ

REZULXTAT�
tEOREMA � �aRTINA � bRAU�RA�� pUSTX L�k � KONE�NOE NORMALXNOE RAS�IRE�

NIE� TOGDA

�L�s� � �k�s� 

Y
i

L�s� ��i � L�k�
ri �

GDE FUNKCII L�s� ��i � L�k� � ABELEWY� �
iZ �TOJ TEOREMY WIDNO� �TO �ASTNOE �L�s���k�s� ESTX CELAQ FUNKCIQ NA C� aNA�

LOGI�NYJ WOPROS DLQ NENORMALXNYH RAS�IRENIJ OSTAETSQ OTKRYTYM�
hARAKTER NEPRIWODIMOGO PREDSTAWLENIQ GRUPPY � BUDEM NAZYWATX PROSTYM ILI

NEPRIWODIMYM HARAKTEROM� mY WIDELI� ESLI �� � GLAWNYJ HARAKTER� TO FUNKCIQ
L�s� ��� L�k� � �k�s� QWLQETSQ MEROMORFNOJ S PROSTYM POL�SOM PRI s � �� pUSTX
� � NEPRIWODIMYJ NEGLAWNYJ HARAKTER� tOGDA W RAZLOVENII ��� WSE HARAKTERY �i
TAKVE MOVNO WZQTX NEGLAWNYMI I� SLEDOWATELXNO� W PRAWOJ �ASTI FORMULY ��� BUDUT
WSTRE�ATXSQ TOLXKO ABELEWY L�FUNKCII L�s� �i� L�Li�� U KOTORYH L��� �i� L�Li� �� 	�
oTS�DA E�E ODIN FAKT�
pREDLOVENIE �� eSLI � � NEGLAWNYJ HARAKTER� TO L��� �� L�k� �� 	� �
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gIPOTEZA aRTINA� eSLI � � NEGLAWNYJ NEPRIWODIMYJ HARAKTER� TO L�s� �� L�k�
� CELAQ FUNKCIQ�

rAZLOVIM HARAKTER � W SUMMU NEPRIWODIMYH HARAKTEROW

� �
mX
i��

ai�i� ai � 	� ai � Z�

�� � GLAWNYJ HARAKTER�
pREDLOVENIE �� fUNKCIQ L�s� �� L�k� IMEET W TO�KE s � � POL�S PORQDKA a�� �
����� gLOBALXNAQ DZETA�FUNKCIQ TORA� pUSTX k � ALGEBRAI�ESKOE �ISLOWOE

POLE� L�k � KONE�NOE RAS�IRENIE gALUA S GRUPPOJ �� T � TOR NAD POLEM k� RAZLO�
VIMYJ NAD L� w P� �	�
 DLQ TORA T BYLA POSTROENA KANONI�ESKAQ CELAQ O�FORMA
X� GDE O � KOLXCO CELYH �LEMENTOW POLQ k� wYBEREM PROSTOJ IDEAL p KOLXCA O�
NERAZWETWLENNYJ W L� tOGDA� KAK MY WIDELI� REDUKCIQ 
Xp SNOWA QWLQETSQ TOROM�
NO OPREDELENNYM NAD KONE�NYM POLEM WY�ETOW Fp � O�p� pUSTX � � PROSTOJ IDEAL
POLQ L� �jp� �� � GRUPPA RAZLOVENIQ� �� � Gal �F��Fp�� F� � OL��� pUSTX
��s� T�p� � DZETA�FUNKCIQ KONE�NOGO TORA 
Xp� wOZXMEM KONE�NOE MNOVESTWO S PROS�
TYH IDEALOW� RAZWETWLENNYH W L� I POLOVIM

��s� T� S� �
Y
p��S

��s� T�p��

pO FORMULE �
� P� ��� IMEEM

��s� T�p� �
dY

m��

det�E � qd�m�s�mh��������
m��

�

GDE q � N �p� � jFpj� � � AWTOMORFIZM fROBENIUSA RAS�IRENIQ F��Fp� d �
dimT� q�s � t � PEREMENNAQ W FORMULE �
� P� ���� h � PREDSTAWLENIE GRUPPY ��
OPREDELQEMOE MODULEM HARAKTEROW �T � rASSMOTRIM PROIZWEDENIEY

p��S

det�E � �mh����N �p�d�m�s����

�TO W TO�NOSTI OPREDELENIE L�FUNKCII aRTINA� SOOTWETSTWU��EJ PREDSTAWLENI�
GRUPPY gALUA � S POMO�X� WNE�NEJ STEPENI �mh PREDSTAWLENIQ h� oNA OBOZNA�A�
ETSQ L�s �m � d� �mh� L�k� S�� ILI L�s �m� d� �m� L�k� S�� GDE �m � HARAKTER
PREDSTAWLENIQ �mh� tAKIM OBRAZOM�

��s� T� S� �
dY

m��

L�s �m � d� �m� L�k� S�
����m � ���

kAVDAQ L�FUNKCIQ aRTINA UMNOVENIEM NA LOKALXNYE MNOVITELI� SOOTWETSTWU��
�IE RAZWETWLENNYM IDEALAM IZ MNOVESTWA S� MOVET BYTX PREWRA�ENA W POLNU�

L�FUNKCI�� �TI DOPOLNITELXNYE MNOVITELI ODNOZNA�NO OPREDELQ�TSQ FUNKCIQMI
L�s�m� d� �m� L�k� S�� rAWENSTWO ��� POZWOLQET TOGDA OPREDELITX POLNU� DZETA�
FUNKCI� ��s� T � TORA T � iZ SWOJSTW L�FUNKCII IMEEM
tEOREMA� fUNKCIQ ��s� T � OBLADAET SWOJSTWAMI�
A� ��s� T � � MEROMORFNA NA WSEJ PLOSKOSTI�
B� ��s� T � � REGULQRNA PRI Res � d�
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W� ��s� T � � NE MENQETSQ PRI ZAMENE TORA T IZOGENNYM� �
zADA�A� pUSTX X � WY�EUKAZANNAQ O�FORMA TORA T � eSLI X IMEET HORO�U�

REDUKCI� PO L�BOMU MODUL� p� TO REDUKCIQ 
Xp ESTX ALGEBRAI�ESKAQ GRUPPA NAD

Fp� IMEEM LOKALXNU� DZETA�FUNKCI� ��s�X�p� DLQ KAVDOGO p I DZETA�FUNKCI� O�
GRUPPY X

��s�X� �
Y
p
��s�X�p��

fUNKCII ��s�X� I ��s� T � MOGUT OTLI�ATXSQ TOLXKO W KONE�NOM �ISLE MNOVITELEJ�
SOOTWETSTWU��IH RAZWETWLENNYM TO�KAM p� nAJTI �TI MNOVITELI�
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