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dlq odnogo klassa singulqrno wozmu�ennyh
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s�w�oZERSKIJ�

w STATXE POKAZANO��TO KONSTRUKTIWNYJ METOD RAS�EPLENIQ� PREDLOVENNYJ
W RABOTE���� DLQ NEKOTORYH SINGULQRNO WOZMU�ENNYH KRAEWYH ZADA� OKAZYWA�
ETSQ NEPRIMENIMYM� dLQ ODNOGO KLASSA TAKIH KRAEWYH ZADA� DOKAZANA TEOREMA

O MODIFIKACII RAS�EPLQ��EGO PREOBRAZOWANIQ�

rASSMOTRIM SINGULQRNO WOZMU�ENNU� DIFFERENCIALXNU� SISTEMU�
�x � f�t� x� y� ���
� �y � g�t� x� y� ���

���

S KRAEWYMI USLOWIQMI

��x�t�� ��� y�t�� ��� x�t�� ��� y�t�� ��� � �� t� � t�� ���

GDE x � Rm	 y � Rn	 � 
 WEKTOR�FUNKCIQ RAZMERNOSTI �m� n� � 
 MALYJ POLOVI�
TELXNYJ PARAMETR�

tAKIE ZADA�I IZU�ALISX MNOGIMI AWTORAMI	 I OBY�NO DLQ IH RE�ENIQ ISPOLXZO�
WALSQ METOD POGRANI�NYH FUNKCIJ	 RAZRABOTANNYJ a�b� wASILXEWOJ I w�f� bUTUZO�
WYM ���� kONSTRUKTIWNYJ METOD RAS�EPLENIQ SINGULQRNO WOZMU�ENNYH DIFFEREN�
CIALXNYH SISTEM ��� ZA�ASTU� POZWOLQET SWODITX ZADA�I UKAZANNOGO TIPA K ZADA�AM

MENX�EJ RAZMERNOSTI S PEREMENNYMI ODINAKOWOGO MAS�TABA�
sUTX METODA RAS�EPLENIQ W SLEDU��EM� pUSTX DLQ SISTEMY ��� WYPOLNENY USLO�

WIQ	 ANALOGI�NYE NALAGAEMYM W RABOTAH a�b� wASILXEWOJ I w�f� bUTUZOWA ��	 ���
�i� URAWNENIE g�t� x� y� �� � � IMEET IZOLIROWANNOE RE�ENIE y � h��t� x� PRI t � R	

x � Rm
�ii� W OBLASTI � � ft � R� x � Rm� ky � h��t� x�k � ��� � � � � ��g FUNKCII

h�� f� g IME�T DOSTATO�NOE �ISLO RAWNOMERNO NEPRERYWNYH I OGRANI�ENNYH �ASTNYH
PROIZWODNYH PO WSEM PEREMENNYM

�iii� KORNI �i�t� x� HARAKTERISTI�ESKOGO URAWNENIQ MATRICY B � B�t� x� �
� gy�t� x� h��t� x�� �� UDOWLETWORQ�T NERAWENSTWU Re�i�t� x� � ��� � �� i � �� � � � � n�

tOGDA SU�ESTWUET ZAMENA PEREMENNYH ���

x � v � �H�t� v� z� ��� y � z � h�t� x� ��� H�t� v� �� �� � �� ���

�oZERSKIJ sERGEJ wLADIMIROWI��kAFEDRA DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ I TEORII UPRAWLENIQ

sAMARSKOGO GOSUDARSTWENNOGO UNIWERSITETA



pOSTROENIE RAS�EPLQ��EGO PREOBRAZOWANIQ ���

PRIWODQ�AQ SISTEMU ��� K �BLO�NO�TREUGOLXNOMU� WIDU

�v � F �t� v� ��� � �z � G�t� v� z� ��� G�t� v� �� �� � �� ���

PRI�EM FUNKCIQ y � h�t� x� �� OPISYWAET MEDLENNOE INTEGRALXNOE MNOGOOBRAZIE SIS�
TEMY ���	 SU�ESTWOWANIE I GLADKOSTX KOTOROGO OBESPE�IWA�T USLOWIQ �i���iii� ��	 ���	
A FUNKCIQ H�t� v� z� �� PREDSTAWLQET SOBOJ INTEGRALXNOE MNOGOOBRAZIE BYSTRYH DWI�
VENIJ NEKOTOROJ WSPOMOGATELXNOJ SISTEMY ��	 ��� pRI�EM PREDSTAWLENIE ��� SPRA�
WEDLIWO W NEKOTOROJ OKRESTNOSTI MEDLENNOGO INTEGRALXNOGO MNOGOOBRAZIQ SISTEMY

���� w RABOTE ��� PREOBRAZOWANIE ��� BYLO PRIMENENO I DLQ RAS�EPLENIQ KRAEWYH

USLOWIJ ���� w REZULXTATE �EGO OKAZALOSX	 �TO KRAEWAQ ZADA�A ���	��� MOVET BYTX

PRIWEDENA K NEZAWISIMOJ REGULQRNO WOZMU�ENNOJ KRAEWOJ �ILI NA�ALXNOJ� ZADA�E
DLQ PEREMENNOJ v I SINGULQRNO WOZMU�ENNOJ NA�ALXNOJ ZADA�E DLQ PEREMENNOJ z�
pREIMU�ESTWO PERED ISHODNOJ KRAEWOJ ZADA�EJ W TOM	 �TO POLU�ENNYE ZADA�I IME�T
MENX�U� RAZMERNOSTX I SODERVAT PEREMENNYE ODINAKOWOGO MAS�TABA�

oDNAKO W DALXNEJ�EM WYQSNILOSX	 �TO NE WSEGDA S POMO�X� PREOBRAZOWANIQ ���
KRAEWU� ZADA�U MOVNO RAS�EPITX NA DWE ZADA�I MENX�EJ RAZMERNOSTI REGULQRNYM

OBRAZOM	 A IMENNO� W REZULXTATE RAS�EPLENIQ POLU�AETSQ SINGULQRNO WOZMU�ENNAQ
NA�ALXNAQ ZADA�A S BOLX�IM �PORQDKA �	�� NA�ALXNYM USLOWIEM� tAKAQ SITUACIQ
WSEGDA WOZNIKAET	 NAPRIMER	 W TOM SLU�AE	 KOGDA ��� ISPOLXZUETSQ PRI ISSLEDOWANII
KRAEWOJ ZADA�I DLQ SINGULQRNO WOZMU�ENNOGO URAWNENIQ n�GO PORQDKA	 RAZRE�ENNOGO
OTNOSITELXNO STAR�EJ PROIZWODNOJ	 S KRAEWYMI USLOWIQMI PERWOGO I WTOROGO RODA	
KOTORYE NE SODERVAT �n� ���OJ PROIZWODNOJ� pROILL�STRIRUEM SKAZANNOE NA ODNOM

PRIMERE� rASSMOTRIM KRAEWU� ZADA�U DLQ NELINEJNOGO SINGULQRNO WOZMU�ENNOGO

URAWNENIQ ���

��x� �x�
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wMESTO ISHODNOGO URAWNENIQ BUDEM RASSMATRIWATX SISTEMU
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KOTORAQ S POMO�X� ZAMENY PEREMENNYH y � z� h�t� x� ��	 x � v� �H�t� v� z� �� PRIWO�
DITSQ K WIDU

�v � h�t� v� ��� � �z � ��� � �h��t� v � �H� ���z�

zDESX I DALX�E h� � dh
dx

� fUNKCIQ h�t� x� �� DOLVNA UDOWLETWORQTX URAWNENI�

�ht � �hxh � �h�
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A FUNKCIQ H�t� v� z� �� QWLQETSQ RE�ENIEM URAWNENIQ

�Ht � �Hvh�t� v� ���Hz �� � �h��t� v � �H� ���z �

� z � h�t� v � �H� �� � h�t� v� ���

pRENEBREGAQ �LENAMI o���	 POLU�AEM DWE NA�ALXNYE ZADA�I� NEZAWISIMU� REGULQRNO

WOZMU�ENNU� DLQ PEREMENNOJ v

�v � h��t� v� � �h��t� v�� v��� �� � �
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w REZULXTATE DLQ PEREMENNOJ z POLU�ILASX NA�ALXNAQ ZADA�A S BOLX�IM NA�ALXNYM
USLOWIEM� uSTANOWLENO	 �TO KRAEWU� ZADA�U DLQ SISTEMY ��� S USLOWIQMI x�t�� �
x�	 x�t�� � x� S POMO�X� PREOBRAZOWANIQ ��� NE UDAETSQ RAS�EPITX REGULQRNYM

OBRAZOM� eSTESTWENNO POSTAWITX WOPROSY� MOVNO LI I KAKIM OBRAZOM SLEDUET MO�
DIFICIROWATX PREOBRAZOWANIE ���	 �TOBY REGULQRNO RAS�EPITX KRAEWYE USLOWIQ�
w STATXE DOKAZYWAETSQ SU�ESTWOWANIE TAKOGO MODIFICIROWANNOGO RAS�EPLQ��EGO

PREOBRAZOWANIQ DLQ SISTEM	 SLABO NELINEJNAH PO �BYSTRYM� PEREMENNYM�
rASSMOTRIM WSPOMOGATELXNU� SINGULQRNO WOZMU�ENNU� SISTEMU URAWNENIJ	 W

KOTOROJ MALYJ PARAMETR PRI PROIZWODNOJ PRISUTSTWUET W OBOIH URAWNENIQH��
� �x � A�x� t� ��y � �f�x� y� t� ���
� �y � B�x� t� ��y � �g�x� y� t� ��

���

zDESX x � R
m	 y � R

n	 t � R	 � 
 MALYJ POLOVITELXNYJ PARAMETR� pREDPOLA�
GAETSQ	 �TO DLQ SISTEMY ��� WYPOLNENY UVE ZNAKOMYE NAM USLOWIQ	 TIPI�NYE DLQ
DANNOJ SITUACII�

�� W OBLASTI �� � f�x� t� �� � x � R
m� t � R� kyk � ���� � � � � ��g MATRI�NYE I

WEKTORNYE FUNKCII A�x� t� ��	 B�x� t� ��	 f�x� y� t� ��	 g�x� y� t� �� RAWNOMERNO NEPRERYW�
NY I OGRANI�ENY PO NORME WMESTE S DOSTATO�NYM KOLI�ESTWOM �ASTNYH PROIZWODNYH

PO WSEM PEREMENNYM
�� KORNI �i�x� t� HARAKTERISTI�ESKOGO URAWNENIQ MATRICY B�x� t� �� POD�INQ�TSQ

NERAWENSTWU Re�i�x� t� � ��� � � PRI t � R	 x � Rm	 i � �� � � � � n�
w DALXNEJ�EM BUDEM �ASTO ISPOLXZOWATX SLEDU��IJ FAKT ����

tEOREMA � pUSTX FUNKCIQ L�t� �� NEPRERYWNA PO SOWOKUPNOSTI PEREMENNYH I NE

UBYWAET PO �� A FUNKCIQ ��t� NA �t�� t�� UDOWLETWORQET INTEGRALXNOMU NERAWENSTWU

��t� � a�

tZ
t�

L�s� ��s�� ds�

eSLI ���t� � RE�ENIE DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ

d��
dt

� L�t� ����

KOTOROE ODNOZNA�NO OPREDELQETSQ PO NA�ALXNYM DANNYM I ���t�� � a� TO PRI t� �
t � t� SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO

��t� � ���t��

iMEET MESTO SLEDU��AQ

tEOREMA � pRI WYPOLNENII USLOWIJ ��� �� NAJDUTSQ TAKIE �ISLA �� I �� �� � �� �
��� � � �� � ���� �TO W OBLASTI

�� � f�v� z� t� �� � v � Rm� kzk � ���� t � R� � � � � ��g
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SU�ESTWUET ZAMENA PEREMENNYH

x � v �H�v� z� t� ��� y � z � �h�x� t� ��� H�v� �� t� �� � �� ���

PRIWODQ�AQ SISTEMU ��� K �BLO�NO�TREUGOLXNOMU� WIDU�
�v � F �v� t� ���

� �z � P �v� z� t� ���
���

dOKAZATELXSTWO� sRAZU OTMETIM	 �TO FUNKCIQ y � �h�x� t� �� OPISYWAET MEDLEN�
NOE INTEGRALXNOE MNOGOOBRAZIE SISTEMY ���	 SU�ESTWOWANIE KOTOROGO MOVNO DOKA�
ZATX SLEDU��IM OBRAZOM� sDELAEM W ��� ZAMENU PEREMENNOJ y � ��	 POLU�IM SISTEMU�

�x � A�x� t� ��� � f�x� ��� t� ���

� �� � B�x� t� ��� � g�x� ��� t� ���

KOTORAQ IMEET MEDLENNOE INTEGRALXNOE MNOGOOBRAZIE WIDA � � h�x� t� ��	 SU�ESTWO�
WANIE I GLADKOSTX KOTOROGO OBESPE�IWA�T USLOWIQ ��	��� oTS�DA SRAZU SLEDUET	 �TO
��� IMEET MEDLENNOE INTEGRALXNOE MNOGOOBRAZIE y � �h�x� t� ��� pRI�EM FUNKCIQ

h�x� t� �� MOVET BYTX NAJDENA W WIDE ASIMPTOTI�ESKOGO RAZLOVENIQ PO STEPENQM � IZ
URAWNENIQ

�ht � �hx�A�x� t� ��h� f�x� �h� t� ��� � B�x� t� ��h� g�x� �h� t� ���

dWIVENIE NA MEDLENNOM INTEGRALXNOM MNOGOOBRAZII OPISYWAETSQ SLEDU��IM URAW�
NENIEM�

�v � F �v� t� ��� ���

F �v� t� �� � A�v� t� ��h�v� t� �� � f�v� �h�v� t� ��� t� ���

w OKRESTNOSTI INTEGRALXNOGO MNOGOOBRAZIQ y � �h�x� t� �� WWEDEM NOWYE PEREMENNYE�
v 
 RE�ENIE URAWNENIQ ���	 w � x�v	 z � y��h�x� t� �� I RASSMOTRIM RAS�IRENNU�
WSPOMOGATELXNU� SISTEMU DLQ PEREMENNYH v� z� w���

�
�v � F �v� t� ���

� �z � B�v� t� �� � G�v� w� z� t� ���
� �w � ��v� w� z� t� ���

����

GDE

G�v� w� z� t� �� � �B�v �w� t� ���B�v� t� �� � �h��v � w� t� ��A�v �w� t� ���z�

���g�v �w� z � �h�v �w� t� ��� t� ��� g�v � w� �h�v � w� t� ��� t� ����

��h��v � w� t� ���f�v � w� z � �h�v � w� t� ��� t� ��� f�v � w� �h�v � w� t� ��� t� ����

��v� w� z� t� �� � A�v �w� t� ��z � ��A�v � w� t� ��h�v � w� t� ���

�f�v � w� z � �h�v �w� t� ��� t� ��� F �v� t� ����

dLQ FUNKCIJ G I � SPRAWEDLIWY NERAWENSTWA

kG�v� w� z� t� ��k � ckzk��� kwk�� ����

k��v� w� z� t� ��k � c�kzk� �kwk�� ����

kG�v� w� z� t� ���G�v� w� z� t� ��k �
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� c�kzk��� kwk�kv � vk� kzkkw �wk� ��� kwk�kz � zk�� ����

k��v� w� z� t� �����v� w� z� t� ��k �

� c��kzk� �kwk�kv � vk� �kzk� ��kw � wk� kz � zk�� ����

KOTORYE SLEDU�T IZ TEOREMY lAGRANVA O KONE�NYH PRIRA�ENIQH I DIFFERENCI�
ALXNYH SWOJSTW FUNKCIJ G I �� pUSTX �vz � f�v� z� t� �� � v � R

m� kzk � ��� t �
R� � � � � ��g� iSPOLXZUQ SHEMU DOKAZATELXSTWA SU�ESTWOWANIQ INTEGRALXNOGO MNO�
GOOBRAZIQ BYSTRYH DWIVENIJ	 PRIWEDENNU� W RABOTE ��� DLQ NESKOLXKO INYH SIS�
TEM	 POKAVEM	 �TO SISTEMA ��� IMEET W OBLASTI �vz INTEGRALXNOE MNOGOOBRAZIE

w � H�v� z� t� ��	 DWIVENIE PO KOTOROMU OPISYWAETSQ SISTEMOJ�
�v � F �v� t� ���

� �z � B�v� t� �� �G�v�H�v� z� t� ��� z� t� ���

wWEDEM W RASSMOTRENIE KLASS M �a� b� FUNKCIJ H	 DEJSTWU��IH IZ �vz W R
m I

UDOWLETWORQ��IH NERAWENSTWAM�

kH�v� z� t� ��k � akzk� ����

kH�v� z� t� ���H�v� z� t� ��k � b�kzkkv � vk� kz � zk�� ����

kLASS M �a� b� QWLQETSQ POLNYM METRI�ESKIM PROSTRANSTWOM S METRIKOJ

d�H�H� � sup
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kH�v� z� t� ���H�v� z� t� ��k
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�
�

GDE SUPREMUM WY�ISLQETSQ PO �vz PRI z �� � I FIKSIROWANNOM ��
fUNKCIQ H QWLQETSQ RE�ENIEM OPERATORNOGO URAWNENIQ

H�v� z� t� �� � S�H��v� z� t� ��� ����

GDE OPERATOR S�H� ZADAETSQ SOOTNO�ENIEM

S�H��v� z� t� �� � �
�

�

��Z
t

��v�s��H�v�s�� z�s�� s� ��� z�s�� s� �� ds� ����

zDESX v�t� 
 RE�ENIE NA�ALXNOJ ZADA�I

�v � F �v� t� ��� v� � � v� ����

A z�t� 
 RE�ENIE DRUGOJ ZADA�I kO�I

� �z � B�v�t�� t� �� � G�v�t��H�v�t�� z�t�� t� ��� z�t�� t� ��� z� � � z� ����

sHODIMOSTX NESOBSTWENNOGO INTEGRALA W ���� OBESPE�IWAETSQ NERAWENSTWOM ���� I
OCENKOJ

kz�t�k � Kkzke�
�

��
�t���� t �  ����

DLQ RE�ENIJ NA�ALXNOJ ZADA�I ����� �TOBY DOKAZATX NERAWENSTWO ����	 PEREPI�EM
URAWNENIE DLQ z�t� W INTEGRALXNOJ FORME

z�t� � Uv�t� � ��z �
�

�

tZ
�

Uv�t� s� ��G�v�s��H�v�s�� z�s�� s� ��� z�s�� s� �� ds� ����
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GDE Uv�t� � �� 
 MATRICA kO�I ODNORODNOGO URAWNENIQ

� �z�t� � B�v�t�� t� ��z�t�� Uv�� � �� � I�

zDESX I W DALXNEJ�EM BUDEM ISPOLXZOWATX OCENKI	 POLU�ENNYE W����
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�
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�t���kv � vk� ����

kv�t�� v�t�k � kv � vke��t���� ����

GDE t �  	 v�t� 
 RE�ENIE ZADA�I ���� S NA�ALXNYM USLOWIEM v� � � v	 K � �	
N � sup

t�R�v�Rm

kB�v� t� ��k	 A NERAWENSTWO ���� IMEET MESTO PRI � � ���� iSPOLXZUQ

����	 POLU�AEM OCENKU PRI t � 

kz�t�k � kUv�t� � ��zk�
�
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������
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kz�s�k ds�

wWEDEM OBOZNA�ENIE u�t� � kz�t�k exp
�
�
�
�t �  �

�
� tOGDA POLU�ENNOE NERAWENSTWO PRI�

MET WID

u�t� � Kkzk�Kc�� � a��

tZ
�

u�s� ds�

iSPOLXZUQ TEOREMU � OB INTEGRALXNOM NERAWENSTWE	 POLU�IM	 �TO

u�t� � ��t��

GDE ��t� QWLQETSQ RE�ENIEM INTEGRALXNOGO URAWNENIQ

��t� � Kkzk�Kc�� � a��

tZ
�

��s� ds�

oTS�DA WYTEKAET OCENKA ����	 KOTORAQ WERNA PRI FIKSIROWANNOM ZNA�ENII a DLQ

DOSTATO�NO MALOGO ZNA�ENIQ ��	 PRI �TOM � WYBIRAETSQ TAKIM OBRAZOM	 �TOBY WY�
POLNQLOSX NERAWENSTWO

���Kc�� � a�� � �� ����

iSPOLXZUQ ���� I NERAWENSTWA ����	 ���� I ����	 POLU�AEM

kS�H��v� z� t� ��k �
�

�

��Z
t

k��v�s��H�v�s�� z�s�� s� ��� z�s�� s� ��k ds �
�Kc

�
�� � �a�kzk�

pO�TOMU S�H��v� z� t� �� BUDET UDOWLETWORQTX NERAWENSTWU ���� PRI

�Kc

�
�� � �� a �

�Kc

� � ���Kc
� ����
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�TOBY UBEDITXSQ W TOM	 �TO S�H� UDOWLETWORQET I NERAWENSTWU ����	 POSTUPIM
SLEDU��IM OBRAZOM� pUSTX v�t� I v�t� 
 RE�ENIQ ZADA�I ���� S NA�ALXNYMI USLO�
WIQMI v� � � v I v� � � v z�t� I z�t� 
 RE�ENIQ ZADA�I ���� S FUNKCIQMI v�t�
I v�t� SOOTWETSTWENNO I NA�ALXNYMI USLOWIQMI z� � � z	 z� � � z� iSPOLXZUQ DLQ
z�t� I z�t� INTEGRALXNYE PREDSTAWLENIQ TIPA ����	 OCENKI ����	 ����	 ����	 ����	 ����	
��������� I TEOREMU �	 POLU�AEM
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GDE � � Kc�� � a� � b��	 K� � K � �K�N
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This paper shows that constructive splitting method is not applicable for splitting
of some singular perturbed boundary value problems� The theorem of modi�cation
of splitting transformation is proved�
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