
�� wESTNIK sAMgu� ����� N�����

biracionalxnaq geometriq i arifmetika
linejnyh algebrai�eskih grupp� I

w�e�wOSKRESENSKIJ�

�TO PERWAQ STATXQ IZ PREDPOLAGAEMOJ SERII RABOT PO BIRACIONALXNOJ GEO�

METRII LINEJNYH ALGEBRAI�ESKIH GRUPP I EE PRILOVENIQM� sTATXQ SODERVIT

NEOBHODIMYE SWEDENIQ IZ TEORII SHEM I KOGOMOLOGIJ� A TAKVE RQD REZULXTATOW�

KAK IZWESTNYH� TAK I NOWYH� IZ OBLASTI ALGEBRAI�ESKIH TOROW�

sODERVANIE

pREDISLOWIE
gLAWA I� fORMY I KOGOMOLOGII gALUA
x� gRUPPOWYE SHEMY I IH KOGOMOLOGII

gRUPPOWYE OB�EKTY W KATEGORII� gRUPPOWYE SHEMY� aFFINNYE GRUPPY� ALGEBRY
hOPFA� gRUPPOWYE SHEMY NAD POLEM� ALGEBRAI�ESKIE GRUPPY�mORFIZM fROBENIUSA�
dIAGONALXNYE GRUPPY� tO�NOSTX FUNKTORA D� kOGOMOLOGII gALUA� pU�KI I KOGOMO�
LOGII W �TALXNOJ TOPOLOGII� dIWIZORY kARTXE I wEJLQ�

x� gRUPPA bRAU�RA PROEKTIWNOGO MNOGOOBRAZIQ
aLGEBRAI�ESKOE OPISANIE GRUPPY bRAU�RA PROEKTIWNOGO MNOGOOBRAZIQ� tO�NAQ

POSLEDOWATELXNOSTX kUMMERA� gRUPPA tEJTA� �ISLO pIKARA� �ISLO lEF�ECA�
x� tEORIQ k�FORM
fORMY I ODNOMERNYE KOGOMOLOGII� pOLE RAZLOVENIQ FORMY� fORMY GRUPPOWYH

SHEM� gRUPPY MULXTIPLIKATIWNOGO TIPA� gLAWNYE ODNORODNYE PROSTRANSTWA� pRO�
EKTIWNAQ GRUPPA I SOZWEZDIE SOPUTSTWU��IH FORM� gRUPPA bRAU�RA POLQ� gRUPPY
�EWALLE� pOLUPROSTYE GRUPPY� wNUTRENNIE I WNE�NIE FORMY� pO�TI PROSTYE PO�
LUPROSTYE GRUPPY� fUNKTOR wEJLQ OGRANI�ENIQ OSNOWNOGO POLQ�
gLAWA II� bIRACIONALXNAQ GEOMETRIQ ALGEBRAI�ESKIH TOROW
x� gRUPPY� OPREDELENNYE NAD NEZAMKNUTYM POLEM I IH BIRACIONALXNYE INWARI�

ANTY�

rASSLOENIE NA MAKSIMALXNYE TORY W REDUKTIWNOJ GRUPPE� sTROENIE OB�EGO TORA
W POLUPROSTOJ GRUPPE� gRUPPA pIKARA I GRUPPA bRAU�RA LINEJNOJ ALGEBRAI�ESKOJ
GRUPPY� pRIZNAKI BIRACIONALXNOJ �KWIWALENTNOSTI ALGEBRAI�ESKIH MNOGOOBRAZIJ�
pROEKTIWNYE MODELI LINEJNYH ALGEBRAI�ESKIH GRUPP� wQLYE REZOLXWENTY MODULEJ�
pOLUGRUPPA STABILXNOJ �KWIWALENTNOSTI�mODULI �EWALLE� tORY MALOJ RAZMERNOS�
TI�tORY S BIKWADRATI�NYM POLEM RAZLOVENIQ� pOLUGRUPPA Z�L�k	 W OB�EM SLU�AE�

�wOSKRESENSKIJwALENTIN eWGENXEWI��kAFEDRA ALGEBRY I GEOMETRII sAMARSKOGO GOSUDARSTWEN�

NOGO UNIWERSITETA
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x� tORY S CIKLI�ESKIM POLEM RAZLOVENIQ

rAZWIN�IWANIE TORA RL�k�Gm	� oBRATIMOSTX KLASSA pIKARA� uMNOVENIE �ISTO�
WA� bIRACIONALXNAQ KLASSIFIKACIQ�

x� sTABILXNAQ RACIONALXNOSTX MNOGOOBRAZIJ
sTABILXNO RACIONALXNYE TORY KAK MNOGOOBRAZIQ ORBIT KWAZIRAZLOVIMYH TOROW�

rACIONALXNOSTX TOROW TIPA pq � uNIWERSALXNYE TORSORY� kONTRPRIMERY K GIPOTEZE
zARISSKOGO�
lITERATURA

predislowie

s KONCA �ESTIDESQTYH GODOW NA�EGO WEKA NA�ALOSX USPE�NOE PRIMENENIE METODOW

BIRACIONALXNOJ GEOMETRII W TEORII LINEJNYH ALGEBRAI�ESKIH GRUPP� W �ASTNOSTI�
W WOPROSAH ARIFMETIKI �TIH GRUPP� k NASTOQ�EMU WREMENI NAKOPILOSX OGROMNOE

KOLI�ESTWO FAKTI�ESKOGO MATERIALA� aWTOR NAMEREN SISTEMATIZIROWATX EGO I OB�
STOQTELXNO IZLOVITX W SERII STATEJ � NE WSEGDA S POLNYMI DOKAZATELXSTWAMI� NO S
DOSTATO�NYMI POQSNENIQMI� pOSKOLXKU IME�TSQ SKUDNYE SWEDENIQ O MNOGOOBRAZI�
QH NAD NEZAMKNUTYM POLEM� TO W PERWYH PARAGRAFAH BUDUT DOSTATO�NO PODROBNO

OSWE�ENY NEOBHODIMYE PONQTIQ IZ TEORII SHEM I KOGOMOLOGIJ gALUA�
oB�IJ PLAN SERII FORMY I KOGOMOLOGII gALUA� GRUPPY pIKARA I bRAU�RA MNO�

GOOBRAZIQ� BIRACIONALXNAQ GEOMETRIQ ALGEBRAI�ESKIH TOROW� ARIFMETIKA ALGEBRA�
I�ESKIH GRUPP� �ISLA tAMAGAWY� R��KWIWALENTNOSTX� PROEKTIWNYE TORI�ESKIE MNO�
GOOBRAZIQ� INWARIANTY KONE�NYH GRUPP PREOBRAZOWANIJ� INDEKS�FORMULY�

�TI SWEDENIQ DOLVNY ZNA�ITELXNO DOPOLNITX INFORMACI�� SODERVA�U�SQ W KNI�
GE AWTORA �aLGEBRAI�ESKIE TORY� �
�� GODA�

�TO KASAETSQ TERMINOLOGII I OBOZNA�ENIJ� TO ONI DOSTATO�NO STANDARTNYE� w
�ASTNOSTI� Z � KOLXCO CELYH RACIONALXNYH �ISEL� Q � POLE RACIONALXNYH� R �
POLE WE�ESTWENNYH� C � POLE KOMPLEKSNYH �ISEL� wSE KOLXCA IME�T EDINICU� A� �
GRUPPA OBRATIMYH �LEMENTOW KOLXCA A� sIMWOL �X� OZNA�AET MO�NOSTX MNOVESTWA
X� �L  F 	 � STEPENX RAS�IRENIQ L�F � �G  H	 � INDEKS PODGRUPPY H W GRUPPE G� pOD
ALGEBRAI�ESKIM MNOGOOBRAZIEM NAD POLEM k PONIMAETSQ� KAK PRAWILO� GEOMETRI�ESKI
NEPRIWODIMAQ PRIWEDENNAQ OTDELIMAQ SHEMA X KONE�NOGO TIPA NAD POLEM k� k�X� �
KOLXCO REGULQRNYH FUNKCIJ� k�X	 � POLE RACIONALXNYH FUNKCIJ NA X�

gLAWA I� formy i kogomologii galua

pUSTX k � NEZAMKNUTOE POLE� ks � EGO SEPARABELXNOE ZAMYKANIE� G � Gal �ks�k	 �
GRUPPA gALUA RAS�IRENIQ ks�k� eSLI X � ALGEBRAI�ESKOE MNOGOOBRAZIE� OPREDELEN�
NOE NAD POLEM k� TO MY IMEEM OB�EKT� SODERVA�IJ W SEBE BOGATEJ�U� INFORMACI�

� �TO MNOGOOBRAZIE X � X �k ks WMESTE S DEJSTWIEM GRUPPY G NA X �EREZ WTOROJ

MNOVITELX� wO MNOGIH SLU�AQH STROENIE ks�MNOGOOBRAZIQ X NAM HORO�O IZWESTNO�
�TO POZWOLQET DOSTATO�NO �FFEKTIWNO IZU�ATX STRUKTURU WOZNIKA��IH G�MODULEJ�
ASSOCIIROWANNYH S G�PROSTRANSTWOM X � a �TO� W KONE�NOM ITOGE� DAET WOZMOVNOSTX
POLU�ATX INOGDA SU�ESTWENNU� INFORMACI� O SAMOM MNOGOOBRAZII X� w DANNOJ

GLAWE DOSTATO�NO POLNO OPISANY WAVNEJ�IE G�STRUKTURY� OPREDELQEMYE MNOGOOB�
RAZIEM X� oT �ITATELQ TREBUETSQ ZNANIE OSNOW TEORII SHEM� NEOBHODIMYE NAPOMI�
NANIQ BUDUT PRIWEDENY� OBSTOQTELXNOE IZLOVENIE TEORII SHEM I KATEGORIJ MOVNO

NAJTI W RABOTAH dEMAZ�RA I gROTENDIKA ����mAMFORDA ���� �AFAREWI�A ���� gELX�
FANDA I mANINA ����



�� w�e�wOSKRESENSKIJ

x�� gruppowye shemy i ih kogomologii

���� gRUPPOWYE OB�EKTY W KATEGORII� oDNIM IZ PROSTEJ�IH I W TO VE WREMQ
WAVNEJ�IH ALGEBRAI�ESKIH PONQTIJ QWLQETSQ PONQTIE GRUPPY� sTRUKTURA GRUPPY
NA MNOVESTWE G ZADAETSQ OTOBRAVENIEM

f  G�G� G�

KOTOROE UDOWLETWORQET IZWESTNYM USLOWIQM�eSLI NA MNOVESTWE G ZADANA DOPOL�
NITELXNAQ STRUKTURA� NAPRIMER� TOPOLOGI�ESKAQ� TO TAKVE PROSTO FORMULIRUETSQ
OPREDELENIE TOPOLOGI�ESKOJ GRUPPY � NUVNO POTREBOWATX TOLXKO� �TOBY OTOBRAVE�
NIQ f I x � x�� BYLI NEPRERYWNYMI� aNALOGI�NO OPREDELQETSQ ANALITI�ESKAQ

GRUPPA� kAZALOSX BY� TAKIM VE OBRAZOM SLEDUET OPREDELQTX I GRUPPOWYE STRUKTURY
NA ALGEBRAI�ESKIH MNOGOOBRAZIQH� w SAMOM DELE� W SLU�AE ALGEBRAI�ESKIH MNOGO�
OBRAZIJ NAD ALGEBRAI�ESKI ZAMKNUTYM POLEM HARAKTERISTIKI NULX DANNYJ PUTX

OPRAWDAN I PRIWODIT K TEORII� WO MNOGOM PODOBNOJ TEORII GRUPP lI� oDNAKO SRAZU
VE BYLO ZAME�ENO� �TO RASPROSTRANENIE �TOJ TEORII NA SLU�AJ POLOVITELXNOJ HA�
RAKTERISTIKI WOZMOVNO TOLXKO S DOSADNYMI OGRANI�ENIQMI� wOZNIKLI TAKVE TEH�
NI�ESKIE ZATRUDNENIQ PRI RASSMOTRENII GRUPPOWYH STRUKTUR NA ALGEBRAI�ESKIH

MNOGOOBRAZIQH NAD NEZAMKNUTYMI POLQMI ILI KOLXCAMI�pRAWILXNOE OPREDELENIE�
POZWOLQ��EE OHWATITX NESRAWNENNO BOLEE �IROKIJ KLASS OB�EKTOW� DALA TEORIQ SHEM
gROTENDIKA�iSPOLXZUQ PONQTIE PREDSTAWIMOGO FUNKTORA� MOVNO DATX OPREDELENIE
GRUPPOWOJ STRUKTURY NA SHEME �I DAVE NA OB�EKTE W L�BOJ KATEGORII	 FORMALXNO
PO�TI TAKOE VE PROSTOE� KAK I OPREDELENIE GRUPPY W ALGEBRE� wOZNIK�AQ TAKIM
OBRAZOM TEORIQ GRUPPOWYH OB�EKTOW WESXMA BOGATA PO SODERVANI� I UVE IMEET NA

SWOEM S�ETU RQD PERWOKLASSNYH REZULXTATOW�
rASSMOTRIM SNA�ALA NESKOLXKO PRIMEROW� UKAZYWA��IH PUTX K OPREDELENI� GRUP�

POWOJ STRUKTURY NA OB�EKTAH PROIZWOLXNOJ KATEGORII�
pRIMER �� pUSTX Top � KATEGORIQ TOPOLOGI�ESKIH PROSTRANSTW I G � TOPOLO�

GI�ESKAQ GRUPPA� dLQ L�BOGO TOPOLOGI�ESKOGO PROSTRANSTWA X PUSTX G�X	 BUDET
MNOVESTWOM WSEH NEPRERYWNYH OTOBRAVENIJ PROSTRANSTWAX W G� SNABVENNYM STRO�
ENIEM GRUPPY PO PRAWILU

�f � g	�x	 � f�x	g�x	 �x � X � f� g � G�X	

eSLI Y � X � NEPRERYWNOE OTOBRAVENIE PROSTRANSTW� TO ESTESTWENNOE OTOBRA�
VENIE G�X	 � G�Y 	 QWLQETSQ GRUPPOWYM GOMOMORFIZMOM� lEGKO WIDETX� �TO SOOT�
WETSTWIE X � G�X	 OPREDELQET KONTRAWARIANTNYJ FUNKTOR hG NA KATEGORII Top

SO ZNA�ENIQMI W KATEGORII ABSTRAKTNYH GRUPP� zAMETIM TEPERX� �TO FUNKTOR hG
WOSSTANAWLIWAET NA G ISHODNU� STRUKTURU TOPOLOGI�ESKOJ GRUPPY� �TOBY �TO UWI�
DETX� WOZXMEM GRUPPU G�G�G	 WSEH NEPRERYWNYH OTOBRAVENIJ PROIZWEDENIQ G�G
W G� pUSTX p� I p� � PERWAQ I WTORAQ PROEKCII PROIZWEDENIQ G � G NA G SOOTWET�
STWENNO� qSNO� �TO p�� p� � G�G�G	� pOLOVIM m � p� �p�� GDE p� �p� � PROIZWEDENIE
W GRUPPE G�G� G	� iMEEM NEPRERYWNOE OTOBRAVENIE

m  G�G� G

PRI�EM m�g�� g�	 � g�g� PO POSTROENI�� dALEE� TAK KAK G�G	� GRUPPA� TO OBOZNA�IM
�EREZ i OBRATNYJ �LEMENT W G�G	 DLQ TOVDESTWENNOGO OTOBRAVENIQ �  G� G�tAKIM
OBRAZOM� i  G � G ESTX NEPRERYWNOE OTOBRAVENIE I i�g	 � g�� DLQ L�BOGO g � G�
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zAMETIM E�E� �TO EDINICA GRUPPY G OPREDELQET POSLEDOWATELXNOSTX OTOBRAVENIJ

�SE�ENIE	
E � G� E�

GDE E ESTX EDINI�NAQ GRUPPA � KONE�NYJ OB�EKT KATEGORII Top�
pRIMER �� pUSTX C � NEKOTORAQ KATEGORIQ I F � KONTRAWARIANTNYJ FUNKTOR

NA C SO ZNA�ENIQMI W KATEGORII MNOVESTW� bUDEM NAZYWATX F PREDPU�KOM GRUPP

NA C� ESLI DLQ WSEH Y IZ C MNOVESTWA F�Y 	 SNABVENY GRUPPOWOJ STRUKTUROJ TAK�
�TO DLQ WSQKOGO MORFIZMA f  X � Y INDUCIROWANNOE OTOBRAVENIE F�f	  F�Y 	 �
F�X	 QWLQETSQ GRUPPOWYM GOMOMORFIZMOM� eSLI F I G �DWA PREDPU�KA GRUPP NA
C� TO NAZOWEM GOMOMORFIZMOM PREDPU�KA F W G WSQKIJ MORFIZM u  F � G TAKOJ�
�TO DLQ KAVDOGO Y IZ C OTOBRAVENIE MNOVESTW u�Y 	  F�Y 	 � G�Y 	 QWLQETSQ
GOMOMORFIZMOM GRUPP�

dANNOE OPREDELENIE POZWOLQET WWESTI PONQTIE GRUPPOWOGO OB�EKTA W SAMOJ KA�
TEGORII C� pUSTX X � OB�EKT KATEGORII C� oPREDELIM KONTRAWARIANTNYJ FUNKTOR

hX NA KATEGORII C SO ZNA�ENIQMI W KATEGORII MNOVESTW� POLAGAQ

hX�Y 	 � Hom C�Y�X	

I KAVDOMU MORFIZMU g  Y � Z STAWIM W SOOTWETSTWIE OTOBRAVENIE MNOVESTW

hX �g	  hX�Z	 � hX�Y 	� hX �g	�f	 � f � g� f  Z � X

fUNKTOR hX IGRAET WESXMA WAVNU� ROLX BLAGODARQ SLEDU��EMU OBSTOQTELXSTWU�
pUSTX F PROIZWOLXNYJ KONTRAWARIANTNYJ FUNKTOR �PREDPU�OK	 NA KATEGORII C SO
ZNA�ENIQMI W KATEGORII MNOVESTW� oN NAZYWAETSQ PREDSTAWIMYM� ESLI ON IZOMOR�
FEN FUNKTORU WIDA hX DLQ NEKOTOROGO OB�EKTA X KATEGORII C� w TEORII KATEGO�
RIJ POKAZYWAETSQ� �TO� ESLI FUNKTOR F PREDSTAWIM� TO PREDSTAWLQ��IJ EGO OB��
EKT OPREDELEN ODNOZNA�NO S TO�NOSTX� DO IZOMORFIZMA� bOLEE TO�NO� SOOTWETSTWIE
X � hX OPREDELQET �KWIWALENTNOSTX KATEGORII C S POLNOJ PODKATEGORIEJ PRED�
PU�KOW NA C SO ZNA�ENIQMI W KATEGORII MNOVESTW� oTS�DA RQD WAVNYH KONSTRUK�
CIJ� wO�PERWYH� ZAMENA X NA hX POZWOLQET PERENOSITX NA PROIZWOLXNU� KATEGORI�

OPREDELENIQ OBY�NYH TEORETIKO�MNOVESTWENNYH KONSTRUKCIJ� NAPRIMER� PONQTIQ
GRUPPY� dALEE� SREDI PREDPU�KOW NA C MOGUT SU�ESTWOWATX ESTESTWENNYE FUNKTORY�
KOTORYE W KONCE KONCOW PREDSTAWIMY NEKOTORYM OB�EKTOM� �TO OBY�NO DAET WESXMA
NETRIWIALXNU� INFORMACI�� wSE �TO NESKOLXKO NAPOMINAET PRIMENENIE TEORII PRO�
IZWODQ�IH FUNKCIJ K ISSLEDOWANI� POSLEDOWATELXNOSTEJ� POLU�AEMYH S POMO�X�
KAKOGO�LIBO ESTESTWENNOGO PROCESSA� w TRETXIH� OB�EKT X OPREDELQET BESKONE�NOE

SEMEJSTWO MNOVESTW hX �Y 	� �TO POZWOLQET POLU�ATX RAZLI�NU� INFORMACI� OB OB��
EKTE X � ISPOLXZUQ TEORETIKO � MNOVESTWENNYE KONSTRUKCII� NAPRIMER� WY�ISLQQ
KOGOMOLOGII ILI IZU�AQ WE�ESTWENNYE� KOMPLEKSNYE ILI INYE STRUKTURY�
oPREDELENIE�oB�EKTX KATEGORII C NAZYWAETSQ GRUPPOWYM OB�EKTOM ILI PROS�

TO GRUPPOJ W C� ESLI FUNKTOR hX ESTX PREDPU�OK GRUPP NA C�
eSLI X� I X� QWLQ�TSQ GRUPPAMI W C� TO MORFIZM X� � X� NAZYWAETSQ GOMO�

MORFIZMOM GRUPP� ESLI INDUCIROWANNOE OTOBRAVENIE PU�KOW hX�
� hX�

QWLQETSQ

GOMOMORFIZMOM�
pRIMER �� pUSTX TEPERX KATEGORIQ C OBLADAET KONE�NYM OB�EKTOM E I NARQDU

S OB�EKTAMIX I Y KATEGORIQ C SODERVIT I PROIZWEDENIE X�Y � w �TOM SLU�AE OPRE�
DELENIE GRUPPOWOJ STRUKTURY NA OB�EKTE X� DANNOE W PRIMERE �� MOVNO ZAPISATX
TOLXKO W TERMINAH SAMOGO OB�EKTA X� IGNORIRUQ OSTALXNYE OB�EKTY KATEGORII�
pUTX K TAKOMU OPREDELENI� UKAZAN W PRIMERE �� pUSTX p� I p� �PERWAQ I WTORAQ
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PROEKCII X � X � X� tOGDA p� I p� LEVAT W GRUPPE hX �X � X	� SLEDOWATELXNO�
OPREDELEN MORFIZM m � p�p�  X �X � X�

dALEE� W GRUPPE X�X	 ESTX TOVDESTWENNYJ MORFIZM ��oBRATNYJ K NEMU W SMYSLE
GRUPPOWOGO ZAKONA OBOZNA�IM �EREZ i � w GRUPPE X�E	 ESTX EDINI�NYJ �LEMENT�
OBOZNA�IM EGO e  E � X� pUSTX q  X � E � TAK NAZYWAEMYJ STRUKTURNYJ MORFIZM
NA KONE�NYJ OB�EKT KATEGORII I �m� �	� ���m	 � DWA MORFIZMA X �X �X � X �X�
mORFIZMY m� i� e UDOWLETWORQ�T SLEDU��IM USLOWIQM

A	 m � �m� �	 � m � ���m	 � ASSOCIATIWNOSTX�
B	 m � �e � q� �	 � m � ��� e � q	 � � � SWOJSTWO EDINICY�
W	 m � �i� �	 � m � ��� i	 � e � q � SWOJSTWO OBRATNOGO �LEMENTA
oKAZYWAETSQ� �TO I OBRATNO� MORFIZMY m� i� e SO SWOJSTWAMI A	� B	� W	 WPOLNE

OPREDELQ�T PU�OK GRUPP hX �
���� gRUPPOWYE SHEMY� pUSTX TEPERX Sch �S �KATEGORIQ S�SHEM gROTENDIKA� w

�TOJ KATEGORII IMEETSQ KONE�NYJ OB�EKT � �TO SHEMA S� dLQ L�BOJ SHEMY X NAD S
IMEETSQ STRUKTURNYJ MORFIZM q  X � S� dALEE� DLQ L�BYH DWUH S�SHEM h I Y
IMEETSQ PROIZWEDENIE X �S Y �pO�TOMU GRUPPOWAQ STRUKTURA NA S�SHEME G SOSTOIT

W ZADANII TREH MORFIZMOW

m  G�S G� G�
i  G� G�
e  S � G�

UDOWLETWORQ��IH AKSIOMAM A	� B	� W	� �TI MORFIZMY OPREDELQ�T GRUPPOWOE STRO�
ENIE NA KAVDOM MNOVESTWE G�X	 � GDE X ESTX S�SHEMA� zAMETIM� �TO MORFIZMY
m� i� e NE OPREDELQ�T STRUKTURU GRUPPY NA SAMOM TOPOLOGI�ESKOM PROSTRANSTWE G�
IBO TOPOLOGIQ PROIZWEDENIQ G�S G NE SOWPADAET S PROIZWEDENIEM TOPOLOGIJ SOMNO�
VITELEJ�

nAPOMNIM TEPERX NEKOTORYE FAKTY IZ OBLASTI SHEM� gOWORQ O SHEME X� NE NUVNO
ZABYWATX� �TO �TO SOKRA�ENNOE OBOZNA�ENIE PARY �X�OX 	� GDE X � TOPOLOGI�ESKOE
PROSTRANSTWO� A OX � PU�OK KOLEC NA X SPECIALXNOGO WIDA� A IMENNO� L�BAQ TO�KA
x � X IMEET TAKU� OKRESTNOSTX U ��TO PARA �U�OU	 IZOMORFNA AFFINNOJ SHEME

SpecA� zDESX OU � OGRANI�ENIE PU�KA OX NA U � A � ��U�OU	 � KOLXCO SE�ENIJ
PU�KA OX NAD U � SpecA � PROSTRANSTWO PROSTYH IDEALOW KOLXCA A� tERMIN �X
ESTX S�SHEMA� OZNA�AET� �TO ZADAN MORFIZM SHEM X � S� pUSTX G� GRUPPOWAQ SHEMA
NAD S I T � NEKOTORAQ S�SHEMA� rASSMOTRIM GT � G�S T KAK T �SHEMU� dLQ L�BOJ
T �SHEMY Y IMEEM TOVDESTWO

GT �Y 	 � Hom T �Y�G�S T 	 � Hom S �Y�G	 � G�Y 	�

KOTOROE POKAZYWAET� �TO GT OBLADAET GRUPPOWOJ STRUKTUROJ W KATEGORII T �SHEM�
gRUPPA GT PREDSTAWLQET TOT VE FUNKTOR� �TO I S�GRUPPA G� NO OGRANI�ENNYJ NA
KATEGORI� T �SHEM� sHEMA GT NAZYWAETSQ SHEMOJ� POLU�ENNOJ IZ G ZAMENOJ BAZY�

pRIMER �� pUSTX q  G� S � STRUKTURNYJ MORFIZM� x � S� tOGDA KAVDYJ SLOJ

Gx � G�S Spec k�x	

QWLQETSQ GRUPPOJ NAD POLEM WY�ETOW k�x	 TO�KI x�
���� aFFINNYE GRUPPY�ALGEBRY hOPFA� pUSTX R � KOMUTATIWNOE KOLXCO S

EDINICEJ� S � SpecR� gRUPPOWAQ S�SHEMA G NAZYWAETSQ AFFINNOJ S�GRUPPOJ ILI
R�GRUPPOJ� ESLI G � SpecA� GDE A ESTX R�ALGEBRA� aFFINNU� R�GRUPPU G MOVNO

TAKVE OPREDELITX KAK GRUPPOWOJ OB�EKT W KATEGORII AFFINNYH R�SHEM� kATEGORIQ
AFFINNYH R�SHEM DUALXNA KATEGORII KOMMUTATIWNYH R�ALGEBR� pO�TOMU GRUPPO�
WAQ STRUKTURA AFFINNOJ R�GRUPPY G � SpecA POLNOSTX� OPISYWAETSQ W TERMINAH
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EE KOLXCA A� mY WIDELI� �TO GRUPPOWAQ STRUKTURA NA G SOSTOIT IZ TREH MORFIZ�
MOW m� e� i� UDOWLETWORQ��IH AKSIOMAM A	� B	� W	� �TIM MORFIZMAM SOOTWETSTWU�T

SLEDU��IE GOMOMORFIZMY R�ALGEBR

m�  A � A �RA �KOUMNOVENIE	�
e�  A � R �KOEDINICA	�
i�  A � A �KOOBRA�ENIE	�

KOTORYE UDOWLETWORQ�T SOOTWETSTWU��IMAKSIOMAM� POLU�ENNYM IZ A	�B	�W	 PO DWOJ�
STWENNOSTI� aLGEBRA A S OPERACIQMI m�� e�� i� � UDOWLETWORQ��IMI �TIM TREM AK�
SIOMAM� NAZYWAETSQ ALGEBROJ hOPFA � wOPROSY KLASSIFIKACII AFFINYH R�GRUPP I
R�ALGEBR hOPFA RAWNOSILXNY�
pRIMER �� aDDITIWNAQ GRUPPA Ga� pUSTX Ga � KOWARIANTNYJ FUNKTOR NA

KATEGORII KOMMUTATIWNYH KOLEC S �� OPREDELQEMYJ USLOWIQMI Ga�B	 � B� GDE B
SPRAWA RASSMATRIWAETSQ KAK ADDITIWNAQ GRUPPA� �TOT FUNKTOR PREDSTAWIM SHEMOJ

SpecZ�T ��GDE Z�T � � KOLXCO MNOGO�LENOW OT ODNOJ PEREMENNOJ T � IBO

Hom ring�Z�T �� B	 � B

DLQ L�BOGO B� iTAK Ga � SpecZ�T �� wYQSNIM� KAK WYGLQDQT GRUPPOWYE OPERACII�
iMEEM m � p� � p� � GDE pi�PROEKCIQ Ga � Ga NA SOOTWETSTWU��IJ MNOVITELX� nA
QZYKE KOLEC

m�  Z�T �� Z�T �� Z�T �� m� � p�� � p��� p���T 	 � T � �� p���T 	 � �� T

gRUPPOWAQ OPERACIQ m� OPREDELQETSQ SLOVENIEM W GRUPPE

Ga�Z�T �� Z�T �	 � Z�T �� Z�T �

oTS�DA

m��T 	 � T � � � �� T�
e��T 	 � �T�
i��T 	 � ��

eSLI R � KOMMUTATIWNOE KOLXCO S �� TO SHEMU Ga � SpecR BUDEM OBOZNA�ATX

Ga � R ILI E�E KORO�E Ga�R� gRUPPA Ga�R � SpecR�T � PREDSTAWLQET FUNKTOR Ga�
OGRANI�ENNYJ NA KATEGORI� R�ALGEBR� gRUPPA Ga�R IMEET ESTESTWENNOE MATRI�NOE

PREDSTAWLENIE

Ga�B	 �

��
� b
� �

�
j b � B

�
pRIMER �� mULXTIPLIKATIWNAQ GRUPPA Gm� pUSTX Gm�B	 � B��GDE B� �

MULXTIPLIKATIWNAQ GRUPPA OBRATIMYH �LEMENTOW KOLXCA B� fUNKTOR Gm PREDSTA�
WIM AFFINNOJ SHEMOJ SpecZ�T� T���� IBOHom ring�Z�T� T

���� B	 � B�� kOGRUPPOWYE
OPERACII 

m��T 	 � T � T�
e��T 	 � T���
i��T 	 � ��

aFFINNAQ GRUPPA Gm NAZYWAETSQ MULXTIPLIKATIWNOJ GRUPPOJ� iMEEM MATRI��
NOE PREDSTAWLENIE

Gm�B	 �

��
b �
� b��

�
j b � B�

�
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pRIMER �� pOLNAQ LINEJNAQ GRUPPA GLn� rASSMOTRIM PREDPU�OK GRUPP

GLn�X	 � GL�n���X�OX		� GDE SPRAWA � GRUPPA OBRATIMYH MATRIC PORQDKA n�
�TOT FUNKTOR PREDSTAWIM AFFINNOJ SHEMOJ

GLn � SpecZ�T��� ���� Tnn� D
���� D � det�Tij	�

m��Tij	 �
X

Tik � Tkj� e��Tij	 � �ij � i
��Tij	 � ���	i�jD�� det�Trs	� r �� i� s �� j�

pUSTX G ESTX S�GRUPPA� H � PODSHEMA SHEMY G� H NAZYWAETSQ GRUPPOWOJ PODSHE�
MOJ ILI PODGRUPPOJ GRUPPY G� ESLI DLQ L�BOJ S�SHEMY T MNOVESTWOH�T 	 QWLQETSQ
PODGRUPPOJ GRUPPY G�T 	� eSLI H�T 	 � NORMALXNYJ DELITELX GRUPPY G�T 	 DLQ WSEH
T � TO H NAZYWAETSQ NORMALXNYM DELITELEM S�GRUPPY G�
pRIMER 	� pUSTX f  G � G� � GOMOMORFIZM S�GRUPP� eSLI T � PROIZWOLXNAQ

S�SHEMA� TO POLOVIM

K�T 	 � Ker �G�T 	� G��T 	�

fUNKTOR T � K�T 	 QWLQETSQ PREDPU�KOM GRUPP NA KATEGORII S�SHEM� nETRUD�
NO UWIDETX� �TO FUNKTOR K PREDSTAWIM S�SHEMOJ G �G� S� KOTORAQ QWLQETSQ S�
PODGRUPPOJ GRUPPY G I NAZYWAETSQ QDROM GOMOMORFIZMA

f  G� G�

B PROIZWEDENII G�G� S MORFIZMOM S � G� QWLQETSQ EDINI�NOE SE�ENIE�
pRIMER 
� eSLI G I G� � DWE S�GRUPPY� TO PROIZWEDENIE G �S G

� SNABVAETSQ

ESTESTWENNOJ STRUKTUROJ S�GRUPPY

�G�S G
�	�T 	 � G�T 	 �G��T 	

�
pRIMER �� � pUSTX e  S � G � eDINI�NOE SE�ENIE� �  G�S G� G � MORFIZM�

KOTORYJ NA TO�KAH IMEET WID ��u� v	 � uv��� IH RASSLOENNOE PROIZWEDENIE
S �G �G�S G	 IZOMORFNO G� iMEEM DEKARTOW KWADRAT

G
��� G�S G

� q � �
S

e�� G�

W KOTOROM WERHNQQ STRELKA ESTX DIAGONALXNOE OTOBRAVENIE �� pO�TOMU S�GRUPPA
G OTDELIMA TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA EDINI�NOE SE�ENIE e  S � G QWLQETSQ

ZAMKNUTYM POGRUVENIEM� w �ASTNOSTI� WSQKAQ GRUPPOWAQ SHEMA NAD POLEM QWLQETSQ

OTDELIMOJ�
pRIMER ���pOSTOQNNYE GRUPPY� nAPOMNIM� �TO DLQ PROIZWOLXNOGO SEMEJST�

WA SHEMXi OPREDELENA IH SUMMA
�
Xi��TO SNOWA SHEMA� TOPOLOGI�ESKOE PROSTRANSTWO

KOTOROJ ESTX NESWQZNOE OB�EDINENIE PROSTRANSTWXi� A STRUKTURNYJ PU�OK QWLQETSQ
PRQMOJ SUMMOJ SOOTWETSTWU��IH PU�KOW� dLQ L�BOJ SHEMY Y IMEETSQ FUNKTORNAQ

BIEKCIQ

Hom�
a

Xi� Y 	 	
Y

Hom�Xi� Y 	 ��	

pO DRUGOMU� SUMMA
�
Xi PREDSTAWLQET KOWARIANTNYJ FUNKTOR Y � Q

Hom�Xi� Y 	�
eSLI WSE SHEMYXi QWLQ�TSQ S�SHEMAMI� TO SUMMA �TIH SHEM TAKVE SNABVAETSQ STROE�
NIEM S�SHEMY� w SLU�AE AFFINNYH SHEM Xi � SpecAi I KONE�NOJ SUMMY IMEEM QWNOE

PREDSTAWLENIE
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X� tX� t � � �tXn � Spec �A� 
 A� 
 � � �
An	�

pUSTX TEPERX E � PROIZWOLXNOE MNOVESTWO I S � NEKOTORAQ SHEMA� oBOZNA�IM
�EREZ ES SUMMU SHEM ES � tSi� i � E� GDE Si � S DLQ WSEH i� bIEKCIQ ��	 POKA�
ZYWAET��TO HomS �ES � Y 	 MOVNO OTOVDESTWITX S MNOVESTWOM WSEH FUNKCIJ NA E SO

ZNA�ENIQMI W Y �S	� fUNKTOR E � ES IZ KATEGORII MNOVESTW W KATEGORI� S�SHEM
OBLADAET SLEDU��IMI SWOJSTWAMI

�	�E � F 	S � ES �S FS �
�	 ESLI T ESTX S�SHEMA� TO �ES	T � ET � w �ASTNOSTI� ES � �EZ	S �
sHEMY WIDA ES NAZYWA�TSQ POSTOQNNYMI S�SHEMAMI� nAJDEM X�TO�KI SHEMY

ES� pUSTX SNA�ALA X � SWQZNAQ S�SHEMA� tOGDA ES�X	 � HomS�X�ES	 � E� IBO
WSQKIJ MORFIZM f  X � ES DLQ SWQZNOJ SHEMY X SWODITSQ K S�MORFIZMU X � S�
cOWPADA��EMU SO STRUKTURNYM MORFIZMOM� pO�TOMU RAZLI�NYH MORFIZMOW WO MNO�
VESTWE ES�X	 STOLXKO� SKOLXKO �LEMENTOW W E� �TOT REZULXTAT I OB�QSNQET NAZWANIE
�POSTOQNNAQ SHEMA�� eSLI VE X � PROIZWOLXNAQ SHEMA� TO WSQKIJ MORFIZM X � ES

POSTOQNEN NA SWQZNOJ KOMPONENTE X� I ZNA�ENIEM NA X� MOVET SLUVITX NOMER i
KOMPONENTY Si TAKOJ� �TO f  X� � Si� tAKIM OBRAZOM� ES�X	 ESTX MNOVESTWO WSEH
FUNKCIJ� LOKALXNO POSTOQNNYH NA X SO ZNA�ENIQMI W E� eSLI TEPERX G � ABSTRAKT�
NAQ GRUPPA� TO GS�X	 OBLADAET ESTESTWENNYM GRUPPOWYM STROENIEM I MY WIDIM�
�TO GS QWLQETSQ GRUPPOWOJ SHEMOJ� KOTORAQ NAZYWAETSQ POSTOQNNOJ S�GRUPPOJ� w KO�
NE�NOM WIDE GRUPPOWOJ ZAKON W GRUPPE GS MOVNO ZADATX SLEDU��IM OBRAZOM� pUSTX
G � G � G � ZAKON UMNOVENIQ W ABSTRAKTNOJ GRUPPE G� tOGDA IMEEM MORFIZM S�
SHEM �G � G	S � GS � KROME TOGO �G � G	S � GS �S GS � sLEDOWATELXNO� MORFIZM
GS �S GS � GS QWLQETSQ ZAKONOM UMNOVENIQ W S�GRUPPE GS � aNALOGI�NO POLU�A�
EM EDINICU I OBRA�ENIE� rASSMOTRIM OTDELXNO SLU�AJ KONE�NOJ GRUPPY G� pUSTX
S � SpecZ�A � 
Zg � PRQMAQ SUMMA ABELEWYH GRUPP� g � G�Zg � Z� S TABLICEJ
UMNOVENIQ

egeh �

�
�� ESLI g �� h
eg� ESLI g � h

tOGDA GZ � SpecA�
���� gRUPPOWYE SHEMY NAD POLEM� ALGEBRAI�ESKIE GRUPPY� w DALXNEJ�EM

NAS BUDUT INTERESOWATX W OSNOWNOM GRUPPY W KATEGORII k�cHEM� GDE k � POLE� nAIBO�
LEE IZU�ENNYMI W �TOJ KATEGORII QWLQ�TSQ TAK NAZYWAEMYE ALGEBRAI�ESKIE GRUPPY�
T�E�� GRUPPOWYE k�SHEMY� GLADKIE I KONE�NOGO TIPA NAD POLEM k� oTBRASYWAQ USLOWIE
GLADKOSTI� POLU�AEM BOLEE �IROKU� KATEGORI� GRUPPOWYH SHEM KONE�NOGO TIPA NAD

POLEM k� �TA KATEGORIQ DAVE PREDPO�TITELXNEE KATEGORII ALGEBRAI�ESKIH GRUPP�
TAK KAK WSQKAQ PODGRUPPA ALGEBRAI�ESKOJ GRUPPY HOTQ I IMEET KONE�NYJ TIP� NO NE
WSEGDA QWLQETSQ GLADKOJ�
pRIMER ��� pUSTX Gm�k � Spec k�T� T��� � MULXTIPLIKATIWNAQ k�GRUPPA� oTO�

BRAVENIE g � gn OPREDELQET GRUPPOWOJ GOMOMORFIZM f  Gm�k � Gm�k� qDRO �TOGO
GOMOMORFIZMA PREDSTAWLQET FUNKTOR A� �n�A	� GDE �n�A	 � fa � A j an � �g� A A
ESTX k�ALGEBRA� pO�TOMU �n�k � Spec k�T ���Tn � �	�

gRUPPA �n�k QWLQETSQ KONE�NOJ GRUPPOWOJ SHEMOJ� EcLI HARAKTERISTIKA p POLQ
k NE DELIT n� TO �n�k � GLADKAQ k�GRUPPA I�SLEDOWATELXNO� ALGEBRAI�ESKAQ� ESLI VE
p DELIT n� TO GRUPPA �n�k NE QWLQETSQ PRIWEDENNOJ� zAMETIM E�E� �TO W SLU�AE�
KOGDA POLE k SODERVIT WSE KORNI n�J STEPENI IZ EDINICY I �p� n	 � �� TO GRUPPA �n�k
POSTOQNNA NAD k�

iMEET MESTO SLEDU��IJ ZAME�ATELXNYJ FAKT�
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tEOREMA kARTXE� l�BAQ GRUPPOWAQ SHEMA KONE�NOGO TIPA NAD POLEM HARAKTE�
RISTIKI NULX QWLQETSQ GLADKOJ� T�E�� QWLQETSQ ALGEBRAI�ESKOJ��

oSTANOWIMSQ WKRATCE NA WOPROSAH KLASSIFIKACII k�GRUPP�
pUSTX GLn�k � GLn �Z k � POLNAQ LINEJNAQ GRUPPA NAD POLEM k� pODGRUPPA G

GRUPPY GLn�k NAZYWAETSQ LINEJNOJ GRUPPOJ� OPREDELENNOJ NAD POLEM k� oKAZYWA�
ETSQ� �TO LINEJNYMI GRUPPAMI IS�ERPYWA�TSQ L�BYE AFFINNYE GRUPPOWYE SHEMY
KONE�NOGO TIPA NAD POLEM k� �TO USTANOWLENO W RABOTAH rOZENLIHTA I �EWALLE� zA�
METIM� �TO PRI TAKOM OPREDELENII LINEJNOJ GRUPPY W EE KOLXCE WPOLNE MOGUT BYTX

NILXPOTENTNYE �LEMENTY�pO TEOREME kARTXE �TO MOVET SLU�ITXSQ TOLXKO W SLU�AE
POLQ k HARAKTERISTIKI p � �� o�ENX WAVNYJ KLASS ALGEBRAI�ESKIH GRUPP SOSTAWLQ�
�T SWQZNYE k�GRUPPY� MNOGOOBRAZIQ KOTORYH PROEKTIWNY NAD k� oKAZYWAETSQ� ZAKON
UMNOVENIQ W TAKIH GRUPPAH WSEGDA KOMMUTATIWEN�pROEKTIWNYE k�GRUPPY NOSQT NA�
ZWANIE ABELEWYH MNOGOOBRAZIJ� w DANNOM OBZORE MY NE BUDEM KASATXSQ ABELEWYH

MNOGOOBRAZIJ� ONI NE DOPUSKA�T NETRIWIALXNYH GOMOMORFIZMOW W GRUPPU GLn�k�
DLQ IH IZU�ENIQ TREBUETSQ SOWER�ENNO DRUGAQ TEHNIKA� dETALXNOE IZU�ENIE STROE�
NIQ ABELEWYH MNOGOOBRAZIJ PROWEDENO W KNIGE mAMFORDA ����

bOLEE PODROBNO NA STROENII LINEJNYH GRUPP MY OSTANOWIMSQ W x�� GDE BUDET
RASSMOTRENA TEORIQ k�FORM�

���� mORFIZM fROBENIUSA� mY BUDEM SLEDOWATX WESXMA OB�EMU OPREDELENI�

MORFIZMA fROBENIUSA� IME��EMUSQ W KNIGE dEMAZ�RA I gROTENDIKA ���� pUSTX S �
SHEMA NAD PROSTYM KONE�NYM POLEM Fp� p � PROSTOE �ISLO� rASSMOTRIM �NDOMORFIZM
f Fp�SHEMY S� INDUCIRU��IJ TOVDESTWENNOE OTOBRAVENIE NA TOPOLOGI�ESKOM PRO�
STRANSTWE S I PEREWODQ�IJ LOKALXNOE SE�ENIE s PU�KA OS W s

p� eSLI X ESTX S�SHEMA
SO STRUKTURNYM MORFIZMOM q  X � S� TO IMEEM KOMMUTATIWNU� DIAGRAMMU

X
f�� X

� q � q
S

f�� S�

KOTORAQ POZWOLQET POSTROITX RASSLOENNOE PROIZWEDENIE S �f�q X � F �X�S	 I S�
MORFIZM F  X � F �X�S	� KOTORYJ I NAZYWAETSQ MORFIZMOM fROBENIUSA SHEMY X
OTNOSITELXNO S� �NDOMORFIZM f Fp�SHEMY NAZYWA�T ABSOL�TNYM �NDOMORFIZMOM

fROBENIUSA� iZ KOMMUTATIWNOJ DIAGRAMMY IMEEM SOOTNO�ENIE  f � pr� � F �
pOSKOLXKU MORFIZM fROBENIUSA U NAS WSTRETITSQ TOLXKO W KATEGORII AFFINNYH

SHEM� PEREFORMULIRUEM WY�EPRIWEDENNOE OPREDELENIE NA QZYKE k�ALGEBR� pUSTX k
� POLE HARAKTERISTIKI p � �� oTOBRAVENIE a � ap OPREDELQET GOMOMORFIZM POLQ

k W SEBQ� �TO POZWOLQET NADELITX PROIZWOLXNU� KOMMUTATIWNU� k�ALGEBRU A NOWOJ

k�STRUKTUROJ� OPREDELENNOJ PO PRAWILU

�a� x	� apx� a � k� x � A�

oBOZNA�IM �TU NOWU� k�ALGEBRU SIMWOLOM F �A	� iMEEM SOOTNO�ENIE FA � Fk�kA�
eSLI X � SpecA� TO OPREDELIM FX PO PRAWILU FX � Spec �FA	� mORFIZM F 
X � FX OPREDELQETSQ GOMOMORFIZMOM k�ALGEBR FA � A PO PRAWILU a � x �� axp�
mOVNO WWESTI TAKVE ITERACII Fn  X � FnX� eSLI POLE L ESTX RAS�IRENIE POLQ

k� TO SPRAWEDLIWO SOOTNO�ENIE F �XL	 � �FX	L� pROWERIM �TO DLQ AFFINNYH SHEM

X � SpecA� w SAMOM DELE

F �A�k L	 � Fk �k �A�k L	 � �Fk �k A	 �k L � FA�k L�
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pOSKOLXKU W PROSTOM POLE Fp SPRAWEDLIWO RAWENSTWO a
p � a� TO DLQ L�BOJ Fp�

SHEMYX SHEMA FX IZOMORFNAX� pREDYDU�AQ FORMULA POKAZYWAET� �TO DLQ SHEMX
NAD Fp WYPOLNQETSQ SOOTNO�ENIE F �Xk	 � Xk I MORFIZM fROBENIUSA F DEJSTWUET

TOVDESTWENNO NA TOPOLOGI�ESKOM PROSTRANSTWE Xk I PEREWODIT KAVDOE SE�ENIE s �
��U�OX	 W sp� GDE U � PROIZWOLXNOE OTKRYTOE PODMNOVESTWO W Xk�

dALEE� GOMOMORFIZM Fk � k QWLQETSQ IZOMORFIZMOM� PO�TOMU F �X �k Y 	 �
FX �k FY DLQ k�SHEM X I Y �

eSLI u  X � Y � MORFIZM k�SHEM� IMEEM ESTESTWENNYJ MORFIZM F �u	  FX �
FY � PRI�EM DIAGRAMMA

X
u�� Y

� F � F
FX

F �u��� FY

KOMMUTATIWNA�
qSNO� ESLI G ESTX k�GRUPPA� TO FG SNOWA k�GRUPPA I MORFIZM F  G � FG

QWLQETSQ GRUPPOWYM GOMOMORFIZMOM�
rASSMOTRIM BOLEE DETALXNO STROENIE k�SHEMY FX� GDE X � SpecA� pUSTX B �

A�p � TENZORNAQ STEPENX ALGEBRY A� C � PODALGEBRA SIMMETRI�ESKIH TENZOROW� oBO�
ZNA�IM �EREZ N OPERATOR SIMMETRIZACII

N �a� � ���� ap	 �
X

ai� � ���� aip �

GDE SUMMA WZQTA PO WSEM PERESTANOWKAM MNOVESTWA f�� ���� pg� eSLI b � B� c � C� TO
N �cb	 � cN �b	� �TO POKAZYWAET� �TO N �B	 QWLQETSQ IDEALOM W ALGEBRE C� rASSMOT�
RIM GOMOMORFIZM u�  B � A� OPREDELQEMYJ OTOBRAVENIEM a� � ���� ap � a����ap�
tAK KAK

u��N �a� � ���� ap		 � p�a����ap � ��

TO IMEEM KOMMUTATIWNU� DIAGRAMMU

C
i��� C�N �B	

� j� � v�
B

u��� A�

GDE j� � WLOVENIE� i� � ESTESTWENNAQ PROEKCIQ� v� � GOMOMORFIZM� OPREDELQEMYJ
KOMPOZICIEJ u�j� � zAMETIM TEPERX� �TO TENZORY WIDA a�����a�GDE a � A� POROVDA�T
C�N �B	 KAK k�ALGEBRU�

OTOBRAVENIE a � � � a � ��� � a� USTANAWLIWAET �PIMORFIZM FA � C�N �B	�
KOTORYJ� KAK NETRUDNO WIDETX� QWLQETSQ IZOMORFIZMOM�tAKIM OBRAZOM� IMEEM DWOJ�
STWENNU� KOMMUTATIWNU� DIAGRAMMU MORFIZMOW

X
u�� Xp

� v � j
FX

i�� Y p�

GDE i � ZAMKNUTOE WLOVENIE� j � ESTESTWENNYJ MORFIZM PROIZWEDENIQ Xp NA SIMMET�
RI�ESKOE PROIZWEDENIE Y p � u � DIAGONALXNYJ MORFIZM�tAK KAK u��j��a�����a		 � ap�
TO v � F �

pUSTX TEPERX G � KOMMUTATIWNAQ k�GRUPPA� oPERACIQ UMNOVENIQ W G OPREDELQET

MORFIZM m  Gp � G� TAKOJ� �TO m�t�� ���� tp	 � t� � �� � tp NA GEOMETRI�ESKIH TO�KAH�
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tAK KAK GRUPPAG KOMMUTATIWNA�TO MORFIZMm PROPUSKAETSQ �EREZ SIMMETRI�ESKU�

STEPENX Y p TAKIM OBRAZOM� �TO DIAGRAMMA

G
u�� Gp m�� G

� F � k
FG

i�� Y p r�� G�

KOMMUTATIWNA� oBOZNA�IM �EREZ V MORFIZM FG� G� POLU�ENNYJ KOMPOZICIEJ i I
r�

aKKURATNYE KONSTRUKCII� PRIWEDENNYE WY�E� SRAZU POKAZYWA�T� �TO FUNKTOR
V OBLADAET ZAME�ATELXNYMI SWOJSTWAMI� A IMENNO� ESLI �  H � G � GOMOMORFIZM
GRUPP� TO DIAGRAMMA

FH
F ����� FG

� V � V
H

��� G�

KOMMUTATIWNA� FUNKTOR V KOMMUTIRUET S PROIZWEDENIEM KOMMUTATIWNYH GRUPP�
MORFIZM V  FG � G QWLQETSQ GRUPPOWYM GOMOMORFIZMOM� NAKONEC� V � F � p�
GDE p OZNA�AET WOZWEDENIE W p�� STEPENX W GRUPPE G�
pRIMER ��� pUSTX G � Gm�k � Gm�Z � k� tOGDA F �Gm�k	 � Gm�k� mORFIZM F

SOWPADAET S �NDOMORFIZMOM p� MORFIZM V QWLQETSQ TOVDESTWENNYM�
pRIMER ��� pUSTX G � Ga�k � Ga�Z � k� F �Ga�k	 � Ga�k� mORFIZM fROBENIUSA

F DEJSTWUET NA G�T 	 � ��T�OT 	� OTOBRAVAQ t W tp� QDRO �p�k MORFIZMA F ESTX

PREDPU�OK GRUPP� SOPOSTAWLQ��IJ KAVDOJ k�SHEME T GRUPPU

�p�k�T 	 � ft � ��T�OT 	 j tp � �g
fUNKTOR �p�k PREDSTAWIM AFFINNOJ SHEMOJ k�x���xp	� GDE k�x� � KOLXCO MNOGO�LENOW
OT ODNOJ PEREMENNOJ� mORFIZM V RAWEN � � IBO p�KRATNAQ SUMMA W GRUPPE Ga RAWNA

��
���� dIAGONALXNYE GRUPPY� pUSTX M � KOMMUTATIWNAQ ABSTRAKTNAQ GRUPPA

S MULXTIPLIKATIWNYM UMNOVENIEM� Z�M � � GRUPPOWOE KOLXCO�D�M 	 � SpecZ�M ��
dLQ L�BOGO KOMMUTATIWNOGO KOLXCA R S EDINICEJ IMEEM

D�M 	�R	 � Homring�Z�M �� R	 � Homgr�M�R�	

PO OPREDELENI� GRUPPOWOGO KOLXCA� mY WIDIM� �TO MNOVESTWO D�M 	�R	 OBLADAET
STROENIEM KOMMUTATIWNOJ GRUPPY I GRUPPOWAQ STRUKTURA FUNKTORIALXNA PO R� tA�
KIM OBRAZOM� SHEMA D�M 	 QWLQETSQ KOMMUTATIWNOJ GRUPPOWOJ SHEMOJ� gRUPPA D�M 	
NAZYWAETSQ DIAGONALXNOJ GRUPPOJ�

zAME�ANIE� w KONSTRUKCII GRUPPOWOGO KOLXCA Z�M � SU�ESTWENNO� �TO W M OPE�
RACIQ ZAPISYWAETSQ MULXTIPLIKATIWNO� s DRUGOJ STORONY� ADDITIWNAQ ZAPISX DLQ
KOMMUTATIWNYH GRUPP �REZWY�AJNO UDOBNA I PRIWY�NA� pO�TOMU W NEKOTORYH BEZ�
WYHODNYH SITUACIQH TIPA Z�Z� BUDEM UPOTREBLQTX IZOMORFIZM e M � e�M 	 PERE�
HODA OT ADDITIWNOJ ZAPISI K MULXTIPLIKATIWNOJ� �LEMENT e�m	� m � M� OBY�NO
ZAPISYWAETSQ W POKAZATELXNOJ FORME

e�m	 � em� em�m�

� emem
�

� e� � ��

eSLI 	 � Aut �M 	� TO OPREDELIM DEJSTWIE OPERATORA 	 NA e�M 	 PO PRAWILU 	�em	 �
e�m� tOGDA 	 BUDET I OPERATORNYM IZOMORFIZMOM�
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zAPI�EM GRUPPOWYE OPERACII W GRUPPE D�M 	 NA QZYKE KOLEC� pUSTX p� I p� �
PERWAQ I WTORAQ PROEKCII PROIZWEDENIQ D�M 	�D�M 	� tOGDA p� I p� LEVAT W GRUP�
PE D�M 	�D�M 	 �D�M 		� SLEDOWATELXNO� OPREDELEN MORFIZM m � p�p�� GDE SPRAWA
PROIZWEDENIE W GRUPPE

D�M 	�D�M 	 �D�M 	 � Homring�Z�M �� Z�M �� Z�M �	�

dUALXNOE PROIZWEDENIE m� � p�
�p�

� LEGKO WY�ISLQETSQ� gOMOMORFIZMY KOLEC

pi
�  Z�M �� Z�M �� Z�M � IME�T WID

p�
��g	 � g � �� p�

��g	 � �� g� g �M�

OTKUDA m��g	 � g � g� kOEDINICA e�  Z�M �� Z OPREDELQETSQ PRAWILOM e��g	 � � �
KOOBRA�ENIE i� � cTANDARTNOE i��g	 � g���

pUSTX f  M � N � GOMOMORFIZM ABELEWYH GRUPP� ON PRODOLVAETSQ DO GOMO�
MORFIZMA GRUPPOWYH KOLEC f  Z�M � � Z�M � I� SLEDOWATELXNO� GOMOMORFIZM f
OPREDELQET MORFIZM SHEM D�f	  D�N 	 � D�M 	� KOTORYJ� KAK LEGKO WIDETX� QW�
LQETSQ GRUPPOWYM GOMOMORFIZMOM� tAKIM OBRAZOM� SOOTWETSTWIE M � D�M 	 ESTX
KONTRAWARIANTNYJ FUNKTOR IZ KATEGORII ABELEWYH GRUPP W KATEGORI� GRUPPOWYH

AFFINNYH SHEM� o�EWIDNO� �TO D�M � N 	 � D�M 	 �D�N 	�
pRIMER ��� mULXTIPLIKATIWNAQ GRUPPA Gm PRIMERA � ESTX �ASTNYJ SLU�AJ

DIAGONALXNOJ GRUPPY� Gm � D�Z	� GDE GRUPPU Z SLEDUET RASSMATRIWATX W MULXTI�
PLIKATIWNOJ ZAPISI S OBRAZU��IM �LEMENTOM t� eSLI M � Zn� TO D�M 	 � D�Zn	 �
Gn
m�
pRIMER ��� eSTESTWENNYJ MONOMORFIZM KOLEC Z�t�� Z�t� t��� OPREDELQET MOR�

FIZM SHEM Gm � A�� PRI�EM� �TO OTKRYTOE WLOVENIE� sWERH TOGO� GRUPPA Gm�R	 �
R� DEJSTWUET NA A��R	 � R UMNOVENIQMI� �TO OPREDELQET MORFIZM SHEM Gm�A� �
A�� nA QZYKE KOLEC �TO DEJSTWIE OPREDELQETSQ DIAGONALXNYM GOMOMORFIZMOM KOLEC

Z�t�� Z�t� t���� Z�t��

pEREHODQ K PROIZWEDENIQM� WIDIM� �TO GRUPPA Gn
m ESTESTWENNO DEJSTWUET NA An� TAK

MOVET BYTX ISTOLKOWAN GOMOMORFIZM KOLEC

Z�t�� ���� tn�� Z�t�� ��� tn� t
��
� � ��� t��n ��

pRIMER ��� pUSTX Z�nZ � CIKLI�ESKAQ GRUPPA PORQDKA n�tOGDA D�Z�nZ	 ESTX
NE �TO INOE KAK GRUPPOWAQ SHEMA �n PRIMERA ��� pOSKOLXKU WSQKAQ KONE�NAQ ABELEWA
GRUPPA A ESTX PRQMAQ SUMMA CIKLI�ESKIH GRUPP� TO GRUPPA D�A	 ESTX PROIZWEDE�
NIE GRUPPOWYH SHEM WIDA �n� dALEE� PUSTX M � ABELEWA GRUPPA S KONE�NYM �ISLOM

OBRAZU��IH� iZWESTNO� �TO M ESTX PRQMAQ SUMMA Zd 
A� GDE A � KONE�NAQ GRUPPA�
pO�TOMU D�M 	 � Gd

m �D�A	�
���� hARAKTERY GRUPPOWYH SHEM� pUSTX G � PROIZWOLXNAQ GRUPPOWAQ SHEMA�

RASSMOTRIM KOMMUTATIWNU� GRUPPU

bG�S	 � HomS�gr�GS � Gm�S	�

KOTORU� BUDEM NAZYWATX GRUPPOJ S�HARAKTEROW GRUPPY G� dLQ WSQKOGO MORFIZMA u 
T � S IMEEM GOMOMORFIZM GRUPP bG�u	  bG�S	 � bG�T 	� pOLU�AEM KONTRAWARIANTNYJ

FUNKTOR bG IZ KATEGORII GRUPPOWYH SHEM W KATEGORI� KOMMUTATIWNYH ABSTRAKTNYH

GRUPP � PU�OK HARAKTEROW GRUPPY G� oGRANI�ENIE FUNKTORA bG NA KATEGORI� S�
GRUPP OBOZNA�IM �EREZ bGS � pUSTX f  G� � G� � GOMOMORFIZM GRUPPOWYH SHEM� qSNO�
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�TO MY IMEEM ODNOZNA�NO OPREDELENNYJ GOMOMORFIZM KOMMUTATIWNYH ABSTRAKTNYH

GRUPP

�f  cG��S	 � cG��S	

T�E� �f ESTX GOMOMORFIZM PU�KOW HARAKTEROW cG� � cG�� zAMETIM TAKVE� �TO

d�G� � G�	�S	 � cG��S	 � cG��S	�

pRIMER �	� iZU�IM PU�OK HARAKTEROW dD�M 	 DIAGONALXNOJ GRUPPY� pUSTX S �

SpecR I u � dD�M 	�S	 � T�E� u ESTX GOMOMORFIZM u  DR�M 	� Gm�R GRUPPOWYH SHEM�
oBOZNA�IM �EREZ u� SOOTWETSTWU��IJ GOMOMORFIZM R�ALGEBR

u�  R�t� t���� R�M ��

pOSKOLXKU u � GRUPPOWOJ GOMOMORFIZM� TO DIAGRAMMA

R�t� t���
u��� R�M �

� m� � m�
�

R�t� t����R�t� t���
�u��u���� R�M ��R R�M �

KOMMUTATIWNA�gOMOMORFIZM u� WPOLNE OPREDELQETSQ ZNA�ENIEM u��t	 �
P

rgg� rg �
R � iZ KOMMUTATIWNOSTI DIAGRAMMY SLEDUET� �TO r�g � rg� rgrh � �� ESLI g �� h �
dALEE� EDINICA PEREHODIT W EDINICU� T�E� DIAGRAMMA

R�t� t���
u��� R�M �

� e� � e��

R

KOMMUTATIWNA� oTS�DA � � e��t	 � e��u
��t	 �

P
rg� wYPI�EM KONE�NU� SISTEMU

r�� ��� rm NENULEWYH KO�FFICIENTOW �LEMENTA u��t	� �TO KONE�NAQ SISTEMA IDEMPO�
TENTOW KOLXCA R�tAKAQ SISTEMA OPREDELQET PRQMOE RAZLOVENIE KOLXCA R� �TO� W
SWO� O�EREDX� INDUCIRUET RAZBIENIE PROSTRANSTWA S � SpecR NA OTKRYTYE POD�
MNOVESTWA Si� �LEMENT u��t	 �

Pm
i�� rigi� ODNOZNA�NO OPREDELQET FUNKCI� NA S�

PRINIMA��U� NA Si ZNA�ENIE gi �M �
oBRATNO� PUSTX f  S �M � PROIZWOLXNAQ LOKALXNO POSTOQNNAQ FUNKCIQ� tOGDA

S �
S
Sg� g � M�� GDE Sg � f���g	 �Sg MOVET BYTX I PUSTYM	� iZ KWAZIKOMPAKT�

NOSTI PROSTRANSTWA S SLEDUET� �TO RAZBIENIE S NA PODMNOVESTWA Sg KONE�NO I �
SLEDOWATELXNO� OPREDELQETSQ NEKOTOROJ KONE�NOJ SISTEMOJ IDEMPOTENTOW

r�� ��� rm�

mX
i��

ri � �� S �
m�
i��

Sgi

�LEMENT
Pm

i�� rigi OBRATIM W R�M � I OTOBRAVENIE t � P
rigi OPREDELQET GOMOMOR�

FIZM GRUPPOWYH SHEM

DR�M 	� Gm�R

tAKIM OBRAZOM� IMEEM BIEKCI� MNOVESTW dD�M 	�S	 I MZ�S	� GDE MZ � POSTOQNNAQ
GRUPPOWAQ SHEMA� lEGKO WIDETX� �TO DANNAQ BIEKCIQ QWLQETSQ GRUPPOWYM IZOMORFIZ�
MOM� pONQTNO� �TO WSE �TI RAS�ETY SPRAWEDLIWY I W OTNOSITELXNOM SLU�AE� T�E� DLQ
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SHEMY DS�M 	� tAKIM OBRAZOM� PU�OK HARAKTEROW dDS �M 	 DIAGONALXNOJ S�GRUPPY

PREDSTAWIM POSTOQNNOJ GRUPPOWOJ SHEMOJ MS � dDS �M 	 � MS �
pRIMER �
� pUSTX MS � POSTOQNNAQ GRUPPOWAQ S�SHEMA� nAPOMNIM� �TO DLQ

L�BOJ S�SHEMY X IMEEM BIEKCI�

Hom S�MS � X	 � fMNOVESTWO WSEH FUNKCIJ NA M SO ZNA�ENIQMI W X�S	g�
eSLI G ESTX S�GRUPPA� TO MOVNO RASSMOTRETX MNOVESTWOHom S�gr�MS � G	� QWLQ�

��EESQ PODMNOVESTWOM WHom S �MS � G	�pUSTX f � Hom S�gr�MS � G	��TO OZNA�AET�
�TO KOMMUTATIWNA SLEDU��AQ DIAGRAMMA

MS �S MS
�f�f��� G�S G

� m � m
MS

f�� G�

GDE m OZNA�AET GRUPPOWOE UMNOVENIE� iSTOLKOWYWAQ f KAK FUNKCI� NA M SO ZNA�
�ENIQMI W G�S	� MY WIDIM IZ DIAGRAMMY� �TO f�a	f�b	 � f�ab	 DLQ WSEH a� b � M �
tAKIM OBRAZOM�

Hom S�gr�MS � G	 � Hom gr�M�G�S		�

pUSTX TEPERX G � Gm�S � tOGDA

dMS �T 	 � Hom T�gr�MT � G	 � Hom gr�M�G�T 		�

DLQ L�BOJ S�SHEMY T � s DRUGOJ STORONY�

DS�M 	�T 	 � Hom gr�M�Gm�T 		�

iTAK� PU�OK HARAKTEROW POSTOQNNOJ GRUPPOWOJ S�SHEMY MS PREDSTAWIM DIAGONALX�
NOJ GRUPPOWOJ SHEMOJ DS�M 	 dMS

� DS �M 	�
��	� bIHARAKTERY� pUSTX G I H � DWE GRUPPOWYE SHEMY I Hom bim�G�H�Gm	

SOSTOIT IZ TAKIH MORFIZMOW f � Hom �G � H�Gm	� �TO DLQ L�BOJ SHEMY S OTO�
BRAVENIE GRUPP f�S	  G�S	 �H�S	 � Gm�S	 BIMULXTIPLIKATIWNO� mORFIZMY IZ

Hom �G�H�Gm	 MOVNO PEREMNOVATX KAK FUNKCII SO ZNA�ENIQMI W GRUPPE� PROIZ�
WEDENIE BIMULXTIPLIKATIWNYH FUNKCIJ BIMULXTIPLIKATIWNO�

pUSTX T � S � PROIZWOLXNYJ MORFIZM SHEM� f � Hom bim�G�H�Gm	� rASSMOT�
RIM OTOBRAVENIQ

G�T 	�H�S	� G�T 	 �H�T 	
f�T ��� Gm�T 	

wSQKIJ �LEMENT h � H�S	 OPREDELQET GOMOMORFIZM GRUPP G�T 	 � Gm�T 	 FUNK�
TORNO PO T � tAKIM OBRAZOM� �LEMENT h OPREDELQET GOMOMORFIZM GRUPPOWYH SHEM

GS � Gm�S � T�E� �LEMENT GRUPPY bG�S	� dALEE� OTOBRAVENIE H�S	 � �G�S	 QWLQ�
ETSQ GRUPPOWYM GOMOMORFIZMOM� FUNKTORNYM PO S� w REZULXTATE� OTOBRAVENI� f
POSTAWLEN W SOOTWETSTWIE WPOLNE OPREDELENNYJ �LEMENT u�f	 GRUPPY Homgr�H� �G	�
PRI�EM u�f�f�	 � u�f�	u�f�	� iTAK� IMEEM ESTESTWENNYJ GOMOMORFIZM

u  Hom bim�G�H�Gm	� Hom gr�H� �G	 ��	

pOKAVEM� �TO u ESTX IZOMORFIZM� pUSTX r � Hom gr�H� �G	� tOGDA DLQ L�BOJ SHEMY
S IMEEM GOMOMORFIZM GRUPP

r�S	  H�S	� �G�S	 � Hom S�gr�GS � Gm�S	
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pOLOVIM f�S	�h� g	 � �r�S	�h	��g	� GDE h � H�S	� g � G�S	� tOGDA f�S	 ESTX BI�
MULXTIPLIKATIWNOE OTOBRAVENIE G�S	 � H�S	 � Gm�S	� OPREDELQ��EE MORFIZM
f  Hom bim�G�H�Gm	� qSNO� �TO POSTROENNYE OTOBRAVENIQ WZAIMNO OBRATNY� TA�
KIM OBRAZOM� GOMOMORFIZM ��	 QWLQETSQ IZOMORFIZMOM� sOOTNO�ENIE ��	 OSTAETSQ
SPRAWEDLIWYM I W KATEGORII S�GRUPP� IBO W RASSUVDENIQH NI�EGO MENQTX NE NADO�
lEWAQ �ASTX FORMULY ��	 SIMMETRI�NA OTNOSITELXNO G I H� PO�TOMU IMEEM IZOMOR�
FIZM

Hom S�gr�G� �H	 � Hom S�gr�H� �G	 ��	

wOSPOLXZUEMSQ PRIMERAMI �� I �
� pUSTX G � DS�M 	�H � dDS �N 	 � NS � tOGDA
FORMULA ��	 PRINIMAET WID

Hom S�gr�DS �M 	� DS�N 		 � Hom S�gr�NS �MS	 ��	

rASSMOTRIM BOLEE PODROBNO PREDPU�OKF NA KATEGORII S�SHEM SO ZNA�ENIQMI W KA�
TEGORII KOMMUTATIWNYHGRUPP� OPREDELQEMYJ PO PRAWILU F�T 	 � Hom T�gr�NT �MT 	�
DLQ L�BOJ S�SHEMY T � pUSTX Hom gr�N�M 	S � POSTOQNNAQ GRUPPOWAQ S�SHEMA� gRUP�
PA �Hom gr �N�M 	S	�T 	 ESTX GRUPPA LOKALXNO POSTOQNNYH FUNKCIJ NA TOPOLOGI�ES�
KOM PROSTRANSTWE T SO ZNA�ENIQMI W GRUPPE Hom gr�N�M 	� wSQKU� TAKU� FUNKCI�

MOVNO PREDSTAWITX KAK OTOBRAVENIE f  T � N � M � MULXTIPLIKATIWNOE PO WTO�
ROMU MNOVITEL�� dLQ KAVDOGO FIKSIROWANNOGO n � N � FUNKCIQ t � f�t� n	 ESTX
�LEMENT MNOVESTWA MT �T 	� TAKIM OBRAZOM� OTOBRAVENIE f ESTX �LEMENT GRUPPY

Hom gr�N�MT �T 		 � Hom T�gr�NT �MT 	 � F�T 	�

iTAK� IMEEM KANONI�ESKIJ MONOMORFIZM PU�KOW

Hom gr�N�M 	S � F ��	

pUSTX TEPERX GRUPPA N IMEET KONE�NOE �ISLO OBRAZU��IH S BAZOJ n�� � � � � nk� wYBE�
REM h � F�T 	 � Hom gr�N�MT �T 		� PUSTX h�ni	 � fi � MT �T 	� pOLOVIM g�t� ni	 �

fi�t	� eSLI n �
Pk

i�� aini� TO POLAGAEM g�t� n	 �
Pk

i�� aig�t� ni	 �
Pk

i�� aifi�t	� qSNO�
�TO g�t� n� n�	 � g�t� n	 � g�t� n�	 I PRI POSTOQNNOM n FUNKCIQ g�t� n	 BUDET LEVATX
W NT �T 	� oTOBRAVENIE h � g OPREDELQET GOMOMORFIZM F�T 	 � Hom gr�N�M 	S�T 	�
lEGKO WIDETX� �TO �TOT GOMOMORFIZM PU�KOW F � Hom gr�N�M 	S I GOMOMORFIZM ��	
WZAIMNO OBRATNY� tAKIM OBRAZOM�PREDPU�OK GRUPP F PREDSTAWIM S�SHEMOJ
Hom gr�N�M 	S � ESLI GRUPPA N KONE�NOGO TIPA� wERNEMSQ TEPERX K IZOMORFIZMU

��	 PRI USLOWII� �TO GRUPPA N IMEET KONE�NYJ TIP� A SHEMA S � SWQZNA� tOGDA
Hom S�gr�NS �MS	 � F�S	 � Hom gr�N�M 	S �S	 � Hom gr�N�M 	 I MY IMEEM SLE�
DU��EE UTWERVDENIE
tEOREMA� pUSTX S � SWQZNAQ SHEMA I N � KOMMUTATIWNAQ GRUPPA KONE�NOGO TIPA�

TOGDA IMEEM GRUPPOWOJ IZOMORFIZM

Hom S�gr�DS �M 	� DS�N 		 � Hom gr�N�M 	� �
w �ASTNOSTI�

Aut S�gr�DS �N 		 � Aut gr�N 	�

sLEDSTWIE� eSLI S � SWQZNAQ SHEMA� TO

Aut S�gr�DS �N 		 � Aut grDS�Z
n	 � GL�n� Z	�

Hom S�gr�G
n
m�S � Gm�S	 � Hom gr�Z�Z

n	 � Zn�
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��
� tO�NOSTX FUNKTORA D� pUSTX B QWLQETSQ A�ALGEBROJ I �  A � B �
KANONI�ESKIJ GOMOMORFIZM� KOLXCA A I B KOMMUTATIWNY S EDINICAMI� nAPOMNIM�
�TO A�MODULX M NAZYWAETSQ PLOSKIM�ESLI FUNKTOR FM  N � N �A M QWLQETSQ

TO�NYM NA KATEGORII A�MODULEJ� dALEE� B NAZYWAETSQ STROGO PLOSKOJ A�ALGEBROJ�
ESLI WYPOLNQETSQ ODNO IZ DWUH �KWIWALENTNYH USLOWIJ

A	 �  A� B ESTX WLOVENIE I A�MODULX B���A	 QWLQETSQ PLOSKIM�
B	 B ESTX PLOSKIJ A�MODULX I OTOBRAVENIE ��  SpecB � SpecA S�R�EKTIWNO�
mORFIZM SpecB � SpecA NAZYWAETSQ STROGO PLOSKIM� ESLI B QWLQETSQ STROGO

PLOSKOJ A�ALGEBROJ� sTROGO PLOSKIE MORFIZMY OBLADA�T RQDOM PRIQTNYH SWOJSTW�
KOTORYE MY BUDEM POD�ERKIWATX W NUVNYH MESTAH�

pUSTX u  M � N MONOMORFIZM ABSTRAKTNYH GRUPP� TOGDA IMEEM WLOVENIE

R�M �� R�N � GRUPPOWYH KOLEC I R�N � KAKR�M ��MODULX QWLQETSQ SWOBODNYM S BAZOJ�
OBRAZOWANNOJ PREDSTAWITELQMI SMEVNYH KLASSOW N�M � �TO POKAZYWAET� �TO R�N �
ESTX STROGO PLOSKAQ R�M ��ALGEBRA I� SLEDOWATELXNO� MORFIZM u�  DR�N 	� DR�M 	
QWLQETSQ STROGO PLOSKIM� oBRATNO� ESLI R�N � � cTROGO PLOSKAQ R�M ��ALGEBRA� TO
GOMOMORFIZM R�M �� R�N � IN�EKTIWEN� PO�TOMU GOMOMORFIZM u  M � N QWLQETSQ

MONOMORFIZMOM� pUSTX TEPERX u M � N � �PIMORFIZM GRUPP� TOGDA R�M �� R�N �
� �PIMORFIZM KOLEC I� SLEDOWATELXNO� u� ESTX ZAMKNUTOE WLOVENIE� oBRATNO� PUSTX
u� ESTX MONOMORFIZM� tOGDA Hom gr�N� T �	 � Hom gr�M�T �	 ESTX MONOMORFIZM
DLQ L�BOJ R�ALGEBRY T �rASSMOTRIM TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX ABELEWYH GRUPP

�� u�M 	� N � N�u�M 	� ��iZ TO�NOSTI SLEWA FUNKTORAHom I NA�EGO PREDPO�
LOVENIQ SLEDUET� �TO Hom gr�N�u�M 	� T �	 � � DLQ WSEH T � eSLI WZQTX W KA�ESTWE T
GRUPPOWOE KOLXCO R�N�u�M 	�� TO QSNO� �TO N � u�M 	� pOPUTNO NAMI USTANOWLENO�
�TO USLOWIQ DR�M 	 � E I M � � RAWNOSILXNY�
oPREDELENIE� pOSLEDOWATELXNOSTX S�GRUPP

�� G�
��� G

��� G�� � � ��	

NAZOWEM TO�NOJ� ESLI GOMOMORFIZM � ESTX ZAMKNUTOE WLOVENIE� OTOVDESTWLQ��EE
G� S QDROM GOMOMORFIZMA 
� A GOMOMORFIZM 
 QWLQETSQ STOROGO PLOSKIM�

gRUPPU G�� NAZYWA�T FAKTOR�GRUPPOJ GRUPPY G PO PODGRUPPE G� I OBOZNA�A�T
G�G�� wOPROS O SU�ESTWOWANII FAKTORA T�E� WOPROS O DOPOLNENII ZAMKNUTOGO MONO�
MORFIZMA G� � G DO TO�NOJ POSLEDOWATELXNOSTI ��	 QWLQETSQ WESXMA DELIKATNYM
DLQ OB�IH SHEM S� dLQ DIAGONALXNYH GRUPP �ASTI�NYJ OTWET DA�T WY�EPRIWEDEN�
NYE RASSUVDENIQ� IZ KOTORYH SLEDUET� �TO IZ TO�NOJ POSLEDOWATELXNOSTI ABELEWYH
GRUPP

��M � ��M ��M �� � �

SLEDUET TO�NOSTX POSLEDOWATELXNOSTI SOOTWETSTWU��IH DIAGONALXNYH GRUPP

�� DR�M
��	 �� DR�M 	 �� DR�M

�	� ��

pUSTX TEPERX SHEMA S � SpecR SWQZNA� A M I N � ABELEWY GRUPPY KONE�NOGO

TIPA� tOGDA� KAK MY WIDELI W P������ WSQKIJ GOMOMORFIZM R�GRUPP

DR�N 	 � DR�M 	

OPREDELQETSQ EDINSTWENNYM GOMOMORFIZMOM GRUPP� dALEE� TO�NAQ POSLEDOWATELX�
NOSTX R�GRUPP

�� DR�M
��	 �� DR�M 	 �� DR�M

�	� �
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OPREDELQET TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX GRUPP

��M � ��M ��M �� � �

tAKIM OBRAZOM� W KATEGORII DIAGONALIZIRUEMYH R�GRUPP KONE�NOGO TIPA NAD

cWQZNOJ SHEMOJ S � SpecR DLQ WSQKOGO GOMOMORFIZMA

u  DR�N 	 � DR�M 	

IMEETSQ QDRO I KOQDRO� PRI�EM GRUPPY DR�N 	�Ker �u	 I Im�u	 IZOMORFNY� iNA�E
GOWORQ� �TA KATEGORIQ QWLQETSQ ABELEWOJ� DWOJSTWENNOJ KATEGORII ABELEWYH GRUPP S
KONE�NYM �ISLOM OBRAZU��IH� dWOJSTWENNOSTX USTANAWLIWAETSQ SOOTWETSTWIEM

M �� DR�M 	

ILI OBRATNYM DLQ NEGO

DR�M 	 �� dDR�M 	�R	 � M�

pRIMER ��� pOSTROENIE FAKTOR�GRUPPY W KATEGORII DIAGONALIZIRUEMYH R�
GRUPP�pUSTX u�  DR�N 	� DR�M 	 � MONOMORFIZM R�GRUPP� ON OPREDELQETSQ WPOLNE
OPREDELENNYM �PIMORFIZMOM u M � N �pUSTXH � Ker �u	� tOGDADR�M 	�DR�N 	 �
DR�H	�
zAME�ANIE� sU�ESTWOWANIE FAKTOR�GRUPP DOKAZANO K NASTOQ�EMU WREMENI W GO�

RAZDO BOLEE OB�EJ SITUACII NAPRIMER� W KATEGORII WSEH k�GRUPP KONE�NOGO TIPA�
W KATEGORII ALGEBRAI�ESKIH GRUPP� W KATEGORII AFFINNYH ALGEBRAI�ESKIH GRUPP�
pODROBNOSTI W FUNDAMENTALXNOM TRUDE dEMAZ�RA I gROTENDIKA ����
pRIMER ��� pUSTX k � POLE HARAKTERISTIKI p � � I G � Dk�M 	� pOSKOLXKU

G � DZ�M 	� k� TO FG � G I MORFIZM fROBENIUSA F DEJSTWUET PO PRAWILU x� xp

NA GEOMETRI�ESKIH TO�KAH� A MORFIZM V QWLQETSQ TOVDESTWENNYM�
����� kOGOMOLOGII gALUA� pUSTX � � KONE�NAQ GRUPPA� A � NEKOTORYJ ��

MODULX� TOGDA OPREDELENY GRUPPY GOMOLOGIJHn��� A	 I KOGOMOLOGIJHn��� A	�kAR�
TAN I �JLENBERG ���� dLQ L�BOJ TO�NOJ POSLEDOWATELXNOSTI ��MODULEJ

� � A� �� A �� A�� � �

WOZNIKA�T TO�NYE POSLEDOWATELXNOSTI GOMOLOGIJ I KOGOMOLOGIJ

��� Hn����� A
��	� Hn��� A

�	� Hn��� A	� Hn��� A
��	� ��

��� Hn����� A��	� Hn��� A�	� Hn��� A	� Hn��� A��	� ��

sIMWOL A� OZNA�AET PODMNOVESTWO �LEMENTOW W A� INWARIANTNYH OTNOSITELXNO DEJ�
STWIQ GRUPPY �� w GRUPPOWOM KOLXCE Z��� PUSTX N �

P
	� 	 � � � A I � QDRO POPOL�

NQ��EGO GOMOMORFIZMA �  Z���� Z� PEREWODQ�EGO KAVDYJ �LEMENT 	 � � W �� qDRO
� POROVDAETSQ �LEMENTAMI WIDA 	��� 	 � ��mODULX A�IA � Z��A OBOZNA�IM �E�
REZ A�� PUSTX NA I AN � OBRAZ I QDRO NORMENNOGO OTOBRAVENIQ N  A� A� eSLI �
QWLQETSQ PODGRUPPOJ GRUPPY �� TO IMEETSQ ESTESTWENNYJ GOMOMORFIZM OGRANI�ENIQ

res  Hq��� A	 � Hq��� A	�

ESLI VE � NORMALXNAQ PODGRUPPA� TO SU�ESTWUET GOMOMORFIZM

inf  Hq����� A		 � Hq��� A	�
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NAZYWAEMYJ INFLQCIEJ� w �TOM SLU�AE TO�NA POSLEDOWATELXNOSTX hOH�ILXDA�sERRA

�� H������ A		� H���� A	� H���� A	��	 � H������ A		� H���� A	�

eE OBOB�ENIE� eSLI Hq��� A	 � � PRI � � q � n� � � TO POSLEDOWATELXNOSTX

�� Hn���� A		� Hn��� A	� Hn��� A	��	 � Hn������� A		� Hn����� A	

TO�NA� dV�tEJT PREDLOVIL SRASTITX TO�NYE POSLEDOWATELXNOSTI GOMOLOGIJ I KO�
GOMOLOGIJ W ODNU KOGOMOLOGI�ESKU� POSLEDOWATELXNOSTX SLEDU��IM OBRAZOM� oN
WWODIT SLEDU��IE OBOZNA�ENIQ

�Hn��� A	 � Hn��� A	 DLQ n � ��

�H���� A	 � A��NA�

�H����� A	 � A��AN �

�H�n��� A	 � Hn����� A	� n � ��

tOGDA IMEEM TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX� BESKONE�NU� W OBE STORONY

��� �Hn����� A��	� �Hn��� A�	� �Hn��� A	� �Hn��� A��	� ��

eSTESTWENNYM ISTO�NIKOM I OBRAZCOM DLQ POSTROENIQ TEORII KOGOMOLOGIJ GRUPP

QWILISX� NE W POSLEDN�� O�EREDX� TAK NAZYWAEMYE KOGOMOLOGII gALUA� pUSTX L�k �
KONE�NOE RAS�IRENIE gALUA S GRUPPOJ � � Gal �L�k	� A � ��MODULX� EGO NAZYWA�T
MODULEM gALUA� oGROMNOE KOLI�ESTWO MODULEJ gALUA DOSTAWLQET NAM TEORIQ ALGEB�
RAI�ESKIH �ISEL I DIOFANTOWA GEOMETRIQ� K PRIMERU� GRUPPA IDEALOW� GRUPPA KLAS�
SOW IDEALOW� GRUPPA EDINIC POLQ L� GRUPPA pIKARA ALGEBRAI�ESKOGO MNOGOOBRAZIQ I
T�D� gRUPPY �Hq��� A	 OBOZNA�A�TSQ TAKVE �Hq�L�k�A	� pROSTEJ�IMI ��MODULQMI
QWLQ�TSQ ADDITIWNAQ GRUPPA POLQ L I EGO MULXTIPLIKATIWNAQ GRUPPA L� �
pRIMER ��� kOGOMOLOGII GRUPPY L TRIWIALXNY �Hq�L�k�A	 � � DLQ WSEH q�

�TO OTRAVENIE TOGO FAKTA� �TO RAS�IRENIE L�k OBLADAET NORMALXNYM BAZISOM�
oDNAKO� KOGOMOLOGI�ESKIE HARAKTERISTIKI GRUPPY L� WESXMA NETRIWIALXNY I IH

IZU�ENIE PROLIWAET DOPOLNITELXNYJ SWET NA KONSTRUKCI� SAMOGO POLQ� iZWESTNO�
�TO H��L�k� L�	 � � �TEOREMA gILXBERTA 
�	� gRUPPA H��L�k� L�	 IGRAET OSOBU�

ROLX W ALGEBRAI�ESKIH KONSTRUKCIQH� PRI�EM ONA OPISYWAET OB�EKTY SU�ESTWEN�
NO NEKOMMUTATIWNOJ PRIRODY� pUSTX ks � SEPARABELXNOE ZAMYKANIE POLQ k� fLig �
MNOVESTWO WSEWOZMOVNYH KONE�NYH RAS�IRENIJ gALUA POLQ k� k � ks� TOGDA OPRE�
DELEN INDUKTIWNYJ PREDEL limH��L�k� L�	� ON OBOZNA�AETSQ H��k� k�s	 I NAZYWAETSQ
KOGOMOLOGI�ESKOJ GRUPPOJ bRAU�RA Br k POLQ k� pOSKOLXKU H��L�k� L�	 � � � TO
WLOVENIE L � ks OPREDELQET TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX

� � H��L�k� L�	 � H��k� k�s	 � H��L� k�s	

ILI� W DRUGIH OBOZNA�ENIQH�

� � Br �L�k	 � Br k � Br L�

GDE Br �L�k	 ESTX H��L�k� L�	� gRUPPA H��L�k� L�	 PODROBNO RASSMOTRENA W KNIGE
wAN�DER�wARDENA ��� W TERMINAH SKRE�ENNYH PROIZWEDENIJ� iZ �TOJ TRAKTOWKI SLE�
DUET� �TO GRUPPA Br k IZOMORFNA GRUPPE KLASSOW CENTRALXNYH PROSTYH ALGEBR NAD
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POLEM k� �TIM OB�QSNQETSQ I NAZWANIE� �LEMENTY IZ H��L�k� L�	 SOOTWETSTWU�T TEM
KLASSAM ALGEBR� KOTORYE RASPADA�TSQ NAD POLEM L�

eSLI A � GRUPPA� NE OBQZATELXNO KOMMUTATIWNAQ� NA KOTOROJ DEJSTWUET GRUPPA ��
TO OPREDELENA GRUPPA H���� A	 � A� I MNOVESTWO H���� A	 S OTME�ENNOJ TO�KOJ�
I DLQ TO�NOJ POSLEDOWATELXNOSTI TAKIH ��GRUPP

� � A� �� A �� A�� � �

WOZNIKAET TO�NAQ POSLEDOWATELXNOSTX KOGOMOLOGIJ

� � H���� A�	� H���� A	� H���� A��	� H���� A�	� H���� A	�

eSLI A� � NORMALXNYJ DELITELX W A� TO �TA POSLEDOWATELXNOSTX PRODOLVAETSQ NA
ODNU STRELKU WPRAWO� ESLI VE A� � NORMALXNYJ DELITELX� LEVA�IJ W CENTRE GRUPPY
A� TO WY�EUKAZANNAQ POSLEDOWATELXNOSTX PRODOLVAETSQ DO H���� A�	�

����� pU�KI I KOGOMOLOGII W �TALXNOJ TOPOLOGII� o�ENX �IROKIM OBOB�
�ENIEM TEORII KOGOMOLOGIJ gALUA QWILISX WWEDENNYE gROTENDIKOM �TALXNYE KO�
GOMOLOGII SHEM� nA SHEME X RASSMATRIWAETSQ TAK NAZYWAEMAQ �TALXNAQ TOPOLOGIQ

I DLQ L�BOGO PU�KA KOMMUTATIWNYH GRUPP F NA X OPREDELENY GRUPPY KOGOMOLO�
GIJ Hq

et�X�F	� NESU�IE W SEBE ZNA�ITELXNO BOLX�U� INFORMACI�� �EM KOGOMOLOGII
W TOPOLOGII zARISSKOGO� �TALXNYE KOGOMOLOGII IME�T PREIMU�ESTWO DAVE PERED
KOMPLEKSNYMI KOGOMOLOGIQMI� TAK KAK PERWYE REAGIRU�T NA DEJSTWIE GRUPPY gALUA
Gal �k�k	� ESLI KOMPLEKSNOE ALGEBRAI�ESKOE MNOGOOBRAZIE X OPREDELENO NAD PODPO�
LEM k POLQ KOMPLEKSNYH �ISEL C� sDELAEM OBZOR OSNOWNYH FAKTOW IZ OBLASTI PU�KOW
I KOGOMOLOGIJ W �TALXNOJ TOPOLOGII� NEOBHODIMYH DLQ DALXNEJ�EGO� pODROBNOSTI
W KNIGE mILNA ����

pUSTX x � TO�KA TOPOLOGI�ESKOGO PROSTRANSTWA SHEMY X� �EREZ x BUDET WSEGDA
OBOZNA�ATXSQ SPEKTR SEPARABELXNOGO ZAMYKANIQ POLQ k�x	� A �EREZ ux  x� X � OTO�
BRAVENIE� INDUCIROWANNOE WLOVENIEM POLQ k�x	 W k�x	 � k�x	s� ux � GEOMETRI�ESKAQ
TO�KA�pUSTX F � PREDPU�OK NA Xet � sLOJ F
x ESTX limF�U 	� GDE INDUKTIWNYJ PREDEL
BERETSQ PO WSEM KOMMUTATIWNYM TREUGOLXNIKAM

x �� U
ux � �

X

SO SHEMAMI U � �TALXNYMI NAD X� sPRAWEDLIWO OBY�NOE SWOJSTWO� ESLI s � F�U 	 �
NENULEWOE SE�ENIE� TO SU�ESTWUET x � X I GEOMETRI�ESKAQ TO�KA x SHEMY U � DLQ
KOTOROJ s
x �� �� dALEE� POSLEDOWATELXNOSTX PU�KOW

� � F � � F � F �� � �

TO�NA NA Xet TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA TO�NA POSLEDOWATELXNOSTX

� � F �
x � F
x � F ��
x � �

DLQ WSEH GEOMETRI�ESKIH TO�EK x�
pUSTX �  Y � X � MORFIZM� F � PU�OK NA Xet� G � PU�OK NA Yet� oPREDELENIQ

PRQMOGO I OBRATNOGO OBRAZOW TRADICIONNY� MY S�ITAEM IH IZWESTNYMI� iMEETSQ
IZOMORFIZM ���F	
y � F

��y�
DLQ L�BOJ TO�KI y � Y � pUSTX �X � SpecOX�x � f  �X �

X � KANONI�ESKIJ MORFIZM� �Y � Y �X
�X � RASSLOENNOE PROIZWEDENIE�eSLI MORFIZM

� QWLQETSQ KWAZIKOMPAKTNYM� TO
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���G	
x � ���Y �G	� ��	

GDE G � OGRANI�ENIE PU�KA f�� �G	 NA �Y � pUSTX i  Z � X � ZAMKNUTOE WLOVENIE� F �
PU�OK NA Zet� x � X� tOGDA �i�F	
x � �� ESLI x �� i�Z	� I �i�F	
x � F
z� ESLI x � i�z	�
z � Z� eSLI �  Y � X � KONE�NYJ MORFIZM� NAPRIMER� ZAMKNUTOE WLOVENIE� TO
FUNKTOR �� TO�EN W �TALXNOJ TOPOLOGII�

pUSTX TEPERX G � GRUPPOWAQ SHEMA NAD X� ONA OPREDELQET PU�OK GRUPP U � G�U 	
W �TALXNOJ TOPOLOGII� KOTORYJ SNOWA BUDEM OBOZNA�ATX TEM VE SIMWOLOM G� tAKIM
OBRAZOM� DLQ L�BOJ KOMMUTATIWNOJ GRUPPOWOJ SHEMY G NAD X IMEEM POSLEDOWATELX�
NOSTX GRUPP �TALXNYH KOGOMOLOGIJ Hq

et�X�G	� q � �� eSLI X � Spec k� TO GRUPPY
Hq
et�Spec k�G	 QWLQ�TSQ KOGOMOLOGIQMI gALUAHq�k�G�ks		 RAS�IRENIQ ks�k�dLQ

NEKOMMUTATIWNYH GRUPP G OPREDELENA GRUPPA H��X�G	 � ��X�G	 � G�X	 I MNO�
VESTWO H�

et�X�G	 S OTME�ENNOJ TO�KOJ� mNOVESTWO H�
et�X�G	 TESNO SWQZANO S GLAW�

NYMI ODNORODNYMI PROSTRANSTWAMI ILI TORSORAMI GRUPPOWOJ SHEMY G� w BOLEE

KONKRETNOJ SITUACII MY S NIMI WSTRETIMSQ DALEE�
pUSTX �  Y � X � KWAZIKOMPAKTNYJ MORFIZM� iZ FORMULY ��	 IMEEM DLQ GRUP�

POWYH SHEM G KONE�NOGO TIPA NAD Y SLEDU��EE SOOTNO�ENIE

���G	
x � H�
et� �Y �G	� �Y � Y �X SpecOX�
x�

bOLEE OB�O W TEH VE USLOWIQH IMEEM RAWENSTWO

�Rq��G	
x � Hq
et� �Y �G	�

bOLEE OBSTOQTELXNO �TALXNYE KOGOMOLOGII IZLOVENY W KNIGE mILNA ����
����� dIWIZORY kARTXE I wEJLQ� pUSTX X � CELAQ KWAZIKOMPAKTNAQ SHEMA�

RX � PU�OK KOLEC RACIONALXNYH FUNKCIJ NA Xet� RX�X	 � K � POLE RACIONALXNYH
FUNKCIJ NA X� rASSMOTRIM WLOVENIE

�  SpecK � X

I PRQMOJ OBRAZ ��Gm�K PU�KA Gm�K � dLQ L�BOGO �TALXNOGO MORFIZMA U � X IMEEM

��U���Gm�K	 � Gm�K�U �X SpecK	 � RX�U 	��

GDE RX�U 	� � MULXTIPLIKATIWNAQ GRUPPA KOLXCA RX�U 	� tAKIM OBRAZOM� ��Gm�K �
R�X ESTX PU�OK OBRATIMYH RACIONALXNYH FUNKCIJ NA Xet� wLOVENIE ��U�O�U	 �
RX�U 	� OPREDELQET MONOMORFIZM PU�KOW Gm�X � R�X � fAKTOR�PU�OK R

�
X�Gm�X NO�

SIT NAZWANIE PU�KA DIWIZOROW kARTXE SHEMY X� OBOZNA�IM EGO �Div�X	� tAKIM OBRA�
ZOM� IMEEM TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX PU�KOW ABELEWYH GRUPP W �TALXNOJ TOPOLOGII

� � Gm�X � R�X � �Div�X	 � ��

OTKUDA TO�NAQ POSLEDOWATELXNOSTX KOGOMOLOGIJ

� � Gm�X	� K� � H��X� �Div�X		 � H��X�Gm	�

��	

� H��X�R�X	� H��X� �Div�X		 � H��X�Gm	� H��X�R�X	� ���

wSE KOGOMOLOGII �TALXNYE� DLQ KRATKOSTI MY INOGDA BUDEM OPUSKATX NIVNIJ IN�
DEKS� gRUPPA SE�ENIJ H��X� �Div�X		 NAZYWAETSQ GRUPPOJ DIWIZOROW kARTXE SHEMY
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X I OBOZNA�AETSQ KRATKODiv�X	� gRUPPAH�
et�X�Gm	 SOWPADAET S GRUPPOJH�

Zar�X�Gm	�
ONA NAZYWAETSQ GRUPPOJ pIKARA SHEMY X I OBOZNA�AETSQ SIMWOLOM PicX� gRUPPA
H�
et�X�Gm	 NAZYWAETSQ KOGOMOLOGI�ESKOJ GRUPPOJ bRAU�RA� ONA OBOZNA�AETSQ SIM�

WOLOM Br X� dLQ WY�ISLENIQ GRUPPY Hq
et�X�R

�
X	 ISPOLXZUETSQ SPEKTRALXNAQ POSLE�

DOWATELXNOSTX lERE WKL��ENIQ �  SpecK � X

Hp
et�X�R

q��Gm�K	� Hp�q
et �SpecK�Gm	 � Hp�q�K�K�

s 	�

sPEKTRALXNAQ POSLEDOWATELXNOSTX WSEGDA POZWOLQET NAPISATX WOSXMI�LENNU� TO��
NU� POSLEDOWATELXNOSTX� STAW�U� UVE KLASSI�ESKOJ� w NA�EM SLU�AE IMEEM

� � H��X�R�X	� H��K�K�
s 	� H��X�R���Gm�K	� H��X�R�X	�

��	

� Ker �H��K�K�
s 	� H��X�R���Gm�K	�� H��X�R���Gm�K	� H��X�Gm	�

pOSKOLXKU H��K�K�
s 	 � �� TO I H��X�R�X	 � �� pUSTX TEPERX SHEMA X QWLQETSQ

GLADKOJ� tOGDA PU�OK DIWIZOROW kARTXE MOVNO OTOVDESTWITX S PU�KOM DIWIZOROW

wEJLQ� SE�ENIQMI POSLEDNEGO QWLQ�TSQ �LEMENTY SWOBODNOJ ABELEWOJ GRUPPY� POROV�
DENNOJ NEPRIWODIMYMI ZAMKNUTYMI PODMNOVESTWAMI KORAZMERNOSTI ODIN� w �TOM

SLU�AE

H��X� �Div�X		 � 
x�X�H��k�x	� Z	 � ��

H��X� �Div�X		 � 
x�X�H��k�x	� Z	 � ��

GDE X� OBOZNA�AET MNOVESTWO TO�EK SHEMY X� IME��IH KORAZMERNOSTX �� dALEE�

�R���Gm�K	
x � H��Spec �K �OX�
x	� Gm	 � H��Ks� Gm	 � ��

OTKUDA R���Gm�K � �� iZ ��	 I ��	 SLEDUET
tEOREMA� pUSTX X � CELAQ GLADKAQ NETEROWA SHEMA� tOGDA TO�NY POSLEDOWATELX�

NOSTI

� � Gm�X	 � K� � Div�X	 � PicX � ��

� � BrX � BrK � H��X� �Div�X		� H��X�Gm	�

pRI �TOM

H��X� �Div�X		 � 
x�X�H��k�x	� Z	 �

� 
x�X�H��k�x	� Q�Z	 � 
x�X�Hom��x� Q�Z	�

GDE �x � Gal �k��x	�k�x		� �
x�� gruppa brau�ra proektiwnogo mnogoobraziq

���� nERAZWETWLENNAQ GRUPPA bRAU�RA FUNKCIONALXNOGO POLQ� pUSTXX �
GEOMETRI�ESKI NEPRIWODIMOE ALGEBRAI�ESKOE MNOGOOBRAZIE NAD POLEM k HARAKTERIS�
TIKI NULX� F � k�X	 � POLE RACIONALXNYH FUNKCIJ NA X� Av � KOLXCO DISKRETNOGO
NORMIROWANIQ RANGA � POLQ F � k � Av�wLOVENIE iv  Spec F � SpecAv OPREDELQET

TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX KOGOMOLOGIJ

� � BrAv � Br F � H��Av�mv� Z	�
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GDE mv � MAKSIMALXNYJ IDEAL KOLXCA Av� w GRUPPE Br F MOVNO RASSMOTRETX PERESE�
�ENIE

T
vBr Av�KOTOROE NAZYWAETSQ NERAZWETWLENNOJ GRUPPOJ bRAU�RA POLQ F I OBO�

ZNA�AETSQ SIMWOLOM Br nr�F 	� iSPOLXZUQ TEORI� hIRONAKI RAZRE�ENIQ OSOBENNOS�
TEJ� MOVNO POSTROITX GLADKU� PROEKTIWNU� MODELX X POLQ F � oKAZYWAETSQ� GRUPPA
BrX SOWPADAET S Br nr�F 	 I�SLEDOWATELXNO� GRUPPA Br X ESTX BIRACIONALXNYJ IN�
WARIANT MNOGOOBRAZIQ X� T�E�� ESLI X I Y � DWE GLADKIE PROEKTIWNYE MODELI POLQ
F � TO GRUPPY BrX I Br Y IZOMORFNY�pOSKOLXKUH��Av�mv� Z	 � H��Av�mv� Q�Z	�
TO

Br X � Br nr�F 	 � Ker �BrF �
vH
��Av�mv� Q�Z	��

zAMETIM TAKVE� ESLI U � X � Z� codimZ � �� TO OGRANI�ENIE BrX � Br U ESTX

IZOMORFIZM� pODROBNOSTI W RABOTE gROTENDIKA ����
���� tO�NAQ POSLEDOWATELXNOSTX kUMMERA� tAK NAZYWAETSQ TO�NAQ POSLEDO�

WATELXNOSTX WIDA

� � �n�X � Gm�X
n�� Gm�X � �

NAD SHEMOJX� GDE n OZNA�AET GOMOMORFIZM WOZWEDENIQ W n�� STEPENX� eSLI n WZAIMNO�
PROSTO S HARAKTERISTIKOJ POLQ k�x	 DLQ L�BOJ TO�KI x � X� TO IMEEM TO�NU�

POSLEDOWATELXNOSTX �TALXNYH KOGOMOLOGIJ

� � �n�X	 � Gm�X	
n�� Gm�X	 � H��X��n	� PicX

n�� PicX �

��	

� H��X��n	� BrX
n�� BrX�

pUSTX TEPERX X � GLADKOE NEPRIWODIMOE MNOGOOBRAZIE NAD POLEM C� tOGDA PU�OK
�n QWLQETSQ POSTOQNNYM� IZOMORFNYM Z�nZ I

H�
et�X��n	 � H�

an�X�Z�nZ	 � ���X�Z�nZ	

ESTX GRUPPA KLASSOW IZOMORFNYH NAKRYTIJ gALUA MNOGOOBRAZIQ X S GRUPPOJ Z�nZ�
dALEE� PUSTX X � PROEKTIWNO� tOGDA Gm�X	 � C��GRUPPY Hq�X��n	 KONE�NY I IZ

��	 SLEDUET� �TO

H�
et�X��n	 �n �PicX	�

KROME TOGO� TO�NA POSLEDOWATELXNOSTX

� � PicX�n�PicX	� H��X��n	�n �Br X	� �� ��	

GDE n�	 OZNA�AET QDRO OTOBRAVENIQ n� pUSTX TEPERX � � PROSTOE �ISLO� IMEEM DWE

ESTESTWENNYE� DWOJSTWENNYE DRUG DRUGU TO�NYE POSLEDOWATELXNOSTI

� � Z��Z � Z��m��Z � Z��mZ � �

� � ��m � ��m�� � �� � ��

pUSTX� DALEE ��� �INDUKTIWNYJ PREDEL SEMEJSTWA ��m � Z� � PROEKTIWNYJ PRE�
DEL SEMEJSTWA Z��mZ� pREDEL Z� QWLQETSQ KOLXCOM CELYH ��ADI�ESKIH �ISEL� PUSTX
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Q� BUDET POLEM ��ADI�ESKIH �ISEL� zAMETIM TAKVE � �TO MOVNO RASSMOTRETX I PRO�

EKTIWNU� SISTEMU ��m��

��� ��m � pREDEL �TOJ SISTEMY OBOZNA�AETSQ Z����� NA NEM
ESTESTWENNO DEJSTWUET GRUPPA gALUA KRUGOWOGO RAS�IRENIQ� iMEEM IZOMORFIZMY

PicX��m�PicX	 � PicX � �Z��mZ	 � PicX � ���mZ�Z	�

OTKUDA

lim
�

PicX��m�PicX	 � PicX � �Q��Z�	�

dALEE� PUSTX

H��X����	 � lim
�m

H��X���m 	�

pEREHODQ K PREDELU W POSLEDOWATELXNOSTI ��	� POLU�AEM TO�NU� POSLEDOWATELX�
NOSTX

� � PicX � �Q��Z�	� H��X����	� �Br X	��	 � �� ��	

GDE �Br X	��	 � ESTX ��PRIMARNAQ KOMPONENTA PERIODI�ESKOJ GRUPPY BrX�
���� gRUPPA tEJTA� �ISLO pIKARA� �ISLO lEF�ECA� eSLI M ESTX ABELEWA

GRUPPA� � � PROSTOE �ISLO� �m  M � M � OPERATOR UMNOVENIQ NA �m � �mM � QDRO
�TOGO OPERATORA� TO IMEEM PROEKTIWNU� SISTEMU

�m��M
����m M�

pROEKTIWNYJ PREDEL �TOJ SISTEMY T��M 	 NAZYWAETSQ ��ADI�ESKOJ GRUPPOJ tEJTA

GRUPPY M � ONA OBLADAET STRUKTUROJ Z��MODULQ� eSLI GRUPPA �M � KONE�NA� TO
T��M 	 QWLQETSQ SWOBODNYM Z��MODULEM KONE�NOGO RANGA� rASSMOTRIM TO�NU� PO�
SLEDOWATELXNOSTX

� � ��m � ���
�m�� ��� � ��

INDUCIRU��U� TO�NU� KOGOMOLOGI�ESKU� POSLEDOWATELXNOSTX

Hq���X����	
�m�� Hq���X����	��Hq�X���m 	���mH

q�X����	���� ��	

nAPOMNIM� �TO X � GLADKOE NEPRIWODIMOE PROEKTIWNOE MNOGOOBRAZIE NAD POLEM
KOMPLEKSNYH �ISEL C� w �TIH USLOWIQH GRUPPY Hq�X��n	 KONE�NY� SWERH TOGO� GRUP�
PY Hq�X����	 IME�T KONE�NYJ KOTIP� T�E� GRUPPA Hq�X���� 	 ESTX PRQMAQ SUMMA
NAIBOLX�EJ DELIMOJ PODGRUPPY �Q��Z�	

r I KONE�NOJ ��GRUPPY tq�X� �	� nAIBOLX�
�U� DELIMU� �ASTX ��GRUPPY A OBOZNA�IM �EREZ A�� �ISLO r NAZYWAETSQ KORANGOM
GRUPPY A� ON RAWEN TAKVE Z��RANGU GRUPPY tEJTA T��A	� tAKIM OBRAZOM� POSLEDO�
WATELXNOSTX ��	� NA�INAQ S NEKOTOROGO m� MOVET BYTX ZAPISANA W WIDE

� � tq���X� �	� Hq�X���m	��m Hq�X����	� ��

pEREJDQ W NEJ K PROEKTIWNOMU PREDELU� ISHODQ IZ KOMMUTATIWNOJ DIAGRAMMY

� � ��m�� � ��� � ��� � �
� � � � � Id

� � ��m � ��� � ��� � ��
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POLU�AEM FAKTORIZACI�

� � tq���X� �	� Hq�X�Z����	� T��H
q�X����		� �� ��	

KOTORAQ POKAZYWAET� �TO tq���X� �	 IZOMORFNA PODGRUPPE KRU�ENIQ W Hq�X�Z����	�
A MODULX T��H

q�X���� 		 IZOMORFEN SWOBODNOJ �ASTI Z��MODULQ Hq�X�Z����	� pRI
q � � IMEEM

� � t�X� �	� H��X�Z����	� T��H
��X����		� ��

pEREHODQ K PROEKTIWNOMU PREDELU W POSLEDOWATELXNOSTI ��	 PRI n � �m� POLU�AEM
TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX

� � NS�X	 � Z� � H��X�Z����	� T��Br X	� ��

GDE NS�X	 � PicX��PicX	�� pUSTX B� � RANG Z��MODULQ H��X�Z����	� WTOROE �IS�
LO bETTI MNOGOOBRAZIQ X� B� � dimH�

an�X�C	�  �RANG MODULQ NS�X	 � Z��  �
ESTX TAKVE Z�RANG GRUPPY NS�X	� �ISLO B� �  NAZYWAETSQ �ISLOM lEF�ECA� �TO
RANG MODULQ T��Br X	 ILI KORANG GRUPPY �BrX	��	� �ISLO lEF�ECA POKAZYWAET
MAKSIMALXNOE KOLI�ESTWO LINEJNO NEZAWISIMYH TRANSCENDENTNYH DIWIZOROW� ONO
SOWPADAET S �ISLOM LINEJNO NEZAWISIMYH FORM WTOROJ STEPENI I WTOROGO RODA NA

X� wERNEMSQ K POSLEDOWATELXNOSTI ��	� pOSKOLXKU GRUPPA PicX � �Q��Z�	 QWLQETSQ
��DELIMOJ GRUPPOJ KORANGA �TO

�Br X	��	��Br X	��	� � H��X���� 	�H��X����	� � t��X� �	 � H��X�Z����	tors�

POSLEDNEE SLEDUET IZ ��	� iTAK� IMEEM TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX

� � �Q��Z�	
B��� � �Br X	��	 � H��X�Z����	tors� ��

pOSKOLXKU H�
et�X�Z����	 � H�

an�X�Z	 � Z�� TO GRUPPA H�
et�X�Z����	tors SOWPADAET S

PODGRUPPOJ ��KRU�ENIQ W H�
an�X�Z	�

tEOREMA� pUSTX X � GLADKOE NEPRIWODIMOE PROEKTIWNOE ALGEBRAI�ESKOE KOMP�
LEKSNOE MNOGOOBRAZIE� tOGDA IMEEM FAKTORIZACI�

� � �Q�Z	B��� � Br X � H��X�Z	tors � ��

PRI �TOM  I H��X�Z	tors QWLQ�TSQ BIRACIONALXNYMI INWARIANTAMI MNOGOOBRAZIQ
X� �

pUSTX X � UNIRACIONALXNO� tOGDA TRANCENDENTNYH DIWIZOROW NET� T�E� B� � �
I MY POLU�AEM IZOMORFIZM

BrX � H��X�Z	tors�

x�� teoriq k�form

w DANNOM PARAGRAFE BUDUT RASSMOTRENY REZULXTATY� SPRAWEDLIWYE DLQ POLEJ
OB�EGO TIPA� iNOGDA BUDUT NAKLADYWATXSQ OGRANI�ENIQ� SWQZANNYE S HARAKTERIS�
TIKOJ POLQ� fAKTY� WERNYE W SLU�AQH POLEJ SPECIALXNOGO WIDA� BUDUT PREDSTAWLENY
W SLEDU��IH PARAGRAFAH�

���� fORMY I ODNOMERNYE KOGOMOLOGII� pUSTX k�POLE� L� EGO NORMALXNOE
SEPARABELXNOE RAS�IRENIE S GRUPPOJ gALUA �� dLQ WSQKOJ k� SHEMY X SIMWOL XL

ILI X �k L BUDET OZNA�ATX SHEMU X �k SpecL� gRUPPA � DEJSTWUET NA SHEME X �k L
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�EREZ WTOROJ MNOVITELX 	 � � � 	� � � 	  XL � XL� oPERATOR � � 	 QWLQETSQ k�
AWTOMORFIZMOM SHEMY XL� iMEQ OPERATOR ��	� MOVNO OPREDELITX DEJSTWIE GRUPPY
� I NA L�MORFIZMAH XL � YL� GDE X I Y � k�SHEMY� pUSTX f � MorL�XL� YL	�
pOLOVIM

	f � ��� 		f�� � 		���

qSNO� �TO 	f � MorL�XL� YL	� sREDI MORFIZMOW f  XL � YL IME�TSQ MORFIZ�
MY� POLU�ENNYE PODNQTIEM IZ k�MORFIZMOW h  X � Y � tAKIE PODNQTYE MORFIZMY
f � h� � BUDEM �ASTO OBOZNA�ATX ODNIM SIMWOLOM h I NAZYWATX MORFIZMAMI� OPRE�
DELENNYMI NAD POLEM k� eSLI A � PROIZWOLXNAQ k�ALGEBRA� TO SIMWOL X�A	 OZNA�AET
X�SpecA	� sLEDU��IE SWOJSTWA LEGKO PROWERQ�TSQ NA QZYKE L�ALGEBR� U�ITYWAQ�
�TO L ESTX SEPARABELXNOE RAS�IRENIE POLQ k�

a	 pUSTX f � MorL�XL� YL	� uSLOWIE 	f � f DLQ WSEH 	 � � �KWIWALENTNO

RAWENSTWU f � h� �� h  X � Y �
B	 ESLI f �MorL�XL� YL	� TO 	f �MorL�XL� YL	�
W	 ESLI f �MorL�XL� YL	� g �MorL�XL� YL	� TO 	�gf	 � �	g	�	f	�
G	 DLQ k�ALGEBRY A SPRAWEDLIWO RAWENSTWO X�L � A	� � X�A	�
oPREDELENIE� pUSTX F � RAS�IRENIE POLQ k� X � k�SHEMA� sHEMA Y NAD POLEM

k NAZYWAETSQ F�k�FORMOJ SHEMY X� ESLI SU�ESTWUET IZOMORFIZM F �SHEM X �k F �
Y �k F � eSLI F � �k� TO Y NAZYWA�T PROSTO k�FORMOJ�
pRIMER �� wSE WE�ESTWENNYE NEWYROVDENNYE KRIWYE WTOROGO PORQDKA W R�

QWLQ�TSQ C�R�FORMAMI ODNOJ IZ NIH� NAPRIMER� x� � y� � � ILI xy � ��
pRIMER �� eSLIX � AFFINNAQ k�SHEMA� TO EE F�k�FORMAY TAKVE AFFINNA NAD k�

w SAMOM DELE� PUSTX k�Y � � KOLXCO REGULQRNYH FUNKCIJ NA Y � IMEETSQ ESTESTWENNYJ
k�MORFIZM f  Y � Spec k�Y �� KOTORYJ PRODOLVAETSQ DO F �MORFIZMA f � �  YF �
Spec F �Y �� pOSKOLXKU YF � AFFINNAQ F �SHEMA� TO f � � � IZOMORFIZM� A TAK KAK F �
STROGO PLOSKAQ k�ALGEBRA� TO I f� IZOMORFIZM�

pUSTX TEPERX L�k � KONE�NOE RAS�IRENIE gALUA� � � Gal �L�k	� GRUPPA gALUA�
F�L�k�X	 � MNOVESTWO WSEH L�k�FORM DANNOJ k�SHEMY X� WZQTYH S TO�NOSTX� DO

IZOMORFIZMA�pOSKOLXKU 	f � TAKVE IZOMORFIZM �TIH SHEM� TO a� � f���	f	 ESTX AW�
TOMORFIZM SHEMYXL� fUNKCIQ 	 � a� NA GRUPPE � SO ZNA�ENIQMI W GRUPPE Aut L�X	
UDOWLETWORQET USLOWIQM a�� � a��	a� 	 DLQ WSEH 	� � � �� tAKIE FUNKCII NAZYWA�TSQ
��KOCIKLAMI I MNOVESTWO WSEH ��KOCIKLOW OBOZNA�IM �EREZ Z��L�k�Aut L�X		� dWA
KOCIKLA a� I a

�
� NAZYWA�T KOGOMOLOGI�NYMI� ESLI SU�ESTWUET �LEMENT b � Aut L�X	

TAKOJ� �TO a�� � b��a��	b	� kOGOMOLOGI�NOSTX QWLQETSQ OTNO�ENIEM �KWIWALENTNOS�
TI NA MNOVESTWE Z� I MNOVESTWO KLASSOW �KWIWALENTNOSTI NAZYWA�T MNOVESTWOM

ODNOMERNYH KOGOMOLOGIJ GRUPPY � SO ZNA�ENIQMI W Aut L�X	 I OBOZNA�A�T

H���� Aut L�X		 ILI H��L�k�Aut L�X		�

eSLI GRUPPA Aut L�X	 � KOMMUTATIWNAQ� TO H���� Aut L�X		 TAKVE KOMMUTATIWNAQ
GRUPPA� W OB�EM VE SLU�AE H���� Aut L�X		 LI�X MNOVESTWO S OTME�ENNOJ TO�KOJ
� KLASSOM KOCIKLA b���	b	� pUSTX Y I Z � DWE L�k�FORMY SHEMY X� a� I a�� � cO�
OTWETSTWU��IE KOCIKLY� nEPOSREDSTWENNO PROWERQETSQ� �TO IZOMORFNOSTX Y I Z
RAWNOSILXNA KOGOMOLOGI�NOSTI KOCIKLOW a� I a

�
�� tAKIM OBRAZOM� IMEEM KANONI�ES�

KOE IN�EKTIWNOE OTOBRAVENIE

�  F�L�k�X	� H��L�k�Aut L�X		� ��	

wOPROS O S�R�EKTIWNOSTI OTOBRAVENIQ � UVE NE MOVET BYTX RE�EN TAK PROSTO�
POSKOLXKU DLQ PROIZWOLXNYH k�SHEM X �TO NE TAK�oSTANOWIMSQ NESKOLXKO PODROBNEE
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NA �TOM WOPROSE� POSKOLXKU METODY RE�ENIQ ZADA�I O S�R�EKTIWNOSTI OTOBRAVENIQ

� BUDUT NEODNOKRATNO ISPOLXZOWATXSQ W DALXNEJ�EM� wOZXMEM PROIZWOLXNYJ KOCIKL
a� I RASSMOTRIM k�AWTOMORFIZM h�		 � a����		� uSLOWIE KOCIKLA POKAZYWAET� �TO
h�	� 	 � h�		h�� 	� T�E� OTOBRAVENIE h QWLQETSQ PREDSTAWLENIEM GRUPPY gALUA � W

GRUPPU Aut k�XL	� wOZNIKAET PERWOE PREPQTSTWIE SU�ESTWUET LI FAKTORXL�h��	 W
KATEGORII k�SHEM� dALEE� ESLI X � SHEMA KONE�NOGO TIPA� BUDET LI FAKTOR XL�h��	
TAKIM VE�
pRIMER �� pUSTX B � KOMMUTATIWNAQ ALGEBRA KONE�NOGO TIPA NAD POLEM k� � �

KONE�NAQ GRUPPA k�AWTOMORFIZMOW ALGEBRY B� tOGDA ALGEBRA INWARIANTOW B� IMEET

KONE�NOE �ISLO OBRAZU��IH�
�TOT PRIMER POKAZYWAET� �TO W SLU�AE� KOGDA X � SpecA� GDE A � ALGEBRA

KONE�NOGO TIPA NAD POLEM k� FAKTOR �X �k L	�h��	 � Y SU�ESTWUET I QWLQETSQ

AFFINNOJ k�SHEMOJ KONE�NOGO TIPA� sHEMA Y IMEET WID Y � SpecR� GDE R ESTX

k�ALGEBRA INWARIANTOW R � �L �k A	h
����� h� � AWTOMORFIZM k�ALGEBRY L �k A�

DUALXNYJ AWTOMORFIZMU h� dALEE� PROWERQETSQ� �TO SKWOZNOE KANONI�ESKOE OTOBRA�
VENIE L�k R � LR � L �k A QWLQETSQ IZOMORFIZMOM� OTKUDA X �k L � Y �k L�
T�E� Y QWLQETSQ L�k�FORMOJ SHEMY X� nEPOSREDSTWENNO PROWERQETSQ� �TO POSTROEN�
NYJ L�IZOMORFIZM f  X �k L� Y �k L UDOWLETWORQET SOOTNO�ENIQM f���	f	 � a��
�TO POKAZYWAET� �TO DLQ AFFINNYH k�SHEM X KONE�NOGO TIPA OTOBRAVENIE ��	 QW�
LQETSQ BIEKCIEJ� aNALIZ DOKAZATELXSTWA S�R�EKTIWNOSTI DLQ AFFINNYH SHEM POKA�
ZYWAET� �TO S�R�EKTIWNOSTX OTOBRAVENIQ � IMEET MESTO I W BOLEE OB�EM SLU�AE�
nAPRIMER� ESLI SHEMA XL DOPUSKAET POKRYTIE OTKRYTYMI AFFINNYMI SHEMAMI Ui
KONE�NOGO TIPA� INWARIANTNYMI OTNOSITELXNO DEJSTWIQ GRUPPY h�Pi	� tOGDA SHEMU
XL�h��	 MOVNO POLU�ITX PUTEM SKLEIWANIQ IZ FAKTOROW Ui�h��	� w �ASTNOSTI� �TO
TAK� ESLI KAVDOE KONE�NOE PODMNOVESTWO PROSTRANSTWA XL SODERVITSQ W OTKRYTOM

AFFINNOM PODMNOVESTWE KONE�NOGO TIPA� �TO WSEGDA WYPOLNQETSQ DLQ LOKALXNO ZA�
MKNUTYH PODMNOGOOBRAZIJ PROEKTIWNOGO PROSTRANSTWA Pn

k � TAKIE PODMNOGOOBRAZIQ
NAZYWA�TSQ KWAZIPROEKTIWNYMI�

tEOREMA� pUSTX X � KWAZIPROEKTIWNOE MNOGOOBRAZIE NAD POLEM k� tOGDA KLAS�
SY IZOMORFNYH L�k�FORM MNOGOOBRAZIQ X NAHODQTSQ W BIEKTIWNOM SOOTWETSTWII S

�LEMENTAMI MNOVESTWA H��L�k�Aut L�X		��
pRIMER �� pUSTX f � ZNAKOPEREMENNAQ NEWYROVDENNAQ BILINEJNAQ FORMA LI�

NEJNOGO PROSTRANSTWA V NAD POLEM k� GRUPPA WSEH LINEJNYH PREOBRAZOWANIJ PRO�
STRANSTWA V � SOHRANQ��IH FORMU f � NAZYWAETSQ SIMPLEKTI�ESKOJ GRUPPOJ FORMY
f I OBOZNA�AETSQ Sp�f	� tAK KAK WSE NEWYROVDENNYE ZNAKOPEREMENNYE FORMY NA V
�KWIWALENTNY MEVDU SOBOJ� TO H��L�k� Sp�f		 � ��

aNALOGI�NO� ESLI f KWADRATI�NAQ FORMA NAD POLEM k� HARAKTERISTIKA KOTOROGO
OTLI�NA OT DWUH� TO H��L�k�O�f		 ESTX MNOVESTWO NE�KWIWALENTNYH KWADRATI�NYH
FORM NAD k� KOTORYE STANOWQTSQ �KWIWALENTNYMI NAD POLEM L� H��L�k� SO�f		 �
PODMNOVESTWO W H��L�k�O�f		� SOSTOQ�EE IZ KLASSOW KWADRATI�NYH FORM� IME��IH
TOT VE DISKRIMINANT� �TO I f �

���� pOLE RAZLOVENIQ k�FORMY� pUSTX Y QWLQETSQ k�FORMOJ k�SHEMY X� pO�
LE L � k NAZYWAETSQ POLEM RAZLOVENIQ FORMY Y �ESLI L�SHEMY Y �k L I X �k L
IZOMORFNY� dOSTATO�NO O�EWIDNO� �TO WSQKAQ k�FORMA AFFINNOJ k�SHEMY KONE�NOGO

TIPA RAZLAGAETSQ NAD KONE�NYM RAS�IRENIEM POLQ k� �TO VE WERNO I DLQ KWAZIPRO�
EKTIWNYH MNOGOOBRAZIJ� bOLEE DELIKATNYJ WOPROS O SU�ESTWOWANII SEPARABELXNOGO
POLQ RAZLOVENIQ� nALI�IE SEPARABELXNOGO POLQ RAZLOVENIQ DLQ KWAZIPROEKTIWNOGO
MNOGOOBRAZIQ Y POZWOLQET OPISATX WSE k�FORMY MNOGOOBRAZIQ X S POMO�X� KOGOMO�
LOGIJ� dEJSTWITELXNO� PUSTX L I M � RAS�IRENIQ gALUA POLQ k KONE�NOJ STEPENI�
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PRI�EM k � L �M � tOGDA MY IMEEM IN�EKTIWNOE OTOBRAVENIE

H��L�k�Aut L�X		 � H��M�k�AutM �X		

�TI OTOBRAVENIQ OBRAZU�T INDUKTIWNU� SISTEMU� sIMWOL
H��k�Aut ks�X		 ILI H��k�Aut �X		 OBOZNA�AET PREDEL lim�H��L�k�Aut L�X		

�TOJ INDUKTIWNOJ SISTEMY� tAKIM OBRAZOM� MNOVESTWO H��k�Aut �X		 OPISYWAET
WSE ks�k�FORMY KWAZIPROEKTIWNOGO MNOGOOBRAZIQ X�

���� fORMY GRUPPOWYH SHEM� w SLU�AE � KOGDA X QWLQETSQ GRUPPOWOJ SHE�
MOJ� ESTESTWENNO RASSMOTRETX SREDI L�k�FORM SHEMY X TE FORMY Y � KOTORYE QW�
LQ�TSQ k�GRUPPAMI� A SOOTWETSTWU��IE IZOMORFIZMY f  XL � YL � GRUPPOWYMI
L�IZOMORFIZMAMI� w �TOJ SITUACII KOCIKL a� � f���	f	 QWLQETSQ GRUPPOWYM AWTO�
MORFIZMOM L�GRUPPY XL� rUTINNAQ PROWERKA POKAZYWAET� �TO OBRATNOE UTWERVDE�
NIE TAKVE WERNO ESLI a� LEVIT W Aut gr�XL	 I a� OPREDELQET L�k�FORMU Y SHEMY X�
TO NA Y MOVNO WWESTI GRUPPOWU� STRUKTURU TAKIM OBRAZOM� �TOBY GRUPPY XL I YL
STALI IZOMORFNYMI�iTAK�MNOVESTWO H��L�k�Aut L�X		 OPISYWAET WSE L�k�FORMY
GRUPPY X S TO�NOSTX� DO IZOMORFIZMA� PO KRAJNEJ MERE� DLQ KWAZIPROEKTIWNYH
GRUPP�

���� gRUPPY MULXTIPLIKATIWNOGOTIPA� nAZOWEM GRUPPOWU� k�SHEMUG GRUP�
POJ MULXTIPLIKATIWNOGO TIPA �mt	� ESLI GRUPPA G�k

�k DIAGONALIZIRUEMA I IMEET
KONE�NYJ TIP� T�E� SU�ESTWUET ABELEWA GRUPPA M S KONE�NYM �ISLOM OBRAZU��IH�
TAKAQ� �TO

G�k
�k � D
k�M 	 � Spec ��k�M �	�

w �TOM SLU�AE� KAK MY WIDELI W x�� GRUPPAM ESTX GRUPPA RACIONALXNYH HARAKTEROW

SHEMY D
k�M 	� T�E�

M � Hom gr�D
k�M 	� Gm�
k	 � Hom gr�G
k� Gm�
k	�

dLQ L�BOJ GRUPPOWOJ SHEMY G IMEEM PU�OK HARAKTEROW �G� SM�P����� eSLI G �
AFFINNAQ ALGEBRAI�ESKAQ GRUPPA NAD POLEM k� TO GRUPPU �G��k	 MOVNO OTOVDESTWITX
S PODGRUPPOJ MULXTIPLIKATIWNOJ GRUPPY KOLXCA REGULQRNYH FUNKCIJ �k�G�� nAM
PONADOBITSQ

tEOREMA rOZENLIHTA� eSLI X ESTX GEOMETRI�ESKI NEPRIWODIMOE ALGEBRAI�ES�
KOE MNOGOOBRAZIE NAD POLEM k� TO GRUPPA U �X	 � �k�X����k� QWLQETSQ SWOBODNOJ ABE�
LEWOJ GRUPPOJ KONE�NOGO RANGA� dALEE� DLQ DWUH TAKIH MNOGOOBRAZIJ IMEEM IZOMOR�
FIZM

U �X �k Y 	 � U �X	 � U �Y 	�

GDE SPRAWA PRQMOE PROIZWEDENIE GRUPP��
tEOREMA rOZENLIHTA POKAZYWAET� �TO DLQ L�BOJ ALGEBRAI�ESKOJ GRUPPY G NAD

POLEM k GRUPPA �G��k	 IMEET KONE�NOE �ISLO OBRAZU��IH� �G��k	 � SWOBODNA� ESLI G
� SWQZNA� pOSKOLXKU GRUPPA �G��k	 IMEET KONE�NYJ TIP� TO SU�ESTWUET KONE�NOE

RAS�IRENIE L POLQ k� NAD KOTORYM OPREDELENY WSE �LEMENTY GRUPPY �G��k	� T�E�
�G��k	 � �G�L	� w DALXNEJ�EM� PRI RASSMOTRENII ALGEBRAI�ESKIH k�GRUPP G� BUDEM
�ASTO SOKRA�ATX OBOZNA�ENIE �G��k	 DO �G� �TO NE PRIWODIT K NEDORAZUMENIQM�

wERNEMSQ K GRUPPE �MT	 G� eSLI �G��L	 � �G��k	 � �G� TO GL � DL� �G	� w �TOM SLU�
�AE POLE L NAZYWAETSQ POLEM RAZLOVENIQ k�GRUPPY G� oKAZYWAETSQ� GRUPPA �MT	
WSEGDA IMEET SEPARABELXNOE POLE RAZLOVENIQ�dEJSTWITELXNO� PUSTX HARAKTERISTIKA
p POLQ k BOLX�E NULQ� eSLI L� NESEPARABELXNOE KONE�NOE RAS�IRENIE POLQ k� NAD
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KOTORYM GRUPPA G RAS�EPLQETSQ� TO L IMEET MAKSIMALXNOE SEPARABELXNOE PODPOLE

Ls� k � Ls � L I SU�ESTWUET TAKOE �ISLO n � �� �TO Lp
n � Ls� pUSTX L� � L I

Li � kLpi��� � � i � n� oPERATOR WOZWEDENIQ W R�� STEPENX OPREDELQET GOMOMORFIZM

f  Li � Li��� iMEEM IZOMORFIZM u  GL � DL� �G	 I KOMMUTATIWNU� DIAGRAMMU

GL
p�� GL

u � u �
DL� �G	

p�� DL� �G	�

��	

GDE p ESTX OPERATOR WOZWEDENIQ W R�� STEPENX� rASSMOTRIM PERWYJ �AG F  L� L�
KOTORYJ RAZOBXEM NA DWA �TAPA f  L � L�� i  L� � L� GDE i � WLOVENIE� F � if �
mY WIDELI W P������ �TO OPERATOR p RAZLAGAETSQ W PROIZWEDENIE V �F � PO�TOMU IZ ��	
IMEEM KOMMUTATIWNU� DIAGRAMMU

GL
f�� GL�

i�� GL
V�� GL

u � u�� u�� u �
DL� �G	

f�� DL�� �G	
i�� DL� �G	

V�� DL� �G	

pOSKOLXKU V ESTX IZOMORFIZM� TO u� � u � u���� iTAK� IZOMORFIZM u OPREDELEN
NAD L�� MY SPUSTILISX NA ODIN �TAV NIVE� iTERIRUQ �TOT PROCESS� MY PRIDEM K

IZOMORFIZMU

un  GLn � DLn � �G	�

PRI�EM u � un � �� pOSKOLXKU Ln SEPARABELXNO NAD k� TO �TIM POKAZANO� �TO u
OPREDELENO NAD SEPARABELXNYM RAS�IRENIEM POLQ k�

zAFIKSIRUEM TEPERX KOMMUTATIWNU� GRUPPUM S KONE�NYM �ISLOM OBRAZU��IH�
kAK MY TOLXKO �TO WIDELI� WSE k�FORMY GRUPPY Dk�M 	 RAS�EPLQ�TSQ UVE NAD

SEPARABELXNYMI RAS�IRENIQMI POLQ k� PO�TOMU WSE ONI S TO�NOSTX� DO IZOMORFIZMA
OPISYWA�TSQ MNOVESTWOM H��k�Aut ks�D�M 		� nO GRUPPA Aut L�D�M 		 SOWPADAET S
GRUPPOJ AutD�M 	 � Aut �M 	 DLQ L�BOGO RAS�IRENIQ L POLQ k� PO�TOMU

H��k�Aut ks�D�M 			 � H��k�Aut �M 		 � H��G� Aut �M 		�

GDE G � GRUPPA gALUA RAS�IRENIQ ks�k I G DEJSTWUET TRIWIALXNO NA Aut �M 	� w
TAKOM SLU�AE H��G� Aut �M 		 SOWPADAET S MNOVESTWOM �KWIWALENTNYH NEPRERYWNYH
PREDSTAWLENIJ TOPOLOGI�ESKOJ KOMPAKTNOJ GRUPPY G W DISKRETNU� GRUPPU Aut �M 	�
kAVDOE TAKOE PREDSTAWLENIE OPREDELQET STROENIE NEPRERYWNOGO G�MODULQ NA GRUPPE
M � I OBRATNO� STROENIE NEPRERYWNOGO G�MODULQ NA M OPREDELQET PREDSTAWLENIE

GRUPPY G W Aut �M 	 S TO�NOSTX� DO �KWIWALENTNOSTI� eSLI OTOVDESTWITX GRUPPU
M S GRUPPOJ RACIONALXNYH HARAKTEROW �G k�GRUPPY G�OPREDELQEMOJ PREDSTAWLENIEM
h  G � Aut �M 	�TO MODULX �M�h	 W TO�NOSTI IZOMORFEN G�MODUL� �G S ESTESTWENNYM

DEJSTWIEM GRUPPY gALUA G�
tEOREMA� pUSTX G QWLQETSQ k�GRUPPOJ� tOGDA SOOTWETSTWIE G � �G OPREDELQET

DWOJSTWENNOSTX KATEGORII k�GRUPP MULXTIPLIKATIWNOGO TIPA S KATEGORIEJ NEPRE�
RYWNYH G�MODULEJ KONE�NOGO TIPA� GDE G � GRUPPA gALUA SEPARABELXNOGO ZAMYKANIQ
POLQ k�

sWERH TOGO� DLQ TOGO� �TOBY POSLEDOWATELXNOSTX GOMOMORFIZMOW k�GRUPP �MT	

� � G� � G� G��� �
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BYLA TO�NOJ� NEOBHODIMO I DOSTATO�NO� �TOBY DWOJSTWENNAQ POSLEDOWATELXNOSTX G�
MODULEJ RACIONALXNYH HARAKTEROW

� � �G��� �G� �G� � �

BYLA TO�NOJ� �
pRIMER �� kAK POSTROITX PO G�MODUL� M KONE�NOGO TIPA k�GRUPPU �MT	 G�

iMEEM PREDSTAWLENIE h  G � Aut �M 	� iZ NEPRERYWNOSTI h� KOMPAKTNOSTI G I

DISKRETNOSTI Aut�M 	 SLEDUET� �TO Im�h	 �KONE�NAQ GRUPPA� PUSTX H � Ker �h	�
rASSMOTRIM GRUPPOWOE KOLXCO ks�M � KAK G�MODULX S DEJSTWIEM NAM I ESTESTWENNYM

DEJSTWIEM NA ks� pUSTX A � ks�M �G � ALGEBRA INWARIANTOW� ONA IMEET KONE�NYJ TIP
NAD POLEM k� SpecA � G I ESTX ISKOMAQ GRUPPOWAQ SHEMA�

dLQ k�GRUPPY G �MT	� OPREDELQEMOJ PREDSTAWLENIEM h  G � Aut � �G	� KONE��
NU� GRUPPU h�G	 � Aut � �G	 NAZOWEM GRUPPOJ RAZLOVENIQ SHEMY G� pUSTX L � kHs
� POLE INWARIANTOW � � � Gal �L�k	 � G�H� nETRUDNO WIDETX� �TO L ESTX PERESE�E�
NIE WSEH POLEJ RAZLOVENIQ k�GRUPPY G� SODERVA�IHSQ W ks� tAKIM OBRAZOM� L ESTX

MINIMALXNOE POLE RAZLOVENIQ GRUPPY G� STEPENX RAS�IRENIQ L�k RAWNA PORQDKU
GRUPPY RAZLOVENIQ�
pRIMER ��aLGEBRAI�ESKIJ TOR� gRUPPOWAQ k�SHEMA T NAZYWAETSQ ALGEBRAI�

�ESKIM TOROM� ESLI

T �k
�k � D
k�Z

n	 � Gn
m�
k�

kATEGORIQ ALGEBRAI�ESKIH k�TOROW DUALXNA KATEGORII G�MODULEJ KONE�NOGO TIPA
BEZ KRU�ENIQ� pUSTX L�k � KONE�NOE RAS�IRENIE gALUA� NAD KOTORYM TOR T RASPA�
DAETSQ� � � Gal �L�k	� tOGDA DLQ WSQKOJ k�ALGEBRY A IMEEM

T �A	 � T �AL	
� � Hom � �T �A�L	

� � Hom�� �T �A
�
L	 �

� � �T � � A�L	
�� �T � � Hom � �T � Z	� AL � L �k A�

pRIMER �� pOLEM RAZLOVENIQ k�GRUPPY �n�k � Dk�Z�nZ	 QWLQETSQ SAMO POLE
k� HOTQ GRUPPA TO�EK �n�k	 MOVET SWODITXSQ K �� eSLI POLE k SODERVIT WSE KORNI
STEPENI n IZ EDINICY I HARAKTERISTIKA POLQ k NE DELIT n� TO �n�k � POSTOQNNAQ
k�GRUPPA�

pRIMER � UKAZYWAET NA WOZMOVNOSTX SLEDU��EGO OPREDELENIQ ALGEBRAI�ESKOGO
TORA� pUSTX L�k � KONE�NOE RAS�IRENIE gALUA� � � Gal �L�k	� �T � ��MODULX BEZ
KRU�ENIQ KONE�NOGO RANGA� A � KOMMUTATIWNAQ k�ALGEBRA� tOR T NAD POLEM k� RAZ�
LOVIMYJ NAD L� ESTX GRUPPOWAQ k�SHEMA� PREDSTAWLQ��AQ FUNKTOR

A � Hom�� �T � �L�k A	
�	

�
���� gLAWNYE ODNORODNYE PROSTRANSTWA� pUSTX G ESTX S�GRUPPA� A X �

SHEMA NAD S� gOWORQT� �TO G DEJSTWUET SLEWA NA SHEME X� ESLI ZADAN S�MORFIZM
G�SX � X TAKOJ� �TO DLQ WSQKOJ S�SHEMY Y � DLQ KOTOROJ X�Y 	 �� �� OTOBRAVENIE
G�Y 	 � X�Y 	 � X�Y 	 OPREDELQET OBY�NOE DEJSTWIE GRUPPY G�Y 	 NA MNOVESTWE
X�Y 	� FUNKTORNOE PO Y �

rASSMOTRIM O�ENX �ASTNYJ SLU�AJ� KOGDAG ESTX ALGEBRAI�ESKAQ k�GRUPPA� DEJST�
WU��AQ NA k�MNOGOOBRAZII X PROSTO TRANZITIWNO� T�E� DLQ KAVDOJ TO�KI x � X�ks	
OTOBRAVENIE g � gx QWLQETSQ BIEKCIEJ MNOVESTWA G�ks	 NA X�ks	� mNOGOOBRAZIE
X NAZYWAETSQ GLAWNYM ODNORODNYM PROSTRANSTWOM �gop	 k�GRUPPY G� w SLU�AE�
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KOGDA X�k	 �� �� MNOGOOBRAZIQ G I X IZOMORFNY NAD POLEM k I X NAZYWAETSQ TRI�
WIALXNYM �gop	�
pRIMER 	� pUSTX G � SO��	 � LINEJNAQ GRUPPA NAD POLEM WE�ESTWENNYH �ISEL

R� OPREDELQEMAQ OB�EJ TO�KOJ�
a b
�b a

�
� a� � b� � ��

A X � MNOGOOBRAZIE NAD R S OB�EJ TO�KOJ�
x y

�y x

�
� x� � y� � ���

mATRI�NOE UMNOVENIE OPREDELQET R� MORFIZM G�R X � X� qSNO� �TO X�R	 � ��
A XC ESTX TRIWIALXNOE �gop	 GRUPPY G� TAKIM OBRAZOM X � NETRIWIALXNOE �gop	
R� GRUPPY G�

dWA �gop	 X I X � k�GRUPPY G NAZYWA�TSQ IZOMORFNYMI� ESLI SU�ESTWUET k�
IZOMORFIZM h  X � X� TAKOJ� �TO h�gx	 � gh�x	� g � G�ks	� x � X�ks	� pUSTX
P�k�G	 � MNOVESTWO KLASSOW �gop	 OTNOSITELXNO �TOGO OTNO�ENIQ �KWIWALENTNOS�
TI� pUSTX L � NEKOTOROE RAS�IRENIE POLQ k� pOLE L NAZYWAETSQ POLEM RAZLOVE�
NIQ�gop	 X� ESLI X �k L ESTX TRIWIALXNOE �gop	 GRUPPY GL� �TO RAWNOSILXNO
USLOWI� X�L	 �� �� pOSKOLXKU WSQKOE ALGEBRAI�ESKOE MNOGOOBRAZIE IMEET TO�KI SO
ZNA�ENIQMI W POLE ks� TO WSQKOE �gop	 X ALGEBRAI�ESKOJ k�GRUPPYG IMEET KONE�NOE

SEPARABELXNOE POLE RAZLOVENIQ� pUSTX L�k � RAS�IRENIE gALUA S GRUPPOJ gALUA ��
P�L�k�G	 � MNOVESTWO WSEH �gop	 GRUPPY G� RAZLOVIMYH NAD L �S TO�NOSTX� DO

IZOMORFIZMA	� wOZXMEM X � P�L�k�G	 I RASSMOTRIM �KWIWARIANTNYJ IZOMORFIZM

f  G � X� tOGDA KOCIKL a� � f���	f	 ESTX �KWIWARIANTNYJ IZOMORFIZM GRUPPY

GL NA SEBQ DLQ KAVDOGO 	 � �� nO KAVDYJ �KWIWARIANTNYJ IZOMORFIZM ODNOZNA�NO
OPREDELQETSQ SDWIGOM NA �LEMENT IZ G�L	�
tEOREMA� pUSTX G � ALGEBRAI�ESKAQ GRUPPA NAD POLEM k� tOGDA MNOVESTWO GLAW�

NYH ODNORODNYH PROSTRANSTW P�k�G	 BIEKTIWNO MNOVESTWU H��k�G�ks		��
dANNAQ TEOREMA DOPUSKAET WESXMA SU�ESTWENNOE OBOB�ENIE W �TALXNOJ TOPOLO�

GII gROTENDIKA� A IMENNO� DLQ SHEMY X I GRUPPOWOJ SHEMY G �LEMENT MNOVESTWA

H�
et�X�G	 OPREDELQET SHEMU GLAWNYH ODNORODNYH PROSTRANSTW NAD X �TORSOR	� KAV�

DYJ SLOJ KOTOROGO ESTX �gop	 NAD POLEM k�x	� x � X� nEKOTORYE PRIMERY TORSOROW
WSTRETQTSQ W DALXNEJ�EM�
pRIMER 
� dLQ L�BOGO KONE�NOGO RAS�IRENIQ gALUA L�k SPRAWEDLIWO RAWENST�

WO H��L�k�GL �n� L		 � �� w SAMOM DELE� PUSTX a� � KOCIKL SO ZNA�ENIQMI W GRUPPE
GL �n� L	� V � LINEJNOE PROSTRANSTWO NAD POLEM k RAZMERNOSTI n� L�kV � PROSTRAN�
STWO NAD L� wYBIRAQ KAKOJ�NIBUDX BAZIS v�� ��� vn W V � BUDEM S�ITATX a� LINEJNYM
OPERATOROM W L�k V � mY WIDELI� �TO OPERATOR h�		 � a��	��	 OBLADAET SWOJSTWOM
h�	� 	 � h�		h�� 	� pUSTX W � PODPROSTRANSTWO INWARIANTOW DEJSTWIQ GRUPPY h��	�
nETRUDNO POKAZATX� �TO dimW � n I� SWERH TOGO� L �k W � LW � L �k V � pUSTX
w�� ��� wn � BAZIS PROSTRANSTWAW NAD k� sU�ESTWUET OPERATOR b � GL �L�kV 	 TAKOJ�
�TO bwi � vi� tOGDA a� � b���	b	�

oTMETIM �ASTNYJ SLU�AJ n � �� GL ��� L	 � L�� iMEEM H��L�k� L�	 � �� tAKIM
OBRAZOM� RAWENSTWO PRIMERA 
 QWLQETSQ PRQMYM OBOB�ENIEM TEOREMY 
� gILXBERTA�
pRIMER ��� sPRAWEDLIWO RAWENSTWO H��L�k� SL�n� L		 � �� �TO WYTEKAET IZ

TO�NOJ POSLEDOWATELXNOSTI NEABELEWYH KOGOMOLOGIJ

GL �n� k	
det�� k� � H��L�k� SL �n� L		� H��L�k�GL �n� L		
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I PRIMERA 
�
tEPERX POQWILASX WOZMOVNOSTX RASSMOTRETX I BOLEE SLOVNYE PRIMERY�
pRIMER ��� fORMY AFFINNOGO PROSTRANSTWA An� o�ENX TRUDNOJ OKAZALASX

ZADA�A NAHOVDENIQ WSEH k�FORM PROSTRANSTWAAn� dELO W TOM� �TO GRUPPA Aut L�An	
DLQ n � � NE IMEET KONE�NOJ RAZMERNOSTI� RQD GIPOTEZ O EE STROENII POKA NE DOKAZAN
PRI n � �� iMEETSQ TEOREMA �AFAREWI�A� UTWERVDA��AQ� �TOH��k�Aut ks�A

�		 � �
T�E� NE SU�ESTWUET k�FORM PLOSKOSTI A�� OTLI�NYH OT A�

k� dOKAZATELXSTWO SOSTO�
IT IZ NESKOLXKIH �TAPOW� wO�PERWYH� POKAZYWAETSQ� �TO GRUPPA GL � Aut L�A�	
ESTX AMALXGAMIROWANNOE PROIZWEDENIE DWUH GRUPP G� I G� S OTME�ENNOJ PODGRUP�
POJ H� GDE G� � GRUPPA AFFINNYH PREOBRAZOWANIJ PLOSKOSTI A�

L� G� � GRUPPA

�TREUGOLXNYH� PREOBRAZOWANIJ x � ax � c� y � by � f�x	� f�x	 � MNOGO�LEN�
H � G�

T
G�� pUSTX a� � KOCIKL SO ZNA�ENIQMI W GRUPPE GL� � � Gal �L�k	� oPE�

RATOR h  	 � a��	 � �	 QWLQETSQ k�GOMOMORFIZMOM GRUPPY � W GRUPPU GL I GRUPPA

h��	 KONE�NA� iZ TEORII AMALXGAMIROWANNYH PROIZWEDENIJ IZWESTNO� �TO L�BAQ KO�
NE�NAQ PODGRUPPA W GL SOPRQVENA PODGRUPPE W Gi� i � �� �� tAKIM OBRAZOM� ZADA�A
SWEDENA K DOKAZATELXSTWU TRIWIALXNOSTI KOGOMOLOGIJ H��L�k�G�	 I H��L�k�G�	�
gRUPPY G� I G� OBLADA�T NORMALXNYMI RQDAMI S FAKTORAMI L� L� ILI GL ��� L	�
A KOGOMOLOGII POSLEDNIH ��TRIWIALXNY�

���� pROEKTIWNAQ GRUPPA I SOZWEZDIE SOPUTSTWU��IH k�FORM� gRUPPA
Aut k�Pn	 WSEH k�AWTOMORFIZMOW PROEKTIWNOGO PROSTRANSTWA Pn IZOMORFNA FAKTOR�
GRUPPE GL �n� �� k	�k�� ONA OBOZNA�AETSQ PGL �n� �� k	� pO�TOMU MNOVESTWO
H��k� PGL �n��� ks		 OPISYWAET WSE FORMY PROEKTIWNOGO PROSTRANSTWAPn

k S TO�NOS�
TX� DO IZOMORFIZMA� wSQKAQ k�FORMA PROSTRANSTWA Pn NAZYWAETSQ MNOGOOBRAZIEM

sEWERI�bRAU�RA RAZMERNOSTI n� s DRUGOJ STORONY� GRUPPA PGL �n � �� ks	 MOVET
BYTX ISTOLKOWANA KAK GRUPPA DROBNO�LINEJNYH AWTOMORFIZMOW POLQ RACIONALXNYH
FUNKCIJ ks�x�� ��� xn	� kAK I W PRIMERE �� WSQKIJ KOCIKL a� GRUPPY G SO ZNA�ENIQMI
W PGL �n � �� ks	 OPREDELQET NEPRERYWNOE PREDSTAWLENIE h  G � PGL �n � �� ks	
I GRUPPA h�G	 � W � KONE�NA� pODPOLE INWARIANTOW F � ks�x�� ��� xn	W OBLADAET

SWOJSTWAMI F � ks � k� Fks � ks�x�� ��� xn	� F ESTX POLE RACIONALXNYH FUNKCIJ

k�X	 NA MNOGOOBRAZII sEWERI�bRAU�RA X� KOTOROE OPREDELQETSQ TEM VE KOCIKLOM

a��
e�E ODNA O�ENX WAVNAQ IPOSTASX GRUPPY PGL �n	� pUSTX M �n� k	 � ALGEBRA WSEH

KWADRATNYH MATRIC PORQDKA n S KO�FFICIENTAMI IZ POLQ k�iZWESTNO� �TO WSQKIJ AW�
TOMORFIZM �TOJ ALGEBRY QWLQETSQ WNUTRENNIM� T�E� GRUPPA Aut �M �n� k		 IZOMORFNA
GRUPPE PGL �n� k	�pO�TOMU KOGOMOLOGII H��k� PGL �n� ks		 OPISYWA�T TAKVE MNO�
VESTWO WSEH PROSTYH CENTRALXNYH k�ALGEBR RANGA n� S TO�NOSTX� DO IZOMORFIZMA�

iTAK� KAVDYJ �LEMENT h � H��k� PGL �n		 oDNOZNA�NO OPREDELQET MNOGOOBRAZIE
sEWERI�bRAU�RA Xh� POLE Fh I CENTRALXNU� PROSTU� ALGEBRU �h� qZYK SHEM POZWO�
LQET DATX �LEGANTNOE OPISANIE �TIH OB�EKTOW I IH SWQZEJ MEVDU SOBOJ� nO SNA�ALA
ODNO ZAME�ATELXNOE NABL�DENIE�
pRIMER ��� pARAMETRIZACIQ LEWYH IDEALOW MATRI�NOJ ALGEBRY� pUSTX

V � WEKTORNOE PROSTRANSTWO NAD POLEM k RAZMERNOSTI n�

E � End �V 	 � V � �k V � M �n� k	� Gr�E� n	

� MNOGOOBRAZIE gRASSMANA n�MERNYH PODPROSTRANSTW n��MERNOGO PROSTRANSTWA E�
wYBEREM BAZIS e�� ��� en W V I DUALXNYJ BAZIS f�� ��� fn W V

�� pUSTX a � �a�� ��� an	 �
V� a �� �� f � a�f��� � ��anfn� ai � k� wEKTOR a OPREDELQET n�MERNOE PODPROSTRANST�
WO � f � �kV W V ��V � E� GDE � f � � ODNOMERNOE PODPROSTRANSTWO� POROVDENNOE
FUNKCIEJ f � eSLI a � �a�� � � k� I f � � LINEJNAQ FORMA� SOOTWETSTWU��AQ WEKTORU
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a�� TO � f ��� f � �� tAKIM OBRAZOM� IMEEM IN�EKTIWNOE OTOBRAVENIE

�  P �V 	� Gr�E� k	�

GDE P �V 	 � PROEKTIWIZACIQ PROSTRANSTWA V � zAMETIM TEPERX� �TO � f � �kV QWLQ�
ETSQ LEWYM IDEALOM W E� oBRATNO� ESLI a � LEWYJ IDEAL W E TAKOJ� �TO
a 
 a� � E� dima � n� TO PRAWOE DEJSTWIE ALGEBRY E NA LINEJNOM PROSTRANSTWE

V � OPREDELQET ODNOMERNOE PROSTRANSTWO � f �� V �a � V �� iMEEM PRQMU� SUMMU

� f � 
V �
� � V �� OTKUDA E � �� f � �kV 	 
 �V �

� �k V 	� pOSKOLXKU a � � � a I

V �� a � �� TO a �� f � �kV � iTAK� MNOVESTWO ��P �V 		� IZOMORFNOE Pn���k	� ESTX
PODMNOVESTWO W Gr�E� n	� PARAMETRIZU��EE MNOVESTWO WSEH LEWYH IDEALOW RANGA n
ALGEBRYM �n� k	� pOSKOLXKU SWOJSTWO BYTX LEWYM IDEALOM ZADAETSQ SISTEMOJ ALGEB�
RAI�ESKIH URAWNENIJ NA PL�KKEROWY KOORDINATY W Gr�E� n	� TO MNOVESTWO ��P �V 		
ZAMKNUTO W Gr�E� n	�

pUSTX TEPERX � � CENTRALXNAQ PROSTAQ ALGEBRA NAD POLEM k RAZMERNOSTI n��
Gr��� n	 � MNOGOOBRAZIE gRASSMANA n�MERNYH PODPROSTRANSTW WEKTORNOGO k�PROSTRAN
STWA �� dLQ L�BOJ KOMMUTATIWNOJ k�ALGEBRY A IMEEM

Gr��� n	�A	 �

�
MNOVESTWO PRQMYH SLAGAEMYH A� MODULQ A �k ��
IME��IH POSTOQNNYJ RANG n�

rASSMOTRIM PODFUNKTOR X� �TOGO FUNKTORA

X��A	 �

�
MNOVESTWO PRQMYH SLAGAEMYH A � MODULQ A �k ��
RANGA n� QWLQ��IHSQ LEWYMI IDEALAMI�

eSLI L�k � RAS�IRENIE POLEJ� TO XL�k� � X� �k L� pOSKOLXKU ALGEBRA � RAS�EP�
LQETSQ NAD RAS�IRENIEM ks� TO X� ESTX k�FORMA Pn��

k � T�E�� X� QWLQETSQ MNOGOOB�
RAZIEM sEWERI � bRAU�RA� wLOVENIE X� � Gr��� n	 ESTX ZAMKNUTYJ k�MORFIZM� �TO
REALIZACIQ MNOGOOBRAZIQ sEWERI � bRAU�RA W KA�ESTWE PROEKTIWNOGO MNOGOOBRAZIQ�
nA GRASSMANIANE Gr��� n	 IMEETSQ KANONI�ESKOE WEKTORNOE RASSLOENIE RANGA n� SOPO�
STAWLQ��EE KAVDOJ TO�KE WEKTORNOE PROSTRANSTWO RAZMERNOSTI n  TAWTOLOGI�ESKOE
RASSLOENIE � PUSTX J � EGO OGRANI�ENIE NA X�� kAVDYJ SLOJ QWLQETSQ LEWYM IDEA�
LOM� PO�TOMU J ESTX LEWYJ OX�k� MODULX� GDE OX � STRUKTURNYJ PU�OK NAX � X��
pU�OK J� QWLQETSQ PRAWYM OX �k � � MODULEM� iMEEM ESTESTWENNYJ GOMOMORFIZM

PU�KOW OX � ALGEBR
OX �k �� J� �OX J � EndOX �J	

pRI RAS�IRENII POLQ k DO ks ON STANOWITSQ IZOMORFIZMOM� A� ZNA�IT� BYL IZOMOR�
FIZMOM S SAMOGO NA�ALA� sLEDU��IE IZOMORFIZMY POKAZYWA�T� �TO POLE F � k�X	
QWLQETSQ POLEM RAZLOVENIQ ALGEBRY �� A� ZNA�IT� I k � SHEMY X��

F �k � � F �OX �OX �k �	 � F �OX �J� �OX J	 �
� J� �OX �F �OX J	 � J� �OX Fn � �Fn	� �F Fn � M �n� F 	

pOLE F � k�X	 NAZYWAETSQ OB�IM POLEM RAZLOVENIQ ALGEBRY �� ONO OBLADAET
SWOJSTWOM UNIWERSALXNOSTI� T�E�� ESLI L�k RAS�EPLQET k�ALGEBRU ��TO SU�ESTWUET
k�TO�KA �  F � L I OBRATNO� pOLQ k�X	� X � X� SYGRALI SU�ESTWENNU� ROLX W

ISSLEDOWANIQH mERKURXEWA I sUSLINA W TEORII NORMENNYH WY�ETOW� sUSLIN ����
���� gRUPPA bRAU�RA POLQ� w P���� BYLO OTME�ENO� �TO GRUPPA H��k� k�s	 IZO�

MORFNA GRUPPE bRAU�RA POLQ k� GRUPPA Br k PERIODI�NA� bUDEM PREDPOLAGATX� �TO
HARAKTERISTIKA POLQ k RAWNA NUL�� iZ TO�NOJ POSLEDOWATELXNOSTI kUMMERA

�� �n � �k�
n� �k� � �� �n � �n��k	�
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I SOOTNO�ENIQ H��k� �k�	 � � POLU�AEM IZOMORFIZM H��k� �n	 �n �Br k	� GDE n�Br k	
� PODGRUPPA �LEMENTOW GRUPPY bRAU�RA� PORQDOK KOTORYH DELIT n� s DRUGOJ STORO�
NY� KAVDYJ �LEMENT MNOVESTWA H��k� PGL n	 PREDSTAWLQET SOBOJ ALGEBRU RANGA n��
KOTORAQ IMEET PORQDOK W GRUPPE bRAU�RA DELQ�EJ n� rASSMOTRIM KOMMUTATIWNU�

DIAGRAMMU S TO�NYMI STROKAMI I STOLBCAMI

� �
� �

� � �n � Gm
n� Gm � �

� � k
� � SL n � GL n

det� Gm � ��
� �

PGL n � PGL n

� �
� �

IZ KOTOROJ POLU�AEM KOMMUTATIWNU� DIAGRAMMU

H��k� PGL n	

���
	

�
H��k� �n	

i�� H��k�Gm	�

GDE WSE STRELKI QWLQ�TSQ IN�EKTIWNYMI OTOBRAVENIQMI� DLQ DOKAZATELXSTWA IN��
EKTIWNOSTI �� TREBU�TSQ NEKOTORYE DOPOLNITELXNYE RASSUVDENIQ� tAKIM OBRAZOM�
� QWLQETSQ WLOVENIEM MNOVESTWA H��k� PGL n	 W n�Br k	 � Br k� nAPOMNIM� �TO
WSQKIJ �LEMENT �A� � Br k IMEET INDEKS ind�A� � indA �

p
dimD� GDE D � TELO NAD

k� ODNOZNA�NO OPREDELQEMOE IZ IZOMORFIZMA A � M �r�D	� oBRAZ ��H��k� PGL n	
SOSTOIT IZ TEH �LEMENTOW W GRUPPE Br k� INDEKS KOTORYH DELIT n� dLQ NEKOTORYH
POLEJ k W GRUPPE bRAU�RA WYPOLNQETSQ SOOTNO�ENIE ind�A� � exp�A�� w �TOM SLU�AE

H��k� PGL n	 �n �Br k	 I MNOVESTWO H��k� PGL n	 QWLQETSQ KOMMUTATIWNOJ GRUP�
POJ�
pRIMER ��� gRUPPA

BrR � H��C�R�C�	 � H��C�R� ��	 � H��C�R� ��	 � �� � H��C�R� PGL���C		�

nETRIWIALXNYJ �LEMENT GRUPPY BrR ESTX ALGEBRA KWATERNIONOW�
pRIMER ��� pUSTX f � NEWYROVDENNAQ KWADRATI�NAQ FORMA OT n � � PEREMEN�

NYH NAD POLEM k HARAKTERISTIKI NE RAWNOJ DWUM� SO�f	 � SOOTWETSTWU��AQ UNIMO�
DULQRNAQ ORTOGONALXNAQ GRUPPA� Spin�f	 � EE UNIWERSALXNAQ NAKRYWA��AQ� iMEEM
TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX

� � �� � Spin�f	 � SO�f	 � ��

IZ KOTOROJ POLU�AEM TO�NU� KOGOMOLOGI�ESKU� POSLEDOWATELXNOSTX

Spin�f� k	 � SO�f� k	

� k���k�	� � H��k� Spin�f		 ��H��k� SO�f		

��� �Br k	�

gOMOMORFIZM � NAZYWAETSQ SPINORNOJ NORMOJ� KOTORAQ OPREDELQETSQ ISHODQ IZ AL�
GEBRY kLIFFORDA Cl�f	� ZADA��EJ GRUPPU Spin�f	� pRIMER � POKAZYWAET� �TO MNO�
VESTWO H��k� SO�f		 KLASSIFICIRUET KWADRATI�NYE FORMY OT n PEREMENNYH NAD
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POLEM k� IME��IH TOT VE DISKRIMINANT� �TO I FORMA f � eSLI h ODNA IZ TAKIH

FORM� TO ��h	 ESTX INWARIANT hASSE�wITTA FORMY h� sERR ���� w �ASTNOSTI� DLQ
TOGO� �TOBY H��k� Spin�f		 � � NEOBHODIMO I DOSTATO�NO� �TOBY WYPOLNQLISX DWA

USLOWIQ
�	 OTOBRAVENIE SPINORNOJ NORMY � S�R�EKTIWNO�
�	 KAVDAQ KWADRATI�NAQ FORMA� IME��AQ TOT VE DISKRIMINANT I INWARIANT

hASSE�wITTA� �TO I f � EJ �KWIWALENTNA�
w SLU�AE ARIFMETI�ESKIH POLEJ MOVNO POLU�ITX ZNA�ITELXNO BOLEE TO�NYE SWE�

DENIQ� oBSTOQTELXNOE ISSLEDOWANIE PROWEL v�p�sERR ����
��	� gRUPPY �EWALLE� wERNEMSQ K TEME� OBOZNA�ENNOJ W P����� nAPOMNIM OS�

NOWNYE FAKTY IZ TEORII POLUPROSTYH ALGEBRAI�ESKIH GRUPP� OPREDELENNYH NAD PO�
LEM KOMPLEKSNYH �ISEL C� pUSTX G � SWQZNAQ POLUPROSTAQ KOMPLEKSNAQ GRUPPA� g
� EE ALGEBRA lI� nA WREMQ GRUPPU KOMPLEKSNYH TO�EK G�C	 SNOWA OBOZNA�IM SIM�
WOLOM G� iMEEM PRISOEDINENNOE PREDSTAWLENIE Ad  G � Aut �g	� QDROM KOTOROGO

QWLQETSQ KONE�NYJ CENTR Z�G	 GRUPPY G� pUSTX h � FORMA kILLINGA NA ALGEBRE
g  h�X�Y 	 � tr�adX � adY 	� fORMA h INWARIANTNA OTNOSITELXNO WSEH AWTOMORFIZ�
MOW ALGEBRY g I NEWYROVDENA� pUSTX T � MAKSIMALXNYJ TOR W G� ON SOWPADAET SO
SWOIM CENTRALIZATOROM � WSE MAKSIMALXNYE TORY W G SOPRQVENY� �ISLO l � dimT
NAZYWAETSQ RANGOM GRUPPY G� oBOZNA�IM �EREZ h PODALGEBRU W g� SOOTWETSTWU��U�
TORU T � h NAZYWAETSQ PODALGEBROJ kARTANA ALGEBRY g� ONA QWLQETSQ MAKSIMALXNOJ
KOMMUTATIWNOJ PODALGEBROJ W g� pUSTX � � HARAKTER TORA T � �  T � C�� TOGDA
DIFFERENCIAL �TOGO OTOBRAVENIQ� WY�ISLENNYJ W EDINICE GRUPPY ESTX LINEJNOE

OTOBRAVENIE d�  h � C� PRI�EM OTOBRAVENIE � � d� OPREDELQET MONOMORFIZM

GRUPPY X�T 	 W GRUPPU h� � Hom �h�C	� KOTORYJ POZWOLQET OTOVDESTWITX GRUPPU
HARAKTEROW X�T 	 S NEKOTOROJ PODGRUPPOJ �T W PROSTRANSTWE h�� KOTORAQ POROVDA�
ET PROSTRANSTWO h� I RANG GRUPPY �T cOWPADAET S RAZMERNOSTX� PROSTRANSTWA h��
tAKOGO SORTA PODGRUPPY BUDEM NAZYWATX W DALXNEJ�EM RE�ETKAMI� hOTQ GRUPPY

X�T 	 I �T IZOMORFNY� MY NE BUDEM IH OTOVDESTWLQTX� pUSTX

�T � � fH � h j d��H	 � Z �� � X�T 	g � Hom � �T �Z	�

iMEEM �PIMORFIZM exp  h � T � NETRUDNO ZAMETITX� �TO �T � � Ker �e	� GDE e�H	 �
exp���iH	� �T � � RE�ETKA W h� dLQ WSQKOGO HARAKTERA � TORA T OPREDELIM PODPRO�
STRANSTWO

g� � fX � g j Ad�t	X � ��t	X �t � Tg�
�TO INWARIANTNOE PODPROSTRANSTWO PRISOEDINENNOGO DEJSTWIQ TORA T W g� eGO MOV�
NO OPREDELITX TAKVE SOOTNO�ENIQMI

g� � fX � g j �H�X� � ��H	X �H � hg� � � d��

�LEMENT � � �T NAZYWAETSQ KORNEM ALGEBRY g�ESLI � �� � I g� �� �� mNOVESTWO R
WSEH KORNEJ KONE�NO� PUSTXQ�R	 � PODGRUPPA W �T � POROVDENNAQ WSEMI KORNQMI�Q�R	
QWLQETSQ RE�ETKOJ W �T � PO�TOMU Q�R	 IMEET KONE�NYJ INDEKS W �T � nALI�IE INWA�
RIANTNOJ NEWYROVDENNOJ FORMY kILLINGA h POZWOLQET POLU�ITX DOPOLNITELXNU�
INFORMACI�� oKAZYWAETSQ�

�	 PROSTRANSTWA g� � ODNOMERNY�
�	 ESLI �� 
 �� �� TO g� I g� ORTOGONALXNY�
�	 ESLI � � R TO �� � R�
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�	 PROSTRANSTWo h� � �g��g��� � ODNOMERNO� SU�ESTWUET EDINSTWENNYJ �LEMENT
H� � h� TAKOJ� �TO ��H�	 � ��

�	 DLQ KAVDOGO X� � g�� X� �� �� SU�ESTWUET EDINSTWENNYJ �LEMENT Y� � g���
TAKOJ� �TO �X�� Y�� � H�� PRI�EM� �H�� X�� � �X�� �H�� Y�� � ��Y��
pRIMER ��� rASSMOTRIM ALGEBRU sl���C	 KWADRATNYH MATRIC WTOROGO PORQDKA

SO SLEDOM NULX� �TO ALGEBRA lI GRUPPY SL ���C	� kANONI�ESKIM BAZISOM W sl���C	
QWLQETSQ BAZIS X�Y�H� GDE

X �

�
� �
� �

�
� Y �

�
� �
� �

�
� H �

�
� �
� ��

�
�

�X�Y � � H� �H�X� � �X� �H�Y � � ��Y�
pUSTX � � KORENX PROIZWOLXNOJ POLUPROSTOJ ALGEBRY g I �� � MONOMORFIZM�

OTOBRAVA��IJ ALGEBRU sl���C	 W g I PEREWODQ�IJ TROJKU �X�Y�H	 W �X�� Y��H�	�
gOMOMORFIZM �� ODNOZNA�NO OPREDELQET GOMOMORFIZM GRUPP ��  SL ���C	 � G
TAKOJ��TO �� � d��� sOOTNO�ENIE ���expH	 � exp�d���H		 WMESTE S RAWENSTWOM
exp���iH	 � E POKAZYWAET� �TO H� � Ker �e	 � �T �� oTS�DA WAVNOE SWOJSTWO

�	 ��H�	 � Z� � � �T �
pUSTX

P �R	 � f� � h�j��H�	 � Z �� � Rg
RE�ETKA WESOW SISTEMY R� iMEEM WKL��ENIQ

Q�R	 � �T � P �R	�

tEOREMA �� pUSTX G � SWQZNAQ KOMPLEKSNAQ POLUPROSTAQ ALGEBRAI�ESKAQ GRUPPA�
���G	 � EE FUNDAMENTALXNAQ GRUPPA� tOGDA

Z�G	 � �T�Q�R	� ���G	 � P �R	� �T� �
tEOREMA �� dLQ WSQKOJ PODGRUPPY M � h� TAKOJ� �TO Q�R	 � M � P �R	�

SU�ESTWUET SWQZNAQ POLUPROSTAQ KOMPLEKSNAQ GRUPPA G I MAKSIMALXNYJ TOR T W G�
TAKIE� �TO ALGEBRA lI GRUPPY G SOWPADAET S g� A �T S M � gRUPPA G OPREDELQETSQ

RE�ETKOJ M ODNOZNA�NO S TO�NOSTX� DO IZOMORFIZMA� �
eSLI �T � P �R	� TO GRUPPA G NAZYWAETSQ ODNOSWQZNOJ� ESLI �T � Q�R	� GRUPPA G

NAZYWAETSQ PRISOEDINENNOJ�

sIMWOLOM R� OBOZNA�IM SISTEMU fH�� � � Rg� gRUPPU� POROVDENNU� SISTEMOJ

R� W h� OBOZNA�IM Q�R�	� WIDNO� �TO Q�R�	 DUALXNA P �R	� aNALOGI�NO� P �R�	 �
Q�R	� � h� iMEEM

Q�R�	 � �T � � P �R�	�

pUSTX TEPERX N � NORMALIZATOR TORA T W G� FAKTOR�GRUPPA W � N�T TO�NO

DEJSTWUET WNUTRENNIMI AWTOMORFIZMAMI IntG�m	 NA TORE T � m � N � A� POSKOLXKU
GRUPPA Aut T � GL �n�Z	� TO W � KAK NULXMERNAQ ALGEBRAI�ESKAQ GRUPPA� KONE�NA�
gRUPPAW NAZYWAETSQ GRUPPOJ wEJLQ GRUPPY G OTNOSITELXNO TORA T � pOSKOLXKU WSE
MAKSIMALXNYE TORY W G SOPRQVENY MEVDU SOBOJ� TO IH GRUPPY wEJLQ IZOMORFNY�
pO PRINCIPU PERENOSA STRUKTUR OPREDELQETSQ DEJSTWIE GRUPPY wEJLQ I NA DRUGIH

OB�EKTAH GRUPPE X�T 	� �T � h� h�� pERENESTI DEJSTWIE GRUPPYW NA WS� GRUPPU G
ILI ALGEBRU g NELXZQ� POSKOLXKU DEJSTWIE OPERATORA Int�m	 WNE T ILI h UVE NA�I�
NAET ZAWISETX OT WYBORA �LEMENTA m� oDNAKO� NEKOTORU� INFORMACI� POLU�ITX WSE

VE MOVNO� TAK KAK TOR T DEJSTWUET OPERATORAMIAd�t	 NA KAVDOM IZ PODPROSTRANSTW



bIRACIONALXNAQ GEOMETRIQ I ARIFMETIKA LINEJNYH ALGEBRAI�ESKIH GRUPP	 I ��

g�� � � R� pO�TOMU PODPROSTRANSTWO Ad�m	g� NE ZAWISIT OT WYBORA m � w � W �
ONO BUDET OBOZNA�ATXSQ wg�� oKAZYWAETSQ� wg� � gw�� PO�TOMU w� � R� tAKIM
OBRAZOM� GRUPPA wEJLQ PERESTAWLQET KORNI� gRUPPA wEJLQ GRUPPY SL ���C	 IMEET
PORQDOK DWA I POROVDENA �LEMENTOM

m �

�
� �
�� �

�
�

pOLOVIM m� � ���m	� TOGDA m� � N I m� OPREDELQET �LEMENT w� �W � PRI �TOM

w�
� � �� w���	 � ��� w��X�	 � Y�� w��H�	 � �H��

w���	 � � � ��H�	�� � � h��

tEOREMA �� sISTEMA R QWLQETSQ PRIWEDENNOJ� T�E� �� NE QWLQETSQ KORNEM � gRUP�
PA wEJLQ POROVDENA INWOL�CIQMI w�� �

oGRANI�ENIE FORMY kILLINGA h NA h NEWYROVDENO� SLEDOWATELXNO� h OPREDELQET
IZOMORFIZM f MEVDU PROSTRANSTWAMI h� I h� oPREDELIM SKALQRNOE PROIZWEDENIE W

PROSTRANSTWE h� PO PRAWILU

��� �	 � h�f��	� f��		�

ONO INWARIANTNO OTNOSITELXNO GRUPPY W � dEJSTWIE GRUPPY W NA h� MOVET BYTX

PREDSTAWLENO W QWNOM WIDE

w���	 � �� ���� �	

��� �	
�� � � R� � � h��

pUSTX A�R	 � GRUPPA WSEH LINEJNYH PREOBRAZOWANIJ PROSTRANSTWA h�� PEREWODQ�
�IH SISTEMU R W SEBQ� GRUPPA wEJLQ W �R	 OTOVDESTWLQETSQ S NORMALXNYM DELITE�
LEM W A�R	� fORMA ��� �	 INWARIANTNA TAKVE I OTNOSITELXNO GRUPPY A�R	�

pUSTX B � PODGRUPPA bORELQ W G� SODERVA�AQ TOR T � nAPOMNIM� �TO B � MAKSI�
MALXNAQ RAZRE�IMAQ PODGRUPPA W G� SODERVA�AQ T � ONA SWQZNA� SOWPADAET SO SWOIM
NORMALIZATOROM� MNOGOOBRAZIE G�B � PROEKTIWNO� WSE BORELEWSKIE PODGRUPPY SO�
PRQVENY W GRUPPE G� pUSTX m � N � TOGDA mBm�� SNOWA SODERVIT TOR T I mBm��

NE ZAWISIT OT WYBORA �LEMENTAm W w � W �oBOZNA�IM GRUPPUmBm�� �EREZ wB� tA�
KIM OBRAZOM� GRUPPA wEJLQ PERESTAWLQET BORELEWSKIE PODGRUPPY� SODERVA�IE DAN�
NYJ TOR T � dLQ WSQKOGO � � R IMEEM W h GIPERPLOSKOSTX P� � fH � h j ��H	 � �g�
gIPERPLOSKOSTI P� RAZBIWA�T h NA KONE�NOE �ISLO MNOGOGRANNYH WYPUKLYH KONU�
SOW�mNOVESTWO h n S

��R P� RASPADAETSQ NA SWQZNYE KOMPONENTY� KOTORYE NAZY�
WA�TSQ KAMERAMI wEJLQ� gRUPPA wEJLQ PERESTAWLQET KAMERY� PRI�EM �TO DEJSTWIE

ODNOTRANZITIWNO� kOLI�ESTWO KAMER wEJLQ� TAKIM OBRAZOM� RAWNO PORQDKU GRUPPY
wEJLQ� pUSTX C � KAMERA wEJLQ� TOGDA �C SNOWA KAMERA wEJLQ� oBOZNA�IM �E�
REZ R�C	 MNOVESTWO WSEH KORNEJ� POLOVITELXNYH NA C I NE PREDSTAWIMYH W WIDE

SUMMY KORNEJ� TAKVE POLOVITELXNYH NA C� oKAZYWAETSQ� SISTEMA R�C	 SOSTOIT
W TO�NOSTI IZ l KORNEJ� l � dimT � PRI �TOM L�BOJ KORENX 
 PREDSTAWIM W WIDE


 � b��� � � � � � bl�l� �i � R�C	� GDE bi � LIBO WSE NEOTRICATELXNYE� LIBO WSE
NEPOLOVITELXNYE CELYE �ISLA� sISTEMA KORNEJ f��� ��� �lg� UDOWLETWORQ��AQ TAKIM
USLOWIQM� NAZYWAETSQ SISTEMOJ PROSTYH KORNEJ ILI BAZISOM SISTEMY R� zADANIE
SISTEMY PROSTYH KORNEJ POZWOLQET RAZBITX MNOVESTWO R NA DWE �ASTI POLOVITELX�
NYH R� I OTRICATELXNYH R� KORNEJ� R � R�

S
R�� � � � OZNA�AET� �TO � � R��

mNOVESTWO WSEH BORELEWSKIH PODGRUPP GRUPPY G� SODERVA�IH TOR T � NAHODITSQ W



�� w�e�wOSKRESENSKIJ

BIEKTIWNOM SOOTWETSTWII S MNOVESTWOM RAZLI�NYH KAMER wEJLQ W h� gRUPPA A�R	
TAKVE PERESTAWLQET KAMERY wEJLQ � NO �TO DEJSTWIE MOVNO OPISATX BOLEE TO�NO�
zAFIKSIRUEM KAKOJ�NIBUDX BAZIS a � �a�� ��� Al	� DLQ L�BOGO g � A�R	 MNOVESTWO
ga � �ga�� ��� gal	 SNOWA BAZIS�PO�TOMU SU�ESTWUET EDINSTWENNYJ �LEMENT wg �W TA�
KOJ� �TOwg�a	 � g�a	� T�E� OPERATOR ug � w��g g ESTX PERESTANOWKA �LEMENTOW BAZISA a�
oTOBRAVENIE g � ug OPREDELQET GOMOMORFIZM GRUPPY A�R	 W GRUPPU PERESTANOWOK
BAZISNYH �LEMENTOW S QDROM W �R	� dALEE� OPERATORY ug OBRAZU�T PODGRUPPU SIM�
METRIJ Sym�R	 SISTEMY KORNEJ I GRUPPA A�R	 ESTX POLUPRQMOE PROIZWEDENIE NOR�
MALXNOJ PODGRUPPYW �R	 I GRUPPY Sym�R	� nABORU PROSTYH KORNEJ SOPOSTAWLQETSQ
NEKOTORYJ GRAF� NAZYWAEMYJ DIAGRAMMOJ dYNKINA� wER�INAMI �TOGO GRAFA QWLQ�
�TSQ PROSTYE KORNI� DWE WER�INY �i I �j SOEDINQ�TSQ mij �� �i� �j �� �j� �i �

SWQZQMI� GDE � �� 
 �� ������
�����

� PRI�EM STRELKA NAPRAWLENA K BOLEE KOROTKOMU IZ

DWUH KORNEJ� ESLI ONI IME�T NERAWNU� DLINU��ISLA � �i� �j � NAZYWA�TSQ �ISLAMI

kARTANA � kRATNOSTX REBRA SHEMY dYNKINA RAWNA ��� ILI �� sHEMA dYNKINA R OPRE�
DELQET �TU SISTEMU ODNOZNA�NO� S TO�NOSTX� DO IZOMORFIZMA� pOLUPROSTAQ ALGEBRA
PROSTA TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA EE DIAGRAMMA dYNKINA SWQZNA� W OB�EM SLU�AE

SWQZNYE KOMPONENTY SHEMY dYNKINA WZAIMNO�ODNOZNA�NO SOOTWETSTWU�T PROSTYM
IDEALAM gi ALGEBRY g � g � 
 gi�

w OPREDELENII �LEMENTOW X� W PROSTRANSTWAH g
� IMEETSQ NEBOLX�OJ PROIZWOL�

�EWALEE POKAZAL� �TO MOVNO WYBRATX BAZIS fX��H�g ALGEBRY g TAKIM OBRAZOM� �TO�
BY STRUKTURNYE KONSTANTY STALI CELYMI �ISLAMI�pUSTX gZ � ADDITIWNAQ PODGRUP�
PA W g� POROVDENNAQ BAZISOM �EWALLE� pOSKOLXKU STRUKTURNYE KONSTANTY CELYE�
TO gZ ESTX ALGEBRA lI NAD KOLXCOM Z I g � C � gZ �gZ ESTX CELAQ FORMA ALGEBRY

g	� aLGEBRA gZ PREDSTAWIMA W WIDE PRQMOJ SUMMY

gZ � Q�R�	 
��R ZX��

pUSTX TEPERX V � PROSTRANSTWO TO�NOGO PREDSTAWLENIQ GRUPPY G� w PROSTRAN�
STWE V WSEGDA MOVNO WYBRATX PODGRUPPU L SO SWOJSTWAMI

�	 RANG L RAWEN RAZMERNOSTI V I CL � V �
�	 RE�ETKA L INWARIANTNA OTNOSITELXNO WSEH �NDOMORFIZMOW

v � �Xn
��n�	v�

gRUPPA L NAZYWAETSQ DOPUSTIMOJ RE�ETKOJ g� MODULQ V � pUSTX

g�L	 � fX � g j XL � Lg � h � g�L	
��R ZX��

oKAZYWAETSQ� �TO h � g�L	 � �T �� TAKIM OBRAZOM� g�L	 � gZ� wSQKU� ALGEBRU lI �g
NAD KOLXCOM Z� TAKU�� �TO �g � gZ� C � �g � g� NAZOWEM Z�FORMOJ ALGEBRY g�
tEOREMA �� wSE Z�FORMY ALGEBRY g� SODERVA�IE gZ� IS�ERPYWA�TSQ FORMAMI

WIDA

M� 
� ZX��

GDE M� PROBEGAET WSE RE�ETKI MEVDU Q�R�	 I P �R�	� �
wYBIRAQ BAZIS RE�ETKI L� POLU�IM TO�NOE PREDSTAWLENIE GRUPPY G W GRUPPU

GL �n�C	� n � dimV � wYBEREM KOORDINATNYE FUNKCII gij NA GRUPPE GL �n�C	 I RAS�
SMOTRIM Z�FORMU GZ GRUPPY G� OPREDELQEMU� KOLXCOM A � Z�g��� ��� gnn��a� GDE a �
IDEAL FUNKCIJ� ANNULIRU��IH OBRAZ GRUPPY G WGL �n�C	� GZ � SpecA� a�bORELX
POKAZYWAET� �TO GRUPPOWAQ SHEMA GZ QWLQETSQ GLADKOJ I REDUKCIQ GZ�Z�pZ NEPRI�
WODIMA DLQ L�BOGO PROSTOGO p� gRUPPOWYE SHEMYGZ NAZYWA�TSQ GRUPPAMI �EWALLE�
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ONI WOZNIKLI PRI ISSLEDOWANII KOMPLEKSNYH POLUPROSTYH GRUPP� TEM ZAME�ATELXNEE
ZWU�IT SLEDU��EE UTWERVDENIE�
tEOREMA �� pUSTX k � PROIZWOLXNOE ALGEBRAI�ESKI ZAMKNUTOE POLE� H � SWQZ�

NAQ POLUPROSTAQ ALGEBRAI�ESKAQ GRUPPA NAD k� tOGDA SU�ESTWUET GRUPPOWAQ SHEMA
�EWALLE GZ TAKAQ� �TO H � GZ � k� �

pUSTX TEPERX POLE k NE OBQZATELXNO ZAMKNUTO� pOLUPROSTYE GRUPPY G WIDA

GZ � k TAKVE NAZYWA�TSQ GRUPPAMI �EWALLE NAD k� ONI HARAKTERIZU�TSQ TEM�
�TO OBLADA�T MAKSIMALXNYMI k�TORAMI� DIAGONALIZIRUEMYMI NAD POLEM k� l�BAQ
SWQZNAQ POLUPROSTAQ ALGEBRAI�ESKAQ GRUPPA� OPREDELENNAQ NAD POLEM k� QWLQETSQ
k�FORMOJ NEKOTOROJ GRUPPY �EWALLE�

��
� pOLUPROSTYE GRUPPY� pUSTX G � SWQZNAQ POLUPROSTAQ ALGEBRAI�ESKAQ
GRUPPA NAD POLEM k� G � Gal �ks�k	� �G � G �k ks � GRUPPA �EWALLE NAD ks�
wYBEREM W G MAKSIMALXNYJ TOR T � OPREDELENNYJ NAD k� TOR �T � T �k ks OSTAETSQ
MAKSIMALXNYM I W �G� pUSTX g � k�ALGEBRA lI GRUPPY G� h � EE PODALGEBRA kARTANA�
OPREDELQEMAQ TOROM T � pARA � �G� �T 	 OPREDELQET GRUPPU wEJLQ W � SISTEMU KORNEJ R
I T�D� iMEEM RAZLOVENIE

ks �k g � g� 
� g
�� g� � ks �k h�

gRUPPA gALUA G PERESTAWLQET KOMPONENTY g�� 	�g�	 � g��� 	 � G� PRI�EM�
ESLI g� �� �� TO I 	�g�	 �� �� sLEDOWATELXNO� ESLI � � R� TO I 	��	 � R� oPERATORY
	 LINEJNO DEJSTWU�T NA Q�R	� PO�TOMU DEJSTWIE GRUPPY G NA R OPREDELQET GOMO�
MORFIZM �  G � A�R	� pOSKOLXKU RE�ETKA KORNEJ Q�R	 IMEET KONE�NYJ INDEKS W
GRUPPE HARAKTEROW �T � TO DEJSTWIE GRUPPY G NA KORNQH POZWOLQET WOSSTANOWITX DEJ�
STWIE GRUPPY G NA �T � A �TO� W SWO� O�EREDX� POLNOSTX� OPREDELQET STROENIE SAMOGO

TORA T � zAMETIM� �TO GRUPPA RAZLOVENIQ ��G	 IZOMORFNA GRUPPE gALUA MINIMALX�
NOGO RAS�IRENIQ POLQ k� NAD KOTORYM TOR T POLNOSTX� RASPADAETSQ�

pUSTX B � BORELEWSKAQ PODGRUPPA W �G� SODERVA�AQ TOR �T � oNA OPREDELQET SIS�
TEMU PROSTYH KORNEJ � � ���� ��� �l	� l � dimT � sISTEMA 	� � �	��� ��� 	�l	 � SNOWA
BAZIS� PO�TOMU SU�ESTWUET EDINSTWENNYJ �LEMENT w� � W TAKOJ� �TO w��	�	 � ��
dLQ�i � � POLOVIM 	���i	 � �w� �		��i	 � �j�nETRUDNO POKAZATX� �TO �	� 	� � 	����
I w�� � w� � �	w� 	 � KOCIKL�

eSLI TEPERX ZABYTX DEJSTWIE GRUPPY gALUA G NA �G I NA WSEH OB�EKTAH� OPRE�
DELQEMYH SHEMOJ �G� TO POLU�IM� KAK I W P����� GRUPPOWU� SHEMU �EWALLE GZ I

IZOMORFIZM f  GZ � ks � G �k ks� kOCIKL a� � f���	f	 IMEET ZNA�ENIQ W GRUPPE
Aut ks�GZ	� wOPROS O KLASSIFIKACII POLUPROSTYH GRUPP NAD NEZAMKNUTYM POLEM

k SWODITSQ K OPISANI� MNOVESTWA H��k�Aut ks�GZ	� sTRUKTURA GRUPPY Aut ks�GZ	

QWNO OPISYWAETSQ� wLOVENIE Q�R	 � �T � P �R	 OPREDELQET CEPO�KU NAKRYTIJ �GZ
��

GZ � G�
Z
SHEM �EWALLE� GRUPPA �GZ NAZYWAETSQ ODNOSWQZNOJ� G�

Z
� PRISOEDINEN�

NOJ� Ker ��	 � ���GZ	 � FUNDAMENTALXNAQ GRUPPA� gRUPPA Aut ks� �GZ	 SOWPADAET
S GRUPPOJ AWTOMORFIZMOW ks�ALGEBRY ks � g� ONA QWLQETSQ POLUPRQMYM PROIZWEDE�
NIEM GRUPPY WNUTRENNIH AWTOMORFIZMOW Intks�g	 � G�

Z�ks	 I GRUPPY SIMMETRIJ

SymR DIAGRAMMY dYNKINA� gRUPPA AWTOMORFIZMOW Aut ks�GZ	 MOVET BYTX PRED�

STAWLENA W WIDE PODGRUPPY W GRUPPE Aut ks� �GZ	� SOSTOQ�EJ IZ �LEMENTOW� OSTAWLQ�
��IH INWARIANTNOJ FUNDAMENTALXNU� GRUPPU ���GZ	�ks	� gRUPPA G ESTX SHEMNYJ

FAKTOR �GZ � ks	�u�G	� GDE u�		 � a��� � 		� pOSKOLXKU u�G	 MOVNO RASSMATRI�
WATX KAK PODGRUPPU W GRUPPE Aut k� �GZ � ks	� TO �TO POZWOLQET POSTROITX k�GRUPPU
�G � � �GZ � ks	�u�G	 I ESTESTWENNYJ GOMOMORFIZM �  �G � G� aNALOGI�NO STROIT�
SQ PRISOEDINENNAQ GRUPPA G�� pOLUPROSTU� GRUPPU G NAD POLEM k BUDEM NAZYWATX

ODNOSWQZNOJ� ESLI G � �G� I PRISOEDINENNOJ� ESLI G � G��
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����� wNUTRENNIE I WNE�NIE FORMY� pOSKOLXKU GRUPPA Aut ks�GZ	 ESTX
POLUPRQMOE PROIZWEDENIE GRUPP G�

Z
�ks	� U � GDE G�

Z
� PRISOEDINENNAQ� A U LEVIT W

GRUPPE SymR� TO POLU�AEM DIAGRAMMU S TO�NOJ STROKOJ

H��k� U 	
��

� � H��k�G�
Z
	

�� H��k�Aut ks�GZ	
�� H��k� U 	�

PRI�EM 
� � Id � PO�TOMU OTOBRAVENIE 
 S�R�EKTIWNO� gRUPPA G DEJSTWUET TRI�
WIALXNO NA U � PO�TOMU H��k� U 	 ESTX MNOVESTWO NE�KWIWALENTNYH PREDSTAWLENIJ

GRUPPY G W U � tE k�FORMY G SHEMY GZ � k� KOTORYE SOTWETSTWU�T �LEMENTAM

IZ Im��	 � Ker�
	� NAZYWA�TSQ WNUTRENNIMI FORMAMI GRUPPY �EWALLE GZ � k�
eSLI H��k� U 	 �� �� TO �LEMENTY h � H��k�Aut ks�GZ		� DLQ KOTORYH 
�h	 �� ��
OPREDELQ�T k�FORMY� KOTORYE NAZYWA�TSQ WNE�NIMI FORMAMI GRUPPY GZ � k� w
�ASTNOSTI� PUSTX h � H��k� U 	� h �� �� TOGDA �LEMENT ��h	 OPREDELQET NEKOTORU�
WNE�N�� FORMU Gh GRUPPY GZ � k� �TOBY WYQSNITX STROENIE GRUPPY Gh� NAPOM�
NIM� �TO AWTOMORFIZM h�		 DEJSTWUET PERESTANOWKOJ NA SISTEME PROSTYH KORNEJ �
I ODNOZNA�NO PRODOLVAETSQ DO AWTOMORFIZMA ��h	�		 GRUPPY GZ � k� aWTOMORFIZM
��h	�		 SOHRANQET GRUPPU bORELQ B�� SOOTWETSTWU��U� SISTEME �� I MAKSIMALX�
NYJ TOR T � � Gl

m�k� LEVA�IJ W GRUPPE B�� gRUPPA Gh OPREDELQETSQ KAK FAKTOR

�GZ � ks	�u�G	� GDE u�		 � ��h	�		�� � 		� NO� POSKOLXKU OPERATORY u�		 DEJSTWU�T
NA T � I B�� TO T � �Gl

m � ks	�u�G	 I B � �B� � ks	�u�G	 � SUTX MAKSIMALXNYJ TOR
I GRUPPA bORELQ W Gh� SOOTWETSTWENNO� iTAK� WSE k�FORMY� OPREDELQEMYE �LEMENTA�
MI IZ H��k� U 	� IME�T BORELEWSKU� PODGRUPPU� OPREDELENNU� NAD OSNOWNYM POLEM

k� tAKIE GRUPPY NAZYWA�TSQ KWAZIRAZLOVIMYMI� dIAGRAMMA� PRIWEDENNAQ WY�E�
POKAZYWAET� �TO W KAVDOM SLOE 
���h	 IMEETSQ EDINSTWENNAQ KWAZIRAZLOVIMAQ GRUP�
PA Gh� OSTALXNYE GRUPPY �TOGO SLOQ QWLQ�TSQ WNUTRENNIMI FORMAMI GRUPPY Gh�
T�E� k�FORMAMI� POLU�ENNYMI SKRU�IWANIEM POSREDSTWOM WNUTRENNIH AWTOMORFIZ�
MOW GRUPPY Gh �k ks� pRINADLEVNOSTX GRUPPY G K SLO� 
���h	 OPREDELQETSQ OPE�
RATOROM 	�� KOTORYJ BYL RASSMOTREN W P���
� TREBUETSQ SOWPADENIE h�		 � 	��
tEOREMA�pUSTXG � SWQZNAQ POLUPROSTAQ GRUPPA NAD POLEM k� T � MAKSIMALXNYJ

k�TOR W G� � � SISTEMA PROSTYH KORNEJ PARY �G� �T � G � Gal �ks�k	� pREDSTAWLENIE
	 � 	� ODNOZNA�NO OPREDELQET KWAZIRAZLOVIMU� k�GRUPPU G�� WNUTRENNEJ FORMOJ
KOTOROJ QWLQETSQ GRUPPA G� �

eSLI 	� � Id � TO G ESTX WNUTRENNQQ FORMA RAZLOVIMOJ GRUPPY GZ � k� G �

����	� kROME GZ � k DRUGIH KWAZIRAZLOVIMYH GRUPP W SLOE 
����	 NET�

����� pO�TI PROSTYE POLUPROSTYE GRUPPY� nAZOWEM POLUPROSTU� k�GRUPPU
G PO�TI PROSTOJ� ESLI GRUPPA G �k

�k NE IMEET SOBSTWENNYH SWQZNYH NORMALX�
NYH DELITELEJ� pOSKOLXKU GRUPPA G IMEET UNIWERSALXNU� NAKRYWA��U� �G� G �
�G����G	�TO ESTESTWENNO NA�ATX S KLASSIFIKACII ODNOSWQZNYH PO�TI PROSTYH GRUPP�
kLASSIFIKACIQ PROSTYH RAZLOVIMYH POLUPROSTYH ALGEBR lI HORO�O IZWESTNA� ONA
OPREDELQETSQ SWQZNYMI DIAGRAMMAMIdYNKINA �TO �ETYRE KLASSI�ESKIE SERII
An� Bn� Cn� Dn I PQTX ISKL��ITELXNYH SHEM E� E�� E�� F�� G�� gRUPPY G� QWLQ��I�
ESQ k�FORMAMI KLASSI�ESKOGO TIPA� DOSTATO�NO HORO�O OPISANY W LITERATURE� NEKO�
TORYE FORMY ISKL��ITELXNYH GRUPP OPISYWA�TSQ PRI POMO�I iORDANOWYH ALGEBR

ILI ALGEBR k�LI� wEJLX ���� pLATONOW�rAPIN�UK ���� sPRINGER ����
����� fUNKTOR wEJLQ OGRANI�ENIQ OSNOWNOGO POLQ�pOLEZNAQ OPERACIQ OWE�

�ESTWLENIQ KOMPLEKSNOGO LINEJNOGO PROSTRANSTWA PRIWODIT K BOLEE OB�EJ KON�
STRUKCII W TEORII SHEM� pUSTX F � KONE�NOE SEPARABELXNOE RAS�IRENIE POLQ k
STEPENI n� F � k��	� � � KORENX MINIMALXNOGO MNOGO�LENA f�x	 S KO�FFICIENTAMI
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IZ POLQ k STEPENI n� w RAS�IRENII ks MNOGO�LEN f�x	 IMEET n RAZLI�NYH KORNEJ

��� ��� �n I SOPOSTAWLENIE �� �i OPREDELQET WLOVENIE fi  F � Fi � ks� Fi � k��i	�
gRUPPA gALUA G � Gal �ks�k	 PERESTAWLQET POLQ Fi MESTAMI 	��i	 � �j� 	  Fi � Fj�
aLGEBRA ks �k F ESTX PRQMAQ SUMMA POLEJ

ks �k F � L� 
 � � � 
 Ln� ��	

�TOT IZOMORFIZM SLEDUET IZ PREDSTAWLENIQ

ks �k F � ks�x���f	 � 
n
i��ks�x���x� �i	� Li � ks�x���x� �i	 � ks�

rAZLOVENIE ��	 �KWIWALENTNO RAZLOVENI� EDINICY

� � e� � � � �� en� ei � Li� e�i � ei� eiej � ��

gRUPPA G TRANZITIWNO DEJSTWUET NA MNOVESTWE fe�� ��� eng� �TO POZWOLQET UDOBNO

OPISATX DEJSTWIE GRUPPY G NA ks �k F 

a � a�e� � � � �� anen� 	�a	 � 	�a�		�e�	 � � � �� 	�an		�en	� ��	

pUSTX G� � PODGRUPPA W G� OSTAWLQ��AQ NEPODWIVNOJ TO�KU ��� sOOTNO�ENIE ��	
POKAZYWAET� �TO G�MODULX ks �k F IZOMORFEN INDUCIROWANNOMU MODUL� ks�G� k�G��

pUSTX TEPERXX � ALGEBRAI�ESKOE MNOGOOBRAZIE NAD POLEM F � TOGDA k�SHEMA
X �k ks NESWQZNA

X �k ks � X �F �F �k ks	 � X� t � � � tXn�

OB�EDINENIE OPREDELQETSQ RAZLOVENIEM ��	� Xi � SHEMY NAD ks� gRUPPA G DEJSTWU�
ET NA OB�EDINENII PO PRAWILU ��	� �TO VE DEJSTWIE PERENOSITSQ I NA PROIZWEDENIE
Y � X� � � � � �Xn� iMEEM PREDSTAWLENIE h  G � Aut k�Y 	� fAKTOR Y�h�G	� ESLI ON
SU�ESTWUET� OBOZNA�AETSQ RF�k�X	� �TO MNOGOOBRAZIE NAD POLEM k� GOWORQT� �TO ONO
POLU�ENO IZX OGRANI�ENIEM OSNOWNOGO POLQ�oPERACIQ RF�k BYLA WWEDENA a�wEJLEM
W RABOTE ���� zAMETIM� �TO RF�k�X	�k ks � X�� � � ��Xn� rASSMOTRIM �TOT IZOMOR�
FIZM BOLEE T�ATELXNO� mNOGOOBRAZIE Xi OPREDELENO NAD Fi� T�E� Xi � Yi �Fi ks� GDE
Yi ESTX Fi�SHEMA� pUSTX L � KOMPOZIT POLEJ Fi W POLE ks� L � KONE�NOE RAS�IRENIE
gALUA POLQ k� tOGDA

RF�k�X	 �k L � �Y� �F� L	 � � � � � �Yn �Fn L	�

L � MINIMALXNOE POLE RAZLOVENIQ MNOGOOBRAZIQ RF�k�X	� mNOGOOBRAZIE RF�k�X	
WSEGDA SU�ESTWUET� ESLI F �SHEMA X � KWAZIPROEKTIWNA� w DALXNEJ�EM RASSMATRI�
WA�TSQ TOLXKO TE F �SHEMY X� DLQ KOTORYH SU�ESTWUET SHEMA RF�k�X	� pUSTX A �
KOMMUTATIWNAQ k�ALGEBRA� TOGDA

RF�k�X	�A	 � �RF�k�X	�ks �k A	�
G � �Y �ks �k A	�

G �

� �X��ks �A	�G� � Y��F� �k A	 � X�F �k A	�

tAKIM OBRAZOM� SHEMA RF�k�X	 PREDSTAWLQET KOWARIANTNYJ FUNKTOR A ��
X�F �k A	 NA KATEGORII KOMMUTATIWNYH k�ALGEBR� ILI KONTRAWARIANTNYJ FUNKTOR
Z � X�Z�kF 	 NA KATEGORII k�SHEM�pERE�ISLIM OSNOWNYE SWOJSTWA FUNKTORA wEJLQ
RF�k�
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�	 iMEEM BIEKCI�� FUNKTORIALXNU� PO Y

Hom k�Y�RF�k�X		 � Hom F �Y �k F�X	� ��	

�	 dLQ L�BYH KWAZIPROEKTIWNYH F � MNOGOOBRAZIJ X� I X� IMEEM

RF�k�X� �F X�	 � RF�k�X�	�k RF�k�X�	�

�	 eSLI u  X � Y MORFIZM F �SHEM� TO IMEEM ESTESTWENNYJ k�MORFIZM

RF�k�u	  RF�k�X	� RF�k�Y 	�

�	 eSLI k � E � F � TO RF�k�X	 � RE�k�RF�E�X		�
�	 pOLAGAQ W ��	 Y � RF�k�X	� POLU�AEM F �MORFIZM

p  RF�k�X	 � F � X�

ODNOZNA�NO OPREDELQEMYJ PO FORMULE ��	 TOVDESTWENNYM OTOBRAVENIEM SHEMYRF�k�X	
W SEBQ � R NAZYWAETSQ KANONI�ESKOJ PROEKCIEJ�

�	 pUSTX X BUDET k�MNOGOOBRAZIEM� TOGDA IMEEM BIEKCI�

Hom k�X�RF�k�X �k F 		 � Hom F �X �k F�X �k F 	�

bERQ W PRAWOJ �ASTI TOVDESTWENNOE OTOBRAVENIE� POLU�AEM KANONI�ESKOE WLOVENIE

i  X � RF�k�X �k F 	�

�	 pUSTX A � PROIZWOLXNOE RAS�IRENIE POLQ k� TOGDA A �k F � 
s
i��Mi � PRQ�

MAQ SUMMA POLEJ� �F  k	 �
Ps

i���Mi  A	� iMEETSQ KANONI�ESKIJ IZOMORFIZM A�
MNOGOOBRAZIJ

RF�k�X	 �k A �
sY
i��

RMi�A�X �F Mi	�

�	 dimRF�k�X	 � �F  k	 dimX�

	 eSLI X � AFFINNOE MNOGOOBRAZIE� TO RF�k�X	 TAKVE AFFINNO� ESLI X � GLAD�

KOE� TO I RF�k�X	 � GLADKOE�
��	 eSLI U � OTKRYTOE MNOGOOBRAZIE W X� TO RF�k�U 	 OTKRYTO W RF�k�X	�
��	 eSLI G QWLQETSQ F �GRUPPOJ� TO RF�k�G	 k� GRUPPA� G SWQZNA TOGDA I TOLXKO

TOGDA� KOGDA RF�k�G	 SWQZNA� ESLI G KOMMUTATIWNA� TO I RF�k�G	 KOMMUTATIWNA�
��	 eSLI

� � G�� G� G��� �

� TO�NAQ POSLEDOWATELXNOSTX ALGEBRAI�ESKIH GRUPP NAD POLEM F � TO SOOTWETSTWU��
�AQ POSLEDOWATELXNOSTX k�GRUPP

� � RF�k�G
�	� RF�k�G	� RF�k�G

��	� �

TAKVE TO�NA�
��	 pUSTX G � ALGEBRAI�ESKAQ GRUPPA NAD POLEM F � TOGDA

H��k�RF�k�G		 � H��F�G	�

eSLI VE GRUPPA G KOMMUTATIWNA� TO

Hq�k�RF�k�G		 � Hq�F�G	
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DLQ WSEH q � ��
pRIMER ��� rASSMOTRIM k�MNOGOOBRAZIE RF�k�A

m
F 	 � Y � iMEEM Y �k	 � Am�F 	

� PROSTRANSTWO RAZMERNOSTI m NAD F � RASSMATRIWAEMOE KAK PROSTRANSTWO NAD POLEM
k� nETRUDNO POKAZATX� �TO RF�k�A

m
F 	 � Amn

k � n � �F  k	�
pRIMER ��� pUSTX G � SWQZNAQ ODNOSWQZNAQ POLUPROSTAQ k�GRUPPA� NE IME��

�AQ SOBSTWENNYH NORMALXNYH DELITELEJ� OPREDELENNYH NAD POLEM k� tOGDA IMEEM
RAZLOVENIE

G�k ks �
nY
i��

Hi�

GDE Hi � ABSOL�TNO PO�TI PROSTYE GRUPPY� PERESTAWLQEMYE GRUPPOJ G � Gal �ks�k	�
pUSTX G� � PODGRUPPA W G� OSTAWLQ��AQ GRUPPU H� NA MESTE� TOGDA INDEKS PODGRUP�
PY G�� W G� RAWEN n I� ESLI F� � POLE INWARIANTOW GRUPPY G�� TO �F�  k	 � n I F� �
POLE OPREDELENIQ GRUPPY H�� tOGDA G � RF�k�H	� GDE F � F�� H � GRUPPA NAD F �
TAKAQ� �TO H �F ks � H��
pRIMER �	� pUSTX T � ALGEBRAI�ESKIJ TOR� OPREDELENNYJ NAD POLEM F �

�F  k	 � n� TOGDARF�k�T 	 SNOWA ALGEBRAI�ESKIJ TOR� NO UVE NAD POLEM k� pOSKOLXKU

TOR T ODNOZNA�NO OPREDELQETSQ SWOIM MODULEM RACIONALXNYH HARAKTEROW �T � POPY�
TAEMSQ NAJTI MODULX HARAKTEROW TORA RF�k�T 	� iMEEM RF�k�T 	�k ks � T��� � ��Tn�
dEJSTWIE GRUPPY gALUA G QWLQETSQ INDUCIROWANNYM S PODGRUPPY G�� SOHRANQ��EJ
T�� PO�TOMU G�MODULX dRF�k�T 	 IMEET WID �T �G� Z�G��
pRIMER �
� oSOBOE ZNA�ENIE W DALXNEJ�EM BUDUT IGRATX TORY WIDA T � RF�k�Gm	

S MODULQMI RACIONALXNYH HARAKTEROW Z�G�G�� � Z �G� Z�G�� iMEEM IZOMORFIZM

GRUPP T �k	 � F �� NETRUDNO UWIDETX� �TO TOR T MOVET BYTX POSTROEN W WIDE MATRI��
NOJ GRUPPY� ISHODQ IZ REGULQRNOGO PREDSTAWLENIQ GRUPPY F � W KAKOM�LIBO BAZISE
RAS�IRENIQ F�k� T � GL k�n	� n � �F  k	� tORY� PREDSTAWIMYE W WIDE PRQMOGO
PROIZWEDENIQ GRUPP WIDA RF�k�Gm	� NAZYWA�TSQ KWAZIRAZLOVIMYMI� oNI HARAK�
TERIZU�TSQ TEM� �TO MODULX IH RACIONALXNYH HARAKTEROW OBLADAET Z�BAZISOM� NA
KOTOROM GRUPPA G DEJSTWUET PERESTANOWKAMI� �TO TAK NAZYWAEMYE PERMUTACIONNYE
MODULI�
pRIMER ��� oWE�ESTWLENIE KOMPLEKSNYH MNOGOOBRAZIJ� pUSTX X � KWA�

ZIPROEKTIWNOE ALGEBRAI�ESKOE MNOGOOBRAZIE NAD POLEM C� tOGDA MY IMEEM ALGEB�
RAI�ESKOE MNOGOOBRAZIE Y � RC�R�X	� OPREDELENNOE NAD POLEM WE�ESTWENNYWH

�ISEL R� w KLASSI�ESKOJ TEORII INTERESU�TSQ BOLX�EJ �ASTX� WE�ESTWENNYM MNO�
GOOBRAZIEM Y �R	� TO�KI KOTOROGO NAHODQTSQ WO WZAIMNOODNOZNA�NOM SOOTWETSTWII

S TO�KAMI KOMPLEKSNOGO MNOGOOBRAZIQ X�C	� NO� QSNO� �TO SHEMA RC�R�X	 NESET

W SEBE ZNA�ITELXNO BOLX�U� INFORMACI�� gRUPPA � � Gal �C�R	 IMEET PORQDOK
�� OBRAZU��IJ �LEMENT 	  i � �i� w �TOM PRIMERE WIDNA POLEZNOSTX DALXNEJ�EJ

KOMPLEKSIFIKACII R�SHEMY Y 

Y �R C � RC�R�X	 �R C � X �X� �

�TO DAET PREDSTAWLENIE ANALITI�ESKOGO MNOGOOBRAZIQ Y �C	 W WIDE PROIZWEDENIQ
X�C	�X��C	 I POZWOLQET ZAPISATX W QWNOM WIDE DEJSTWIE WE�ESTWENNOGO OPERATO�
RA 	 NA Y �C	� A IMENNO� ESLI y � �u� v	� u � X�C	� v � X��C	� TO 	�u� v	 � �	v� 	u	�
pOSKOLXKU Y �R	 ESTX PODMNOVESTWO W Y �s	� SOSTOQ�EE IZ NEPODWIVNYH TO�EK OPE�
RATORA 	�TO

Y �R	 � f�u� 	u	 j u � X�s	�

pUSTX X ESTX ABELEWO MNOGOOBRAZIE NAD POLEM C� T�E� X � KOMPLEKSNAQ ALGEB�
RAI�ESKAQ GRUPPA� MNOGOOBRAZIE KOTOROJ PROEKTIWNO� TOGDA Y � RC�R�X	 SNOWA
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ABELEWO MNOGOOBRAZIE� NO OPREDELENNOE NAD POLEM R I UDWOENNOJ RAZMERNOSTI� wOZ�
NIKAET ESTESTWENNYJ WOPROS O KLASSIFIKACII KOMPLEKSNYH ABELEWYH MNOGOOBRAZIJ

X� U KOTORYH R�GRUPPY RC�R�X	 IZOMORFNY� dLQ �LLIPTI�ESKIH KRIWYH E bO��

NQK POLU�IL SLEDU��IE REZULXTATY�pUSTX �E	 � KOLI�ESTWO NEIZOMORFNYH �LLIP�
TI�ESKIH KRIWYH E� TAKIH� �TO RC�R�E	 � RC�R�E�	�

tOGDA� ESLI E� E� � �LLIPTI�ESKIE KRIWYE S KOMPLEKSNYM UMNOVENIEM� TO
RC�R�E	 � RC�R�E�	 TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDAEndE � EndE�� oTS�DA �E	 �

h�EndE	� GDE h�EndE	 � �ISLO KLASSOW IDEALOW KOLXCA EndE�
bOLEE SLOVNYJ OTWET DLQ KRIWYH E BEZ KOMPLEKSNOGO UMNOVENIQ� pRIHODITSQ

RASSMATRIWATX DWA SLU�AQ�
�	 sREDI KRIWYH� IZOGENNYH E� NET E�� w �TOM SLU�AE �E	 � �� T�E� �TO SAMI

KRIWYE E I E� �
�	 kRIWYE E I E� IZOGENNY� PUSTX �  E � E� � IZOGENIQ � NAIMENX�EJ WOZMOV�

NOJ STEPENI mE � tOGDA� A	 ESLI mE � �� TO �E	 � �� B	 ESLI mE � S�� c � CELOE
BOLX�EE EDINICY� TO �E	 � �� W	 ESLI mE NE QWLQETSQ KWADRATOM� TO �E	 � � ILI
�� w �ASTNOSTI� DLQ �LLIPTI�ESKIH KRIWYH E� OPREDELENNYH NAD POLEM Q� �E	 � ��
dOKAZATELXSTWO OSNOWYWAETSQ NA PODNQTII IZOMORFIZMA f  RC�R�E	� RC�R�E�	

DO IZOMORFIZMA f � �  E �C E� � E��C �E�	� I RAZLOVENII f � � NA KOMPONENTY�
pRIMER ��� wSQKIJ TOR UNIRACIONALEN NAD SWOIM POLEM OPREDELENIQ� dEJST�

WITELXNO� PUSTX �T ESTX ��MODULX RACIONALXNYH HARAKTEROW TORA T � � � KONE�NAQ
GRUPPA gALUA POLQ RAZLOVENIQ TORA T � dUALXNYJ ��MODULX �T � QWLQETSQ FAKTOROM

NEKOTOROGO SWOBODNOGO ��MODULQ �S� KONE�NOGO RANGA� iMEEM WLOVENIE �T � �S� OTKU�
DA �PIMORFIZM S � T TOROW�oSTALOSX ZAMETITX� �TO S QWLQETSQ KWAZIRAZLOVIMYM�
A PO�TOMU I k�RACIONALXNYM TOROM�

gLAWA II biracionalxnaq geometriq

algebrai�eskih torow

w DANNOJ GLAWE RASSMATRIWA�TSQ NE TOLXKO ALGEBRAI�ESKIE TORY� NO ISSLEDOWA�
NIQ PO BIRACIONALXNOJ GEOMETRII ALGEBRAI�ESKIH TOROW QWILISX OBRAZCOM I DALI

TOL�OK DLQ WYRABOTKI GIPOTEZ I IH POSLEDU��IH DOKAZATELXSTW W OB�EM SLU�AE

LINEJNYH ALGEBRAI�ESKIH GRUPP� k NASTOQ�EMU WREMENI BIRACIONALXNAQ GEOMETRIQ

ALGEBRAI�ESKIH GRUPP PRIOBRELA SWOE LICO I IMEET NA SWOEM S�ETU RQD PERWOKLASS�
NYH REZULXTATOW�

x�� biracionalxnye inwarianty linejnyh
algebrai�eskih grupp

���� mNOGOOBRAZIE MAKSIMALXNYH TOROW REDUKTIWNOJ GRUPPY� pUSTX G
� SWQZNAQ ALGEBRAI�ESKAQ REDUKTIWNAQ GRUPPA� OPREDELENNAQ NAD POLEM k� w GRUP�
PE G WSEGDA IMEETSQ MAKSIMALXNYJ TOR T � OPREDELENNYJ NAD k� PUSTX N � NG�T 	
� NORMALIZATOR TORA T W G� W � N�T � GRUPPA wEJLQ� �TO KONE�NAQ GRUPPOWAQ
k�SHEMA� rASSMOTRIM FAKTOR�MNOGOOBRAZIE X � G�N � gRUPPA gALUA G � Gal �ks�k	
DEJSTWUET NA X�ks	� PRI�EM ORBITA KAVDOJ TO�KI KONE�NA� eSLI F � RAS�IRENIE
POLQ k� F � ks I H � Gal �ks�F 	� TO X�F 	 � X�ks	

H� nA MNOVESTWE X�ks	 SWERH
TOGO DEJSTWUET GRUPPA G�ks	 LEWYMI SDWIGAMI Lg � g � G�ks	� IMEEM 	Lg � L�g�
rASSMOTRIM TEPERX DEJSTWIE MAKSIMALXNOGO TORA T� GRUPPY G �k ks NA X �k ks�



bIRACIONALXNAQ GEOMETRIQ I ARIFMETIKA LINEJNYH ALGEBRAI�ESKIH GRUPP	 I ��

oKAZYWAETSQ� GRUPPA T��ks	 IMEET EDINSTWENNU� NEPODWIVNU� TO�KU W X�ks	� �TO
SLEDUET IZ SOPRQVENNOSTI MAKSIMALXNYH TOROW W GRUPPE G�ks	� sTAWQ W SOOTWET�
STWIE TORU T� EGO EDINSTWENNU� NEPODWIVNU� TO�KU x�� POLU�AEM BIEKCI� MEVDU

MNOVESTWOM MAKSIMALXNYH TOROW GRUPPY G�k ks I MNOVESTWOM TO�EK X�ks	 SHEMY
X� �TA BIEKCIQ KOMMUTIRUET S DEJSTWIEM GRUPPY gALUA� PO�TOMU DLQ KAVDOGO POLQ
F� F � k� IMEEM FUNKTOR

X�F 	 � fMNOVESTWO MAKSIMALXNYH TOROW GRUPPY G�k Fg�

zAMETIM TAKVE� �TO MNOGOOBRAZIE X S TO�NOSTX� DO IZOMORFIZMA NE ZAWISIT OT

WYBORA MAKSIMALXNOGO TORA T � oNO NAZYWAETSQ MNOGOOBRAZIEM MAKSIMALXNYH TO�
ROW GRUPPY G� pUSTX TEPERX HARAKTERISTIKA POLQ k RAWNA NUL�� tOGDA MY IMEEM

WZAIMNO�ODNOZNA�NOE SOOTWETSTWIE MEVDU MAKSIMALXNYMI TORAMI T GRUPPY G I

PODALGEBRAMI kARTANA h ALGEBRY lI g GRUPPY G� FUNKTORIALXNOE PRI RAS�IRENII
OSNOWNOGO POLQ� pO�TOMUX�F 	 MOVNO OPISATX TAKVE KAK MNOVESTWO PODALGEBR kAR�
TANA W ALGEBRE lI F �k g� wYBEREM W g ALGEBRU kARTANA h� SOOTWETSTWU��U� TORU

T � SU�ESTWUET PODPROSTRANSTWOm W g TAKOE � �TO g � h
m I �h�m��m� �LEMENT
u � g NAZYWAETSQ REGULQRNYM� ESLI EGO CENTRALIZATOR QWLQETSQ PODALGEBROJ kAR�
TANA� rEGULQRNYE �LEMENTY ZAPOLNQ�T OTKRYTOE PO zARISSKOMU PODMNOVESTWO W g�
zAFIKSIRUEM REGULQRNYJ �LEMENT h W PODALGEBRE h I PUSTXm� � OTKRYTOE PODMNO�
VESTWO REGULQRNYH �LEMENTOW W m� tOGDA DLQ KAVDOGO u � m� CENTRALIZATOR �LE�
MENTA h�u W g SNOWA QWLQETSQ ALGEBROJ kARTANA hu W g I� ESLI u� v �m�� u �� v� TO
hu �� hv� iTAK� MOVNO S�ITATX� �TOm

� ESTX OTKRYTOE PODMNOVESTWO W X�k	� ANALO�
GI�NO�m�

F OTKRYTO W X�F 	 DLQ L�BOGO F � k� pOSKOLXKUm I X IME�T ODINAKOWYE

RAZMERNOSTI� TO X BIRACIONALXNO �KWIWALENTNO An
k � n � dimX� rACIONALXNOSTX

MNOGOOBRAZIQ TOROW WPERWYE DOKAZAL k��EWALLE ���� PRIWEDENNOE IZQ�NOE RASSUV�
DENIE PRINADLEVIT dEMAZ�RU I gROTENDIKU� IM VE PRINADLEVIT SLEDU��IJ BOLEE
OB�IJ REZULXTAT

tEOREMA �� pUSTX G � SWQZNAQ ALGEBRAI�ESKAQ GRUPPA NAD PROIZWOLXNYM POLEM
k� TOGDA MNOGOOBRAZIE PODGRUPP kARTANA GRUPPY G QWLQETSQ RACIONALXNYM NAD

POLEM k� �
pOSTROIM TEPERX �TAWTOLOGI�ESKOE� RASSLOENIE H NAD X� T�E� H DOLVNO BYTX

k�MNOGOOBRAZIEM S S�R�EKTIWNYM MORFIZMOM �  H � X� PRI�EM SLOJ ����x	 � Hx

DOLVEN BYTX MAKSIMALXNYM TOROM W G �k k�x	 DLQ L�BOJ TO�KI x � X I DEJSTWIE

GRUPPY G�ks	 NA H�ks	 I h �ks	 DOLVNO BYTX SOGLASOWANO� dLQ POSTROENIQ H WY�
BEREM MAKSIMALXNYJ k�TOR T W G I RASSMOTRIM MORFIZM �  G �k T � X �k G�
KOTORYJ NA TO�KAH WYGLQDIT SLEDU��IM OBRAZOM

��g� t	 � �gN� gtg��	� g � G�ks	� t � T �ks	�

oBRAZ OTOBRAVENIQ � ZAMKNUT� PUSTX H � Im�� oTOBRAVENIE � ESTX PERWAQ PROEK�
CIQ� ESLI y � X�ks	� TO

����y	 � ����gN 	 � �gN� gTg��	 � gTg��� g � G�ks	�

rACIONALXNOE OTOBRAVENIE �  G�kT � G� ��g� t	 � gtg�� MOVET BYTX PROPU�E�
NO �EREZ H� TAKIM OBRAZOM� POLU�AEM RACIONALXNOE k�OTOBRAVENIE �  H � G� KOTO�
ROE BIEKTIWNO NA REGULQRNYH �LEMENTAH I PO�TOMU BIRACIONALXNO� iTAK� POLE k�G	
IZOMORFNO POL� k�H	� pUSTX x � OB�AQ TO�KA MNOGOOBRAZIQ X� k�x	 � k�X	 � M �
sLOJ ����x	 � Hx NAZYWAETSQ OB�IM TOROM GRUPPY G� tOR Hx ESTX MAKSIMALXNYJ

TOR GRUPPY G�kM � ON OPREDELEN NADM I POLEM �Hx	 IZOMORFNO NAD k POL� k�G	�
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pOSKOLXKU WSQKIJ TOR UNIRACIONALEN NAD POLEM OPREDELENIQ� TO� U�ITYWAQ RACIO�
NALXNOSTX MNOGOOBRAZIQ X� WIDIM� �TO MNOGOOBRAZIE REDUKTIWNOJ k�GRUPPY G UNI�
RACIONALXNO NAD POLEM k� l�BAQ SWQZNAQ ALGEBRAI�ESKAQ k�GRUPPA G PREDSTAWIMA W

WIDE POLUPRQMOGO PROIZWEDENIQ UNIPOTENTNOJ PODGRUPPY I REDUKTIWNOJ �RAZLOVE�
NIE lEWI	� mNOGOOBRAZIE UNIPOTENTNOJ GRUPPY BIREGULQRNO AFFINNOMU PROSTRAN�
STWU� ESLI POLE OPREDELENIQ SOWER�ENNO� oTS�DA REZULXTAT �EWALLE�rOZENLIHTA�
tEOREMA �� mNOGOOBRAZIE SWQZNOJ LINEJNOJ ALGEBRAI�ESKOJ GRUPPY� OPREDELEN�

NOJ NAD SOWER�ENNYM POLEM� UNIRACIONALXNO� �
eSLI OB�IJ TOR Hx RACIONALEN NAD M � TO I GRUPPA G RACIONALXNA NAD k� OB�

RATNOE� KONE�NO� NEWERNO�
���� sTROENIE OB�EGO TORA W POLUPROSTOJ GRUPPE� pUSTX SNA�ALA G � SWQZ�

NAQ POLUPROSTAQ GRUPPA� OPREDELENNAQ NAD ALGEBRAI�ESKI ZAMKNUTYM POLEM k� T
� MAKSIMALXNYJ TOR W G� X � MNOGOOBRAZIE MAKSIMALXNYH TOROW� �  H � X �
RASSLOENIE� Hx � OB�IJ TOR NADM � k�X	� pOSKOLXKU k � ALGEBRAI�ESKI ZAMKNUTO�
TO TOR T RAZLOVIM T � G l

m�k I �LEMENTY GRUPPY wEJLQ W OPREDELENY NAD k�
pUSTX Y � G�T � WKL��ENIE T � N OPREDELQET NAKRYTIE gALUA �  Y � X S GRUPPOJ

W � gRUPPA W DEJSTWUET NA Y SPRAWA PO PRAWILU

�gT 	w � gnT� w � nT� n � N �k	

I MNOGOOBRAZIE X ESTX FAKTOR Y�W � rASSMOTRIM KOMMUTATIWNU� DIAGRAMMU

Y �k T
��� H

� � ��
Y

��� X

�

GDE ��gT� t	 � �gN� gtg��	� A � � PERWAQ PROEKCIQ� mNOGOOBRAZIE Y �k T IZOMORFNO

NAD POLEM k RASSLOENNOMU PROIZWEDENI� Y �X H� PRI�EM GRUPPA W DEJSTWUET NA

Y �k T PO PRAWILU

�gT� t	w � �gnT� n��tn	� n � w�

mNOGOOBRAZIE H ESTX FAKTOR �Y �k T 	�W � �Y �X H	�W � pUSTX x � OB�AQ TO�KA
SHEMY X� M � k�x	 � k�X	� y � ����x	 � OB�AQ TO�KA SHEMY Y� k�y	 � k�Y 	 �
L� L�M � RAS�IRENIE gALUA S GRUPPOJ W � pUSTX Uy � ����y	 � SLOJ NAD TO�KOJ y�
tOGDA Uy � Yy �k T � T �k L � Hx �M L I Hx ESTX FAKTOR �T �k L	�W � PRI�EM W
DEJSTWUET NA POLE L KAK GRUPPA gALUA� A NA TORE T KAK GRUPPA wEJLQ� pOSKOLXKU
OBA �TI DEJSTWIQ TO�NYE� TO L ESTX MINIMALXNOE POLE RAZLOVENIQ TORA Hx NAD M �
GRUPPOJ RAZLOVENIQ OB�EGO TORA W SLU�AE ZAMKNUTOGO POLQ k SLUVIT GRUPPA wEJLQ
W � uDOBNO WOSPOLXZOWATXSQ WWEDENNYM W P����� PONQTIEM GRUPPY RAZLOVENIQ ���	
TORA H� GDE � � GRUPPA gALUA KAKOGO�NIBUDX NORMALXNOGO POLQ RAZLOVENIQ TORA H�
A � � PREDSTAWLEKNIE GRUPPY � MATRICAMI� OPREDELQEMOE MODULEM RACIONALXNYH

HARAKTEROW TORAH�pUSTX R � SISTEMA KORNEJ GRUPPY G OTNOSITELXNO TORA T� Q�R	
� RE�ETKA KORNEJ� P �R	 � RE�ETKA WESOW� IZWESTNO� �TO Q�R	 � �T � P �R	 I RANGI
WSEH GRUPP ODINAKOWYE� nAMI DOKAZANO SLEDU��EE UTWERVDENIE�
tEOREMA �� pUSTX G � SWQZNAQ POLUPROSTAQ ALGEBRAI�ESKAQ GRUPPA� OPREDELEN�

NAQ NAD ALGEBRAI�ESKI ZAMKNUTYM POLEM k� X � MNOGOOBRAZIE MAKSIMALXNYH TOROW�
M � k�X	� Hx � OB�IJ TOR GRUPPY G� dALEE� PUSTX � � GRUPPA gALUA RAS�IRENIQ
Ms�M� �  � � A�R	 � ESTESTWENNOE PREDSTAWLENIE� R � SISTEMA KORNEJ GRUPPY
G�Ms	 OTNOSITELXNO TORA H�Ms	� tOGDA ���	 � W �R	 � GRUPPA wEJLQ� pO�DRUGOMU�
GRUPPA RAZLOVENIQ OB�EGO TORA Hx NAD M SOWPADAET S GRUPPOJ wEJLQ W �R	� �
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pUSTX TEPERX POLE k NE OBQZATELXNO ALGEBRAI�ESKI ZAMKNUTO� G � SWQZNAQ PO�
LUPROSTAQ GRUPPA NAD k� Hx � OB�IJ TOR NAD M � k�X	� pRI RAS�IRENII POLQ

KONSTANT k DO ks GRUPPA RAZLOVENIQ TORA Hx MOVET TOLXKO UMENX�ITSQ� NO� PO TE�
OREME �� NAD POLEM ks�M 	 TOR Hx�M ks�M 	 IMEET MINIMALXNYM POLEM RAZLOVENIQ
POLE ks�Y 	 S GRUPPOJ wEJLQ W KA�ESTWE GRUPPY gALUA� pO�TOMU GRUPPA RAZLOVENIQ
���	 ZAKL��ENA W PROMEVUTKE

W �R	 � ���	 � A�R	�

rASSMOTRIM �TU SITUACI� BOLEE PODROBNO� wYBEREM W G MAKSIMALXNYJ k�TOR T I

RASSMOTRIM BA�N� POLEJ k�X	 � ks�X	 � ks�Y 	� rAS�IRENIE ks�Y 	�ks�X	 NORMALX�
NO S KONE�NOJ GRUPPOJ gALUA W �ks	� GRUPPA G � Gal �ks�k	 TAKVE ESTESTWENNO DEJ�
STWUET NA W �ks	� GRUPPA � � Gal �ks�Y 	�k�X		 ESTX POLUPRQMOE PROIZWEDENIE NOR�
MALXNOJ PODGRUPPY W �ks	 I GRUPPY G� iZ SOOTNO�ENIQ �	w	�f	 � 	�w�	��f	�� f �
ks�Y 	� SLEDUET� �TO 	 � w � 	�� � 	w W GRUPPE �� 	w � OBRAZ �LEMENTA w � W �ks	
PRI ESTESTWENNOM DEJSTWII GRUPPY G NA W �ks	� oB�IJ TOR Hx ESTX FAKTOR SHEMY

T�kks�Y 	 OTNOSITELXNO DEJSTWIQ GRUPPY �� zAMETIM� �TO DEJSTWIE GRUPPY G NA HA�
RAKTERAH �T TORA T TEPERX UVE NE OBQZATELXNO TRIWIALXNOE� wYBEREM KAKOJ�NIBUDX
BAZIS � SISTEMY KORNEJ R OTNOSITELXNO Hx� w P������ OPREDELENO PREDSTAWLENIE
	 � 	� GRUPPY G W GRUPPU PODSTANOWOK MNOVESTWA �� pUSTX A� ESTX OBRAZ PRED�
STAWLENIQ 	 � 	�� tOGDA ���	 ESTX POLUPRQMOE PROIZWEDENIE GRUPPY wEJLQ W �R	
I A� W A�R	� iZWESTNO� �TO A��MODULX �Hx NE ZAWISIT OT WYBORA k�TORA T W GRUPPE

G� eSLI A� �� E� TO G NAZYWAETSQ WNE�NEJ k�FORMOJ SWOEJ GRUPPY �EWALLE� ESLI
A� � E� TO G � WNUTRENNQQ FORMA�
tEOREMA �� pUSTX k � POLE HARAKTERISTIKI NULX� G � SWQZNAQ POLUPROSTAQ

GRUPPA� OPREDELENNAQ NAD k� X�M�Hx � KAK I W TEOREME � � G � Gal ��k�k	� � �
Gal ��k�Y 	�k�X		� Y � G�T � gRUPPA RAZLOVENIQ ���	 OB�EGO TORA Hx NAD M ESTX

POLUPRQMOE PROIZWEDENIE GRUPPY W �R	 I A� W A�R	��
kONE�NO� TEOREMA � QWLQETSQ SLEDSTWIEM TEOREMY �� NO UDOBNO IMETX EE SAMOSTOQ�

TELXNO�pOSKOLXKU RE�ETKA KORNEJ Q�R	 IMEET KONE�NYJ INDEKS W GRUPPE HARAKTEROW
�Hx� TO DEJSTWIE GRUPPY � NA KORNQH ODNOZNA�NO PRODOLVAETSQ NA �Hx� A �TO� W SWO�
O�EREDX� POLNOSTX� OPREDELQET STROENIE SAMOGO TORA Hx� pOSKOLXKU RE�ETKI KOR�
NEJ I WESOW HORO�O OPISANY W LITERATURE� TO STROENIE OB�EGO TORA W POLUPROSTOJ
ODNOSWQZNOJ ILI PRISOEDINENNOJ GRUPPE MOVNO S�ITATX� SOGLASNO TEOREMAM � I � �
IZWESTNYM�

pRI IZU�ENII GRUPPY RAZLOVENIQ OB�EGO TORA Hx LU��E WSEGO WYBIRATX TOR T
W NAIBOLEE PROSTOM WIDE� mOVNO SNA�ALA WZQTX MAKSIMALXNYJ k�RAZLOVIMYJ TOR
S W G� A ZATEM� W KA�ESTWE T WZQTX MAKSIMALXNYJ k�TOR W G� SODERVA�IJ S� tOGDA
IMEETSQ DOPOLNITELXNAQ INFORMACIQ O DEJSTWII GRUPPY � NA KORNQH�

pOSKOLXKU WSQKIJ MAKSIMALXNYJ k�TOR T GRUPPY G QWLQETSQ SPECIALIZACIEJ

OB�EGO TORA Hx NAD POLEM k� TO ESTESTWENNO WWESTI SLEDU��EE OPREDELENIE� bUDEM
GOWORITX� �TO MAKSIMALXNYJ k�TOR T GRUPPY G NE IMEET AFFEKTA� ESLI GRUPPA

RAZLOVENIQ TORA T IZOMORFNA GRUPPE RAZLOVENIQ OB�EGO TORA Hx� nALI�IE TOROW
BEZ AFFEKTA W GRUPPE G SU�ESTWENNO ZAWISIT OT PRIRODY POLQ OPREDELENIQ k� dLQ
ALGEBRAI�ESKI ZAMKNUTOGO POLQ k TOROW BEZ AFFEKTA W GRUPPE G NET� nAPROTIW� ESLI
k � �ISLOWOE POLE� TO MAKSIMALXNYH k�TOROW BEZ AFFEKTA W G DOSTATO�NO MNOGO� �TO
SLEDUET IZ TEOREMY gILXBERTA O NEPRIWODIMOSTI I IZ RACIONALXNOSTI MNOGOOBRAZIQ

MAKSIMALXNYH TOROWX NAD POLEM k� bOLEE TO�NO� PUSTXM � k�X	 � k�x�� ��� xr	� GDE
x�� ��� xr � BAZIS TRANSCENDENTNOSTI� L � MINIMALXNOE RAS�IRENIE POLQM � NAD KOTO�
RYM RASPADAETSQ OB�IJ TORHx� � � Gal �L�M 	� pO TEOREME gILXBERTA SU�ESTWUET
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SPECIALIZACIQ �x�� ��� xr	 � �a�� ��� ar	� TAKAQ� �TO SOOTWETSTWU��EE SPECIALIZIRO�
WANNOE POLE La QWLQETSQ RAS�IRENIEM gALUA POLQ k S GRUPPOJ gALUA� IZOMORFNOJ
�� mNOVESTWO TAKIH SPECIALIZACIJ WS�DU PLOTNO W Ar�k	 W TOPOLOGII zARISSKOGO�
oBRATIM WNIMANIE E�E RAZ NA TO� �TO STROENIE TOROW BEZ AFFEKTA� SOGLASNO WY�
�ESKAZANNOMU� NAM IZWESTNO� rEZULXTATY O STROENII OB�EGO TORA WZQTY IZ RABOTY

AWTORA ����
���� gRUPPA pIKARA I GRUPPA bRAU�RA LINEJNOJ ALGEBRAI�ESKOJ GRUP�

PY� w DANNOM PUNKTE� ESLI NE BUDET OGOWORENO� POLE k IMEET HARAKTERISTIKU NULX�
pUSTX X � ALGEBRAI�ESKOE MNOGOOBRAZIE NAD POLEM k� �X � X �k

�k� G � Gal ��k�k	�
iMEETSQ SPEKTRALXNAQ POSLEDOWATELXNOSTX hOH�ILXDA�sERRA

Hp�G�Hq� �X�Gm	� Hn�X�Gm	

W �TALXNYH KOGOMOLOGIQH� oNA OPREDELQET TO�NU� WOSXMI�LENNU� POSLEDOWATELX�
NOSTX

� � E���
� � E� � E���

� � E���
� � Ker �E� � E���

� 	� E���
� � E���

� �

KOTORAQ W QWNOM WIDE WYGLQDIT TAK

� � H��k� �k�X��	� PicX � �Pic �X	G � H��k� �k�X��	�

� Ker �BrX � Br �X	� H��k� P ic �X	� H��k� �k�X��	� ��	

eSLI MNOVESTWO RACIONALXNYH TO�EK X�k	 NEPUSTO� TO RETRAKCIQ

Spec k � X � Spec k

POKAZYWAET� �TO POSLEDOWATELXNOSTX

� � Hq�k� �k�	� Hq�k� �k�X��	� Hq�k� U � �X			� �

QWLQETSQ TO�NOJ I RAS�EPLQ��EJSQ� SWERH TOGO� ESTESTWENNYJ GOMOMORFIZM
Hq�k�Gm	� Hq�X�Gm	 DOPUSKAET RETRAKCI�� pO�TOMU

Hq�k� �k�X��	 � Hq�k� �k�	
Hq�k� U � �X		�

ZDESX U � �X	 � �k�X����k�� dALEE� W �TOM SLU�AE OBRAZ GOMOMORFIZMA H��k� P ic �X	 �
H��k� �k�X��	 LEVIT W H��k� U � �X		� wSE �TO PRIMENIMO K SLU�A�� KOGDA X ESTX MNO�
GOOBRAZIE SWQZNOJ LINEJNOJ ALGEBRAI�ESKOJ GRUPPY G� w �TOM SLU�AE �k�G�� � �k�� �G
I POSLEDOWATELXNOSTX ��	 PRINIMAET WID

� � H��k� �G	� PicG� �Pic �G	G � H��k� �G	�

� BrG�Br k� H��k� P ic �G	� H��k� �G	�

w �ASTNOSTI� ESLI G � T ESTX ALGEBRAI�ESKIJ TOR� TO Pic �T � � I MY IMEEM

Pic T � H��k� �T 	� Br T � Br k 
H��k� �T 	�

eSLI G � SWQZNAQ POLUPROSTAQ GRUPPA� TO �G � � I DANNAQ POSLEDOWATELXNOSTX
RASPADAETSQ NA DWE

PicG � �Pic �G	G � Br G�Br k � H��k� P ic �G� ��	
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�TOBY WY�ISLITX Pic �G� BUDEM S�ITATX� �TO POLE k ALGEBRAI�ESKI ZAMKNUTO� tOGDA
GRUPPA G SODERVIT BORELEWSKU� PODGRUPPU B� KOTORAQ QWLQETSQ POLUPRQMYM PRO�
IZWEDENIEM UNIPOTENTNOJ GRUPPY N I TORA T � sU�ESTWUET �LEMENT g � G�k	 TAKOJ�
�TO OTOBRAVENIE �n� b	� ngb� n � N �k	� b � B�k	� OPREDELQET IN�EKTIWNYJ MOR�
FIZM PRQMOGO PROIZWEDENIQ N �kB NA OTKRYTU� �ASTX U MNOGOOBRAZIQ G��EWALLE

POKAZAL� �TO ZAMKNUTOE PODMNOVESTWO V � G nU ESTX OB�EDINENIE
Sl
i��Fi� GDE Fi �

ZAMKNUTYE NEPRIWODIMYE PODMNOVESTWA MNOGOOBRAZIQ G KORAZMERNOSTI ODIN �PROS�
TYE DIWIZORY MNOGOOBRAZIQ G	� A l ESTX RANG GRUPPY G� T�E� RAZMERNOSTX TORA T �
oTOBRAVENIE OGRANI�ENIQ PicG � PicU S�R�EKTIWNO� QDROM EGO SLUVIT FAKTOR

RE�ETKI Zl� POROVDENNOJ DIWIZORAMI Fi� PO PODGRUPPE GLAWNYH DIWIZOROW� OBRAZO�
WANNYH REGULQRNYMI OBRATIMYMI FUNKCIQMI NA U � pOSKOLXKU U � N � T �N � TO
PicU � �� KROME TOGO k�U �� � k� � �T � iMEEM TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX

� � �T � Zl � PicG� �� ��	

IZ KOTOROJ SLEDUET� �TO GRUPPA PicG KONE�NA DLQ L�BOJ POLUPROSTOJ GRUPPY� OPRE�
DELENNOJ NAD ZAMKNUTYM POLEM� A PO ��	 �TO WERNO NAD PROIZWOLXNYM POLEM� zAME�
TIM E�E� �TO RAZLOVIMU� GRUPPU G MOVNO WZQTX OPREDELENNOJ NAD POLEM RACIO�
NALXNYH �ISEL Q I IZ ��	 WIDNO� �TO PicG � Pic �G�QL	 DLQ L�BOGO RAS�IRENIQ L
POLQQ� wOZXMEM W KA�ESTWE POLQ L POLE KOMPLEKSNYH �ISEL C I RASSMOTRIM TO�NU�

POSLEDOWATELXNOSTX kUMMERA

� � �n �Gm
n�Gm � ��

GDE n � �PicG�� iMEEM TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX W �TALXNYH KOGOMOLOGIQH

H��GC� �n	� PicG
n� PicG�

tAK KAK DLQ PERIODI�ESKIH PU�KOW �TALXNYE KOGOMOLOGII SOWPADA�T S KOMPLEKSNY�
MI�TO H��GC� �n	 � �� ESLI GRUPPA G ODNOSWQZNA� tAKIM OBRAZOM� PicG � � DLQ
ODNOSWQZNYH GRUPP� OPREDELENNYH NAD PROIZWOLXNYM POLEM k � Q� DLQ NIH VE IZ
��	 SLEDUET� �TO BrG � Br k�

pUSTX TEPERX G � PROIZWOLXNAQ SWQZNAQ POLUPROSTAQ GRUPPA� OPREDELENNAQ NAD
NEKOTORYM POLEM k HARAKTERISTIKI NULX� �G EE UNIWERSALXNAQ NAKRYWA��AQ� � 
�G � G � NAKRYWA��IJ GOMOMORFIZM� W � Ker ��	 � ���G	 � FUNDAMENTALXNAQ
GRUPPA� POLE k � ALGEBRAI�ESKI ZAMKNUTO� tAK KAK NAKRYTIE � NERAZWETWLENO� TO
GRUPPU DIWIZOROW Div�G	 MNOGOOBRAZIQ G MOVNO OTOVDESTWITX S PODGRUPPOJ GRUP�
PY DIWIZOROWDiv� �G	 MNOGOOBRAZIQ �G� SOSTOQ�EJ IZ �LEMENTOW� INWARIANTNYH OTNO�
SITELXNO GRUPPYW �k	� tAK KAK KAVDYJ DIWIZOR MNOGOOBRAZIQ �G QWLQETSQ GLAWNYM�
TO USLOWIE w�d	 � d DLQ WSEH w �W �k	� d � �f	 � Div� �G	� f � k� �G	�� RAWNOSILXNO
SOOTNO�ENIQM wf � few � GDE FUNKCIQ ew IMEET DIWIZOR� RAWNYJ NUL�� PO�TOMU
ew � k�� dALEE� ew�w� � ew�ew� �T�E� OTOBRAVENIE w � ew ESTX GOMOMORFIZM GRUPPY

W �k	 W GRUPPU k�� o�EWIDNO� ESLI DIWIZORY d I d� GRUPPY Div�G	 LINEJNO �KWIWA�
LENTNY� TO SOOTWETSTWU��IE IM KOCIKLY ew I e�w SOWPADA�T� iMEEM MONOMORFIZM

�  PicG� Hom �W �k	� k�	� A� POSKOLXKU KOCIKL ew RAS�EPLQETSQ W GRUPPE k� �G	��
T�E� SU�ESTWUET FUNKCIQ f � k� �G	� TAKAQ� �TO wf � few DLQ WSEH w � W �k	� TO �
IZOMORFIZM� pUSTX TEPERX POLE k NE ZAMKNUTO� iZ ��	 SLEDUET TOGDA� �TO

PicG � �Pic �G	G � W ��k	G �

IBO IZOMORFIZM �  Pic �G � Hom �W ��k	� �k�	 � dW ��k	 QWLQETSQ G�IZOMORFIZMOM�
iTAK� NAD POLEM HARAKTERISTIKI NULX IMEEM SLEDU��IJ REZULXTAT�
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tEOREMA� �	 dLQ L�BOJ SWQZNOJ LINEJNOJ GRUPPY G� OPREDELENNOJ NAD POLEM k�
GRUPPA PicG QWLQETSQ KONE�NOJ�

�	 eSLI T � ALGEBRAI�ESKIJ TOR� TO

Pic T � H��k� �T 	� Br T � Br k 
H��k� �T 	�

�	 eSLI �G � SWQZNAQ ODNOSWQZNAQ POLUPROSTAQ GRUPPA� TO Pic �G � �� Br �G � Br k�
�	 eSLI G � SWQZNAQ POLUPROSTAQ GRUPPA S FUNDAMENTALXNOJ GRUPPOJ W �TO

Pic �G � Hom �W ��k	� �k�	 � dW ��k	�

P icG � dW ��k	
G

� Br G � Br k 
H��k� P ic �G	� �
wY�ISLENI� GRUPPY PicG � BYLI POSWQ�ENY RABOTY AWTORA ��� I pOPOWA ����
���� pRIZNAKI BIRACIONALXNOJ �KWIWALENTNOSTI ALGEBRAI�ESKIH MNO�

GOOBRAZIJ� tEPERX MY IMEEM W RASPORQVENII NEOBHODIMYE SWEDENIQ IZ OB�EJ TE�
ORII I MOVEM PRISTUPITX K REALIZACII OSNOWNOGO ZAMYSLA DANNOJ RABOTY� wOPROS
O KLASSIFIKACII ALGEBRAI�ESKIH MNOGOOBRAZIJ S TO�NOSTX� DO BIRACIONALXNOJ �K�
WIWALENTNOSTI QWLQETSQ �REZWY�AJNO TRUDNYM� nEKOTORYE BIRACIONALXNYE HARAK�
TERISTIKI UDAETSQ POLU�ITX� RASSMATRIWAQ W KLASSE MNOGOOBRAZIJ� BIRACIONALXNO
�KWIWALENTNYH MEVDU SOBOJ� NEOSOBYE PROEKTIWNYE PREDSTAWITELI �MODELI	� k SO�
VALENI�� SU�ESTWOWANIE TAKIH MODELEJ W OB�EM SLU�AE E�E NE DOKAZANO� tEOREMA
hIRONAKI ��� UTWERVDAET� �TO W KAVDOM KLASSE BIRACIONALXNO �KWIWALENTNYH ALGEB�
RAI�ESKIH MNOGOOBRAZIJ SODERVITSQ NEOSOBAQ PROEKTIWNAQ MODELX� ESLI POLE OPRE�
DELENIQ �TIH MNOGOOBRAZIJ IMEET HARAKTERISTIKU NULX� rASSMOTRIM �TOT SLU�AJ

BOLEE PODROBNO� pUSTX Y I Z � DWA NEOSOBYH NEPRIWODIMYH PROEKTIWNYH MNOGOOB�
RAZIQ NAD POLEM k HARAKTERISTIKI NULX I �  Z � Y BIRACIONALXNYJ MORFIZM�
sPEKTRALXNAQ POSLEDOWATELXNOSTX lERE MORFIZMA �

Hp�Y�Rq��O
�
Z	 �� Hp�q�Z�O�Z	

OPREDELQET TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX

� � Pic Y
	�� PicZ � S � ��

GDE S � H��Y�R��O�Z	� oTOBRAVENIE �
� ESTX OTOBRAVENIE �OBRATNYJ OBRAZ�� nO W

UKAZANNOJ SITUACII OPREDELEN TAKVE GOMOMORFIZM �PRQMOJ OBRAZ� DIWIZORA I KLAS�
SA DIWIZORA ��  PicZ � PicY � PRI�EM ���

� � Id � pO�TOMU GRUPPA PicZ IZOMORF�
NA PRQMOJ SUMME Pic Y 
S� gOMOMORFIZM �� STROITSQ SLEDU��IM OBRAZOM�pUSTXW
� ZAMKNUTOE PODMNOVESTWO W Y � SOSTOQ�EE IZ TO�EK� W KOTORYH RACIONALXNOE OTOBRA�
VENIE ��� NE OPREDELENO� I PUSTX F � ����W 	 � Z� tOGDA MORFIZM � OSU�ESTWLQET
IZOMORFIZM MEVDU OTKRYTYMI MNOVESTWAMI Z n F I Y nW � dALEE� TAK KAK KORAZ�
MERNOSTX W NE MENEE DWUH� TO OTOBRAVENIE OGRANI�ENIQ Pic Y � Pic �Y nW 	 ESTX
IZOMORFIZM� gOMOMORFIZM �� OPREDELQETSQ TEPERX KAK KOMPOZIT CEPO�KI GOMOMOR�
FIZMOW

PicZ � Pic �Z n F 	 � Pic �Y nW 	 � Pic Y�

gRUPPA S ESTX QDRO �PIMORFIZMA PicZ � Pic �Z n F 	� SLEDOWATELXNO S POROVDENA

DIWIZORAMI� NOSITELI KOTORYH LEVAT W F � pUSTX S� � SWOBODNAQ ABELEWA GRUPPA�
POROVDENNAQ WSEMI PROSTYMI DIWIZORAMI� NOSITELI KOTORYH LEVAT W F � oNA IMEET
KONE�NYJ RANG� pO TOLXKO �TO SKAZANNOMU� ESTESTWENNOE OTOBRAVENIE S� � S ESTX
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�PIMORFIZM� A IZ TOGO� �TO KORAZMERNOSTX W NE MENX�E DWUH � SLEDUET� �TO S� � S�
pUSTX G � Gal ��k�k	� mORFIZM � OPREDELQET BIRACIONALXNYJ �k� MORFIZM � � � 
�Z � �Y I MY POLU�AEM G�IZOMORFIZM Pic �Z � Pic �Y 
 S� mODULX S QWLQETSQ

PERMUTACIONNYM G�MODULEM S BAZOJ� SOSTOQ�EJ IZ PROSTYH KOMPONENT MNOGOOBRAZIQ
�F � iMEEM SERXEZNYJ POWOD DLQ WWEDENIQ SLEDU��EGO OPREDELENIQ�
oPREDELENIE� pUSTX � � NEKOTORAQ GRUPPA� A I B � PROIZWOLXNYE ��MODULI�

mODULI A I B NAZOWEM PODOBNYMI� ESLI SU�ESTWU�T PERMUTACIONNYE ��MODULI S�
I S� TAKIE� �TO PRQMYE SUMMY A
S� I B
S� IZOMORFNY� kLASS PODOBIQ ��MODULQ
A BUDEM OBOZNA�ATX SIMWOLOM �A��
tEOREMA� nEOBHODIMYJ PRIZNAK BIRACIONALXNOJ �KWIWALENTNOSTI AL�

GEBRAI�ESKIH k�MNOGOOBRAZIJ� pUSTX X I Y � NEOSOBYE PROEKTIWNYE ALGEBRAI�
�ESKIE MNOGOOBRAZIQ NAD POLEM k HARAKTERISTIKI NULX� L�k� NORMALXNOE RAS�IRE�
NIE S GRUPPOJ gALUA �� eSLI X I Y BIRACIONALXNO �KWIWALENTNY NAD POLEM k� TO
��MODULI Pic �X �k L	 I Pic �Y �k L	 PODOBNY�

dOKAZATELXSTWO� w USLOWIQH TEOREMY SU�ESTWUET NEOSOBOE PROEKTIWNOE MNOGO�
OBRAZIE Z NAD POLEM k I BIRACIONALXNYE MORFIZMY Z � X I Z � Y � nO� TOGDA
PicZL � PicXL 
 S� � Pic YL 
 S�� �

eSLI X I Y BIRACIONALXNO �KWIWALENTNY NAD POLEM k� TO ONI OSTA�TSQ BIRACIO�
NALXNO �KWIWALENTNYMI I PRI L�BOM RAS�IRENII POLQ k� u�ITYWAQ� �TO DLQ L�BOJ
PODGRUPPY � GRUPPY � IMEEM RAWENSTWO H���� S	 � �� ESLI S ESTX PERMUTACION�
NYJ ��MODULX� TOGDA DLQ L�BOGO PROMEVUTO�NOGO POLQ F� k � F � L� SPRAWEDLIWO
SOOTNO�ENIE

H��L�F� P icXL	 � H��L�F� P ic YL	�

T�E� GRUPPY H��L�F� P icXL	 QWLQ�TSQ BIRACIONALXNYMI INWARIANTAMI MNOGOOB�
RAZIQ X� dALX�E MY UWIDIM� �TO KLASS PODOBIQ �PicXL� QWLQETSQ BOLEE TONKIM
BIRACIONALXNYM INWARIANTOM MNOGOOBRAZIQ X� �EM KOGOMOLOGI�ESKIE INWARIANTY

H��L�F� P icXL	� eSLI L�k � KONE�NOE NORMALXNOE RAS�IRENIE� TO BIRACIONALXNY�
MI INWARIANTAMI BUDUT I GRUPPY H���L�F� P icXL	�

pUSTX TEPERX MNOGOOBRAZIE X RACIONALXNO NAD �k� T�E� X �k
�k BIRACIONALX�

NO �KWIWALENTNO PROEKTIWNOMU PROSTRANSTWU Pn �k
�k� pOSKOLXKU PicPn � Z� TO

Pic �XL 
 S � Z
 S��
pREDLOVENIE�pUSTXX � GLADKOE PROEKTIWNOE MNOGOOBRAZIE� OPREDELENNOE NAD

POLEM k HARAKTERISTIKI NULX� eSLI �X RACIONALXNO NAD �k� TO G�MODULX Pic �X IMEET

KONE�NYJ Z�RANG I NE IMEET KRU�ENIQ� eSLI MNOGOOBRAZIE X RACIONALXNO NAD k� TO
�PicXL� � ��� IH��L�F� P icXL	 � � DLQ L�BOGO NORMALXNOGO RAS�IRENIQ L�k� k �
F � L � �k� �

wPERWYE BIRACIONALXNYJ INWARIANT �Pic �X� POQWILSQ W ISSLEDOWANIQH mANINA
I �AFAREWI�A PO TEORII POWERHNOSTEJ� �mANIN �����	�

����pROEKTIWNYE MODELI LINEJNYH ALGEBRAI�ESKIH GRUPP�pUSTX TEPERX
G � SWQZNAQ ALGEBRAI�ESKAQ LINEJNAQ GRUPPA� OPREDELENNAQ NAD POLEM k HARAKTERIS�
TIKI NULX� rASSMOTRIM KAKOE�NIBUDX NEOSOBOE PROEKTIWNOE MNOGOOBRAZIE X NAD PO�
LEM k� SODERVA�EE G W KA�ESTWE OTKRYTOGO PODMNOVESTWA� mNOGOOBRAZIE X NAZOWEM

PROEKTIWNOJ MODELX� GRUPPY G� mNOGOOBRAZIE �G� A� ZNA�IT I �X � QWLQ�TSQ RACIO�
NALXNYMI NAD POLEM �k� �TO SLEDUET IZ TRIWIALXNOSTI MAKSIMALXNOGO TORA GRUPPY
�G I RAZLOVENIQ bR�A� tAKIM OBRAZOM� G�MODULX Pic �X IMEET KONE�NYJ Z�RANG BEZ
KRU�ENIQ� hOTQ MODELX X OPREDELQETSQ NEODNOZNA�NO� ESLI dimG � �� NO KLASS PODO�
BIQ G�MODULQ Pic �X OPREDELEN ODNOZNA�NO� BUDEM OBOZNA�ATX EGO SIMWOLOM pk�G	 ILI
PROSTO p�G	 I NAZYWATX KLASSOM pIKARA GRUPPY G� pUSTX s �G	 � KATEGORIQ NEPRE�
RYWNYH G�MODULEJ KONE�NOGO Z�RANGA BEZ KRU�ENIQ� KLASSY PODOBIQ MODULEJ IZ s �G	
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OBRAZU�T KOMMUTATIWNU� POLUGRUPPU M �G	 OTNOSITELXNO OPERACII PRQMOJ SUMMY
MODULEJ� nULEWYM �LEMENTOM W �TOJ POLUGRUPPE SLUVIT KLASS PERMUTACIONNYH G�
MODULEJ� iMEEM FUNKTOR G� p�G	 IZ KATEGORII SWQZNYH LINEJNYH ALGEBRAI�ESKIH
GRUPP� OPREDELENNYH NAD POLEM k HARAKTERISTIKI NULX� W POLUGRUPPU M �G	� KOTO�
RYJ DOPUSKAET TO�NOE OPISANIE W KATEGORII ALGEBRAI�ESKIH TOROW� nEBOLX�OE� NO
NETRIWIALXNOE OBOB�ENIE� pUSTX F � RAS�IRENIE POLQ k� F � �k� G� � PODGRUPPA
W G� SOOTWETSTWU��AQ PODPOL� F � oBOZNA�IM �EREZ pF �G	 KLASS G��MODULQ pIKARA
GRUPPY G�k F� pF �G	 �M �G�	�

pUSTX L�k � NORMALXNOE RAS�IRENIE S GRUPPOJ gALUA � � G�G�� TOGDA PicXL �
�Pic �X	G� � DLQ PERMUTACIONNOGO G�MODULQ �S ��MODULX SL � � �S	G� SNOWA PERMUTA�
CIONNYJ� KLASS pL�k�G	 � �PicXL� TAKVE BIRACIONALXNYJ INWARIANT MNOGOOBRAZIQ
X� wYBEREM W GRUPPE G MAKSIMALXNYJ k�TOR T I PUSTX L � KONE�NOE RAS�IRENIE
gALUA POLQ k� NAD KOTORYM TOR T RASPADAETSQ� tOGDA GRUPPA G �k L RACIONALXNA

NAD L� INWARIANT pL�G	 RAWEN NUL�� ��MODULX PicXL MOVNO RASSMATRIWATX KAK

G�MODULX I KLASSY p�G	 I pL�k�G	 SOWPADA�T�mOVNO BYLO BY NAZWATX POLE L POLEM
RAZLOVENIQ KLASSA p�G	�

nAM POTREBUETSQ SLEDU��IJ FAKT� pUSTX Y I Z � GLADKIE GEOMETRI�ESKI NE�
PRIWODIMYE ALGEBRAI�ESKIE MNOGOOBRAZIQ NAD POLEM k� mY WIDELI W P� ����� �TO
U �Y �k Z	 � U �Y 	 
 U �Z	� DALEE� HORO�O IZWESTNO� �TO Pic �Y �k A

m	 � Pic Y � iZ
�TOGO SLEDUET� U�ITYWAQ POSLEDOWATELXNOSTX hOH�ILXDA�sERRA P��������TO KANONI�
�ESKIJ MORFIZM

Pic Y 
 PicZ � Pic �Y �k Z	

QWLQETSQ IZOMORFIZMOM W SLU�AE� KOGDA Z QWLQETSQ k�RACIONALXNYM MNOGOOBRAZIEM�
pUSTX k�GRUPPA G ESTX PROIZWEDENIE G� �k G� DWUH SWQZNYH k�GRUPP� X� I X� �
PROEKTIWNYE MODELI GRUPP G� IG��tOGDAX��kX� ESTX PROEKTIWNAQ MODELX GRUPPY

G I� PO TOLXKO �TO SKAZANNOMU� IMEEM IZOMORFIZM G�MODULEJ
Pic � �X� �k

�X�	 � Pic �X� 
 Pic �X��

eSLI Y � DRUGAQ PROEKTIWNAQ MODELX GRUPPY G� TO MODULI Pic �Y I Pic �X� 
Pic �X�

PODOBNY� nA QZYKE KLASSOW pIKARA �TO MOVNO ZAPISATX W WIDE RAWENSTWA

p�G� �k G�	 � p�G�	 � p�G�	�

iZ WLOVENIQ G� X SLEDUET TO�NAQ POSLEDOWATELXNOSTX MODULEJ

� � �G� �S � Pic �X � Pic �G� �� ��	

GDE �S ESTX G�MODULX� POROVDENNYJ KOMPONENTAMI ZAMKNUTOGO PODMNOVESTWA �F �
�X n �G� W SILU NORMALXNOSTI G� F QWLQETSQ NESME�ANNYM PODMNOGOOBRAZIEM KORAZ�
MERNOSTI ODIN� rASSMOTRIM DWA KRAJNIH SLU�AQ

A	 G � T � ALGEBRAI�ESKIJ k�TOR� TOGDA Pic �T � � I MY IMEEM TO�NU� POSLEDO�
WATELXNOSTX MODULEJ BEZ KRU�ENIQ

� � �T � �S � Pic �X � �� ��	

B	 G � POLUPROSTAQ� TOGDA �G � �� IMEEM TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX

� � �S � Pic �X � Pic �G� ��

eSLI G � ODNOSWQZNA� TO Pic �G � �� W �TOM SLU�AE Pic �X QWLQETSQ PERMUTACION�
NYM G�MODULEM�
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���� wQLYE REZOLXWENTY MODULQ� rASSMOTRIM SITUACI� A	 BOLEE PODROBNO
NA KONE�NOM UROWNE� pUSTX L�k � KONE�NOE RAS�IRENIE gALUA S GRUPPOJ �� OBOZNA�
�IM �EREZ C�L�k	 KATEGORI� TOROW� OPREDELENNYH NAD k I RAZLOVIMYH NAD L� �EREZ
C��	 � DWOJSTWENNU� KATEGORI� ��MODULEJ KONE�NOGO RANGA BEZ KRU�ENIQ� iMEETSQ
WLOVENIE KATEGORII C�L�k	 W KATEGORI� C�k	 WSEH k�TOROW I C�k	 ESTX OB�EDINE�
NIE WSEH PODKATEGORIJ C�L�k	� KATEGORIQ C�k	 DUALXNA KATEGORII G�MODULEJ C�G	�
pUSTX T � C�L�k	 IX � PROEKTIWNAQ MODELX TORA T NAD k� wLOVENIE TL WXL OPREDE�
LQET TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX� ANALOGI�NU� POSLEDOWATELXNOSTI ��	 NA KONE�NOM
UROWNE� T�E� POSLEDOWATELXNOSTX ��MODULEJ

� � �T � �S � PicXL � �� ��	

kAK MY WIDELI� GRUPPY H���� P icXL	 I H����� P icXL	 QWLQ�TSQ BIRACIONALX�
NYMI INWARIANTAMI MNOGOOBRAZIQ T � sLEDU��IJ NEOVIDANNYJ FAKT OKAZALSQ OD�
NIM IZ WAVNEJ�IH W BIRACIONALXNOJ KLASSIFIKACII ALGEBRAI�ESKIH k�TOROW�
tEOREMA� dLQ L�BOGO L�k�TORA T IMEEM RAWENSTWO H���L�F� pL�k�T 	 � �� GDE

k � F � L�
dOKAZATELXSTWO� pUSTX T� � MAKSIMALXNYJ PODTOR W T � RAZLOVIMYJ NAD k�

iMEEM TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX k�TOROW

� � T�
�� T

�� T� � ��

GDE T� � G r
m�k� A T� � ANIZOTROPEN� T�E� NE IMEET HARAKTEROW� OPREDELENNYH k� pO�

SKOLXKUH��L�k� T��L�T�			 � �� TO MORFIZM 
 IMEET k�RACIONALXNOE SE�ENIE� OTKUDA
SLEDUET� �TO MNOGOOBRAZIE T BIRACIONALXNO �KWIWALENTNO PROIZWEDENI� T� �k T��
pO�TOMU p�T 	 � p�T�	� OTKUDA H���L�k� p�T 		 � H���L�k� p�T�		� pUSTX TEPERX W
POSLEDOWATELXNOSTI ��	 MODULX �T NE IMEET ��INWARIANTNYH �LEMENTOW� KROME NULQ�
tOGDA IZ TO�NOJ POSLEDOWATELXNOSTI

� � H���L�k� P icXL	� �H��L�k� �T 	

cLEDUET� �TOH���L�k� P icXL	 � �� iTAK� DLQ L�BOGO TORA T � C�L�k	 BIRACIONALX�
NYJ INWARIANT H���L�k� pL�k�T 	 RAWEN NUL�� nO TOGDA �TO VE WERNO I DLQ L�BOGO
PROMEVUTO�NOGO POLQ F� k � F � L�

H���L�F� pk�T 		 � H���L�F� pF �T �k F 		 � �� �
pUSTX �N � L�BOJ �� MODULX IZ KLASSA �PicXL�� oN IMEET KONE�NYJ RANG I PRQ�

MYE SUMMY �N 
 �S� I PicXL 
 �S� � IZOMORFNY� eSLI N � k�TOR� DUALXNYJ MODUL�
�N � TO QSNO� �TO GRUPPA H��L�F�N �L		 TAKVE QWLQETSQ BIRACIONALXNYM INWARI�
ANTOM MNOGOOBRAZIQ T � gEOMETRI�ESKU� INTERPRETACI� �TOGO INWARIANTA UKAZALI

kOLXE�tELEN I sANS�K ���� IZU�AW�IE PROBLEMU R��KWIWALENTNOSTI NA ALGEBRAI�ES�
KIH GRUPPAH� k �TOMU WOPROSU MY WERNEMSQ W ODNOJ IZ SLEDU��IH GLAW� oNI VE
ZAMETILI� �TO GOMOMORFIZM OGRANI�ENIQ H��X�N 	 � H��U�N 	 QWLQETSQ S�R�EK�
TIWNYM DLQ OTKRYTOGO PODMNOVESTWA U GLADKOGO k�MNOGOOBRAZIQ X� iNA�E GOWORQ�
WSQKIJ TORSOR NAD U SO STRUKTURNOJ GRUPPOJ N PRODOLVAETSQ DO TORSORA NA WSEM

X� tORSORY S TAKIM SWOJSTWOM NAZYWA�TSQ WQLYMI� pO�TOMU ESTESTWENNO NAZWATX
TOR N � C�L�k	 I EGO MODULX RACIONALXNYH HARAKTEROW �N � C��	 WQLYMI� ESLI
H����� �N 	 � � DLQ WSEH PODGRUPP � GRUPPY ��
oPREDELENIE� tO�NAQ POSLEDOWATELXNOSTX ��MODULEJ KONE�NOGO RANGA

� � �T � �S � �N � �� ��	
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W KOTOROJ �S � PERMUTACIONNYJ� A �N � WQLYJ� NAZYWAETSQ WQLOJ REZOLXWENTOJ MODULQ
�T �
hOTQ MY PRI�LI K �TOMU PONQTI� ISHODQ IZ GEOMETRI�ESKIH SOOBRAVENIJ� LEGKO

POSTROITX REZOLXWENTU ��	 �ISTO ALGEBRAI�ESKIM PUTEM� w SAMOM DELE� PUSTX �T � �
Hom � �T �Z	 � DUALXNYJ MODULX� wSEGDA SU�ESTWUET PERMUTACIONNYJ ��MODULX �S �
FAKTOROM KOTOROGO QWLQETSQ MODULX �T �� mODULX �S ESTX PRQMAQ SUMMA ��MODULEJ
WIDA Z������ � � �� iMEEM TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX ��MODULEJ IZ KATEGORII
C��	

� � �R� �S � �T � � �� ��	

OTKUDA TO�NAQ POSLEDOWATELXNOSTX KOGOMOLOGIJ

�S� � � �T �	� � H���� �R	� ��

wYBIRAQ �S DOSTATO�NO BOLX�IM TAK� �TOBY OTOBRAVENIE �S� � � �T �	� STALO S�R��
EKTIWNYM DLQ WSEH PODGRUPP � GRUPPY �� POLU�AEM SOOTNO�ENIE H���� �R	 � � DLQ
WSEH PODGRUPP � IZ �� pEREHODQ W ��	 K DUALXNYM MODULQM I U�ITYWAQ � �TO �S� � �S�
POLU�AEM WQLU� REZOLXWENTU ��MODULQ �T

� � �T � �S � �N � ��

GDE �N � �R�� pOKAVEM TEPERX� �TO KLASS PODOBIQ � �N � ZAWISIT TOLXKO OT MODULQ �T �
NO NE OT WYBORA REZOLXWENTY ��	�

pUSTX

� � �T � �S� � �N� � ��

� � �T � �S� � �N� � �

� DWE WQLYE REZOLXWENTY ��MODULQ �T � pEREJDEM K DUALXNYM MODULQM

� � �N�
� � �S�

��� �T � � ��

� � �N�
� � �S�

��� �T � � ��

I RASSMOTRIM FAKTORIZACI�

� � �N� � �S� 
 �S�
�� �T � � ��

GDE 
�s� � s�	 � 
�s�	 � 
�s�	� nETRUDNO ZAMETITX� �TO

�N� � �N�
� 
 �S� � �N�

� 
 �S��

OTKUDA �N� 
 �S� � �N� 
 �S� ILI � �N�� � � �N��� tAKIM OBRAZOM� KLASS pIKARA p�T 	
MOVET BYTX ZADAN �ISTO ALGEBRAI�ESKI

p�T 	 � p� �T 	 � � �N ��

GDE �N � WQLYJ ��MODULX� OPREDELQEMYJ KAKOJ�LIBO WQLOJ REZOLXWENTOJ ��	� pOSKOLX�
KU ALGEBRAI�ESKOE OPREDELENIE KLASSA p�T 	 cOWER�ENNO NE ZAWISIT OT HARAKTERIS�
TIKI POLQ OPREDELENIQ� TO HOTELOSX BY RASPROSTRANITX �TI PONQTIQ I NA SLU�AJ

HARAKTERISTIKI p � �� �TO DELAETSQ SLEDU��IM OBRAZOM� pUSTX X � GLADKOE MNO�
GOOBRAZIE NAD POLEM k PROIZWOLXNOJ HARAKTERISTIKI I L � RAS�IRENIE gALUA POLQ
k S GRUPPOJ �� pREDPOLOVIM� �TO PicXL IMEET KONE�NYJ TIP� tOGDA SU�ESTWUET
OTKRYTOE PODMNOVESTWO U W X TAKOE� �TO Pic �UL	 � �� mODULX L�U ���L� IMEET
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KONE�NYJ TIP I NE IMEET KRU�ENIQ� PUSTX p�L�U ���L�	 � EGO KLASS pIKARA W C��	�
�TOT KLASS NE ZAWISIT OT WYBORA SPECIALXNOJ OKRESTNOSTI U W h I ON QWLQETSQ BI�
RACIONALXNYM INWARIANTOM k�MNOGOOBRAZIQ X� oBOZNA�IM EGO ptL�k�X	 ILI PROSTO
pt�X	� pUSTX TEPERX X � GLADKOE PROEKTIWNOE MNOGOOBRAZIE NAD POLEM k HARAKTE�
RISTIKI NULX� tOGDA IMEEM DWA BIRACIONALXNYH INWARIANTA p�X	 � �Pic �X� I pt�X	
I IH L�k � ANALOGI� eSLI Pic �X � C�G	 I� SWERH TOGO� MODULX Pic �X QWLQETSQ WQLYM�
TO p�X	 SOWPADAET S pt�X	� dLQ ALGEBRAI�ESKIH TOROW T IMEEM

p�T 	 � p� �T 	 � pt�T 	�

����pOLUGRUPPA STABILXNOJ �KWIWALENTNOSTI�nAZOWEM DWA k�MNOGOOBRAZIQ
X� I X� STABILXNO �KWIWALENTNYMI� ESLI SU�ESTWUET BIRACIONALXNYJ IZOMORFIZM

X� �k A
m � X� �k A

n

DLQ NEKOTORYH m I n�
nA QZYKE POLEJ FUNKCIJ �TO OPREDELENIE �KWIWALENTNO SU�ESTWOWANI�

k�IZOMORFIZMA
k�X�	�x�� ��� xm	 � k�X�	�y�� ��� yn	�

GDE xi � ALGEBRAI�ESKI NEZAWISIMY NAD k�X�	� ANALOGI�NO� yi NAD k�X�	� w SLU�AE�
ESLI X �k A

m � An� NAZOWEM MNOGOOBRAZIE X STABILXNO RACIONALXNYM� qSNO� �TO
DLQ STABILXNO �KWIWALENTNYH MNOGOOBRAZIJ X� I X�� p�X�	 � p�X�	� pt�X�	 �
pt�X�	� dLQ STABILXNO RACIONALXNOGO MNOGOOBRAZIQ X INWARIANTY p�X	 I pt�X	
RAWNY NUL��

pUSTX fTg � KLASS STABILXNOJ �KWIWALENTNOSTI TORA T W KATEGORII C�L�k	� nA
MNOVESTWE fTg OPREDELIM STRUKTURU KOMMUTATIWNOJ POLUGRUPPY� POLAGAQ

fT�g � fT�g � fT� �k T�g�
kLASS TOROW� STABILXNO RACIONALXNYH NAD POLEM k� IGRAET ROLX EDINI�NOGO �LEMEN�
TA� oBOZNA�IM �TU POLUGRUPPU SIMWOLOM Z�L�k	� eSLI RASSMATRIWATX KATEGORI�

C�k	� TO POLU�IM POLUGRUPPU Z�k	�
wWEDEM RQD OBOZNA�ENIJ� pUSTX S��	 � KLASS WSEH PERMUTACIONNYH ��MODULEJ

KONE�NOGO TIPA�

Hq��	 � fM � C��	 j Hq���M 	 � � �� � �g�
Hq � KOGOMOLOGII tEJTA� qSNO� �TO S��	 � H�� �H� � �H� pUSTX� DALEE�

D��	 � fM � C��	 j M 
M � � S��	g�
iMEEM GRAF WKL��ENIJ

�C��	
 n

H����	 � �H���	
n  

� �H��	
j
�D��	
j
�S��	
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nA MNOVESTWE KLASSOW PODOBIQ C��	�S��	 OPERACIQ PRQMOJ SUMMY MODULEJ OPRE�
DELQET STROENIE KOMMUTATIWNOJ POLUGRUPPY� NULEWYM �LEMENTOM KOTOROJ SLUVIT

KLASS S��	� kLASSY D��	�S��	 OBRAZU�T MAKSIMALXNU� PODGRUPPU W POLUGRUPPE

s ��	�S��	� iZ REZULXTATOW qKOBINSKOGO ��� PO TEORII RE�ETOK SLEDUET� �TO �TA
GRUPPA IMEET KONE�NOE �ISLO OBRAZU��IH� pREDPOLOVENIE O TOM� �TO �H��	 � D��	
OKAZALOSX NEWERNYM� PRIMER BUDET PRIWEDEN NIVE�

iZU�IM OTOBRAVENIE pL�k  Z�L�k	� H����	�S��	� pUSTX �N � H����	� MODULX
�N MOVET BYTX PREDSTAWLEN W WIDE FAKTORA �N � �S� �T � GDE �S � SWOBODNYJ ��MODULX
KONE�NOGO RANGA� iZ P����� SLEDUET TOGDA� �TO � �N � � pL�k� �T 	� ITAK� OTOBRAVENIE pL�k
QWLQETSQ S�R�EKTIWNYM�pUSTX TEPERX pL�k�T�	 � pL�k�T�	� T�� T� � C�L�k	�iMEEM
DWE WQLYE REZOLXWENTY

� � �T� � �S�
��� �N� � ��

� � �T� � �S�
��� �N� � ��

pOSKOLXKU � �N�� � � �N��� TO� PRIBAWLQQ� ESLI NEOBHODIMO� PERMUTACIONNYE MODULI K
�Si I �Ni� MOVNO S�ITATX� �TO �N� � �N� � �N � kAK I W P����� RASSMOTRIM TO�NU�

POSLEDOWATELXNOSTX ��MODULEJ

� � �M � �S� 
 �S�
�� �N � ��

GDE 
�s� � s�	 � 
�s�	 � 
�s�	� �M � Ker 
� pOSKOLXKU 
� I 
� � �PIMORFIZMY�
TO pr� �M � �S�� pr� �M � �S�� Ker pr� � �T�� Ker pr� � �T�� tAKIM OBRAZOM� TO�NY
SLEDU��IE POSLEDOWATELXNOSTI ��MODULEJ

� � �T� � �M � �S� � ��

� � �T� � �M � �S� � ��

OTKUDA SOOTWETSTWU��AQ POSLEDOWATELXNOSTX k�TOROW

� � S� �M
	�� T� � ��

� � S� �M
	�� T� � ��

pOSKOLXKU TORY S� I S� QWLQ�TSQ KWAZIRAZLOVIMYMI� TO �� I �� OBLADA�T RACIO�
NALXNYMI SE�ENIQMI NAD POLEM k� OTS�DA BIRACIONALXNAQ �KWIWALENTNOSTX PRQMYH
PROIZWEDENIJ

T� �k S� � T� �k S��

nAMI DOKAZANA SLEDU��AQ TEOREMA� LINEARIZIRU��AQ SLOVNU� NELINEJNU� ZA�
DA�U�
tEOREMA �� oTOBRAVENIE pL�k  Z�L�k	� H����	�S��	 QWLQETSQ IZOMORFIZMOM

POLUGRUPP� �
oSOBYJ INTERES PREDSTAWLQ�T TORY� POPADA��IE W QDRO OTOBRAVENIQ p�
tEOREMA �� sLEDU��IE USLOWIQ �KWIWALENTNY 
A	 TOR T STABILXNO RACIONALEN NAD POLEM k�
B	 KLASS pIKARA p�T 	 RAWEN NUL��
W	 MODULX RACIONALXNYH HARAKTEROW �T TORA T WKLADYWAETSQ W TO�NU� POSLEDO�

WATELXNOSTX WIDA

� � �T � �S � �S� � ��

GDE �S� �S� � S��	� �
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wOPROS O TOM� NE QWLQETSQ LI STABILXNO RACIONALXNYJ TOR W DEJSTWITELXNOSTI
k�RACIONALXNYM� K SOVALENI�� DO SIH POR OSTAETSQ OTKRYTYM�mY WERNEMSQ K �TOJ

ZADA�E W SLEDU��IH PARAGRAFAH�
��	� mODULI �EWALLE� pRIWEDEM TEPERX NESKOLXKO WAVNYH PRIMEROW� POKAZY�

WA��IH �FFEKTIWNOSTX KRITERIEW� PRIWEDENNYH W PREDYDU�IH PUNKTAH� pUSTX � �
KONE�NAQ GRUPPA� � � EE PODGRUPPA� Z��� � GRUPPOWOE KOLXCO� Z����� � MODULX� NATQ�
NUTYJ NA SMEVNYE KLASSY e�� ���� en� NA KOTORYH GRUPPA � DEJSTWUET PERESTANOWKOJ�
rASSMOTRIM OTOBRAVENIE �  Z������ Z� OPREDELQEMOE RAWENSTWOM

�

�
nX
i��

aiei

�
�

nX
i��

ai�

qSNO� �TO � QWLQETSQ ���PIMORFIZMOM� EGO NAZYWA�T E�E POPOLNQ��IM GOMOMOR�
FIZMOM� pUSTX I��� � Ker �� iMEEM FAKTORIZACI�

�� I��� � Z�����
� Z� �� ��	

GRUPPA � DEJSTWUET TRIWIALXNO NA Z� pEREHODQ K DUALXNYM MODULQM� POLU�AEM
DWOJSTWENNU� POSLEDOWATELXNOSTX

�� Z
�� Z������ J��� � �� ��	

GDE J��� � I����� ����	 � e� � ���� en�

pUSTX L�k � RAS�IRENIE gALUA S GRUPPOJ �� F � PROMEVUTO�NOE POLE� TAKOE� �TO
Gal �L�F 	 � �� pOSLEDOWATELXNOSTI ��	 I ��	 OPREDELQ�T TO�NYE POSLEDOWATELXNOSTI
k�TOROW�

��Gm�k � RF�k�Gm	� T� � ��

�� T� � RF�k�Gm	�Gm � ��

pOSKOLXKURF�k�Gm	 MOVNO OTOVDESTWITX S OTKRYTYMPODMNOVESTWOM WRF�k�A
�	 �

An
k TO TOR T� DOPUSKAET OTKRYTOE POGRUVENIE W PROEKTIWNOE PROSTRANSTWO P

n��
k �

SLEDOWATELXNO� T� �RACIONALEN NAD k� p�T�	 � �� tOR T� S �TOJ TO�KI ZRENIQ ZNA�I�
TELXNO INTERESNEE� mORFIZM N NA k�TO�KAH RF�k�Gm	�k	 � F � ESTX OBY�NOE NOR�
MENNOE OTOBRAVENIE� MNOGOOBRAZIE T� PREDSTAWIMO W WIDE NORMENNOJ GIPERPOWERH�
NOSTI N �x�� ���� xn	 � � W PROSTRANSTWE An

k � x�� ���� xn � KOORDINATY �LEMENTA POLQ

F W KAKOM�NIBUDX BAZISE� tOR T� IMEET STANDARTNOE OBOZNA�ENIE R
���
F�k�Gm	� MODULX

RACIONALXNYH HARAKTEROW KOTOROGO J��� � I���� NAZYWAETSQ MODULEM�EWALLE � �E�

WALLE ��� PERWYJ OBNARUVIL NERACIONALXNOSTX TOROW WIDA R���
F�k

�Gm	 DLQ NEKOTORYH

RAS�IRENIJ F�k�
rASSMOTRIM �ASTNYJ SLU�AJ� KOGDA � � ��	� pOSLEDOWATELXNOSTX ��	 PRINIMAET

WID

� � I� � Z���
� Z� �� ��	

wSQKIJ MODULX ESTX FAKTOR SWOBODNOGO MODULQ� PO�TOMU IMEETSQ TAKVE TO�NAQ PO�
SLEDOWATELXNOSTX

� � �N� � �P � � I� � �� ��	

GDE �P � SWOBODNYJ ��MODULX� iZ �TIH DWUH POSLEDOWATELXNOSTEJ SRAZU SLEDUET� �TO

H���� �N�	 � �H���� I�	 � H�����Z	



�� w�e�wOSKRESENSKIJ

DLQ WSEH PODGRUPP � GRUPPY �� tAKIM OBRAZOM� ��MODULX �N � Hom � �N��Z	 �
H����	� pREHODQ W ��	 K SOPRQVENNYM MODULQM� POLU�AEM WQLU� REZOLXWENTU

� � J� � �P � �N � ��

iZ ��	 I ��	 SLEDUET� �TO H���� �N	 � H����Z	� zAMETIM TAKVE� �TO W KA�ESTWE �N
MOVNO WZQTX ��MODULX J� �Z J��

tEOREMA �� pUSTX T � R
���
L�k�Gm	� L�k � RAS�IRENIE gALUA� tOGDA DLQ L�BOGO

PROMEVUTO�NOGO POLQ F� k � F � L� SPRAWEDLIWO RAWENSTWO

H��L�F� p�T 		 � H��L�F�Z	� �

�TA TEOREMA POZWOLQET NAHODITX NERACIONALXNYE TORY� nAPRIMER� ESLI GRUPPA
� SODERVIT PODGRUPPU � WIDA Z�pZ � Z�pZ� GDE p � PROSTOE �ISLO� TO TOR T NE

QWLQETSQ RACIONALXNYM NAD POLEM L� I� TEM BOLEE� NAD POLEM k� IBO

H��Z�pZ � Z�pZ�Z	 � Z�pZ �� ��

pRIMER �� pUSTX L � Q�
p
a�
p
b	 � BIKWADRATI�NOE RAS�IRENIE RACIONALXNOGO

POLQ� rASSMOTRIM TORY T �a� b	 � R
���

L�Q
�Gm	 � pO TEOREME � H��L�Q� p�T �a� b			 �

Z��Z DLQ L�BOGO POLQ L DANNOGO WIDA�pO�TOMU TORY T �a� b	 NE QWLQ�TSQ RACIONALX�
NYMI NAD POLEM Q� pUSTX L� � Q�

p
a��

p
b�	 I L� � Q�

p
a��

p
b�	 DWA BIKWADRA�

TI�NYH RAS�IRENIQ� L� �� L�� pOKAVEM� �TO TORY T �a�� b�	 I T �a�� b�	 BIRACIONALX�
NO NE�KWIWALENTNY NAD POLEM Q� pUSTX M � POLE� POROVDENNOE POLQMI L� I L� W
�Q� L� � L��L�� pUSTX � � Gal �M�Q	� �� � Gal �M�L�	� �� � Gal �M�L�	� wYBE�
REM W KLASSE p�T �a�� b�		 ���TRIWIALXNYJ ��MODULX �N�� W KLASSE p�T �a�� b�		�����
TRIWIALXNYJ ��MODULX �N�� tAK KAK L� �� L�� TO STEPENX �L�  Q	 RAWNA � ILI

�� w PERWOM SLU�AE � � �� � ��� iMEEM H����� �N�	 � �� PO�TOMU H���� �N�	 �
H������� �N�	 � H����� �N�	 � Z��Z� IBO �� � Z��Z � Z��Z� nO H����� �N�	 � ��
SLEDOWATELXNO� p�T �a�� b�		 �� p�T �a�� b�		� tORY �T �a�� b�		 I �T �a�� b�		 DAVE NE QW�
LQ�TSQ STABILXNO �KWIWALENTNYMI NAD POLEM Q� wO WTOROM SLU�AE � ESTX PRQMOE

PROIZWEDENIE GRUPP ��� �� I NEKOTOROJ TRETXEJ GRUPPY ��� WSE �TI PODGRUPPY IME�
�T PORQDOK �� kAK I W PERWOM SLU�AE H���� � ��� �N�	 � Z��Z� H���� � ��� �N�	 �
H����� �N�	 � H������ �N�	 � �� pOLU�AEM TOT VE REZULXTAT� �TO I W PERWOM SLU�AE�

dLQ CIKLI�ESKOJ GRUPPY � MODULI I� I J� IZOMORFNY� PO�TOMU KLASS p�J�	 RA�
WEN NUL�� kAK POKAZALI ISSLEDOWANIQ� PROWEDENNYE� W OSNOWNOM� s��NDO I t�mIQTOJ
������ TREBOWANIE OBRATIMOSTI �LEMENTA p�J�	 W POLUGRUPPE H

����	�S��	 NALAGAET
WESXMA SERXEZNYE OGRANI�ENIQ NA STROENIE GRUPPY �� iZLOVIM POLU�ENNYE REZULX�
TATY W PORQDKE USILENIQ TREBOWANIJ�sLEDU��EE UTWERVDENIE POZWOLQET PROWODITX
INDUKTIWNYE DOKAZATELXSTWA�
pREDLOVENIE� pUSTX � � KONE�NAQ GRUPPA� dLQ MODULQ M � C��	 SLEDU��IE

USLOWIQ �KWIWALENTNY
�	 M � D��	�
�	 M � D��p	 DLQ WSQKOJ SILOWSKOJ PODGRUPPY �p GRUPPY ��
�	 Ext���M�P 	 � � DLQ WSQKOGO MODULQ P � H���	�
�	 Ext���N�M 	 � � DLQ WSQKOGO MODULQ N � H����	�
dOKAZATELXSTWO� eSLI S � PERMUTACIONNYJ ��MODULX� TO S QWLQETSQ PERMUTA�

CIONNYM ��MODULEM DLQ WSQKOJ PODGRUPPY � � �� pO�TOMU IZ �	 SLEDUET �	� dALEE�
Ext���M�P 	 � H����Hom �M�P 		� eSLI M � D��p	� P � H���	� TO
H���p�Hom �M�P 		 � �� pO�TOMU IZ �	 SLEDUET �	�
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rAWENSTWO Ext���N�M 	 � Ext���M�N�	 DLQ MODULEJ IZ C��	 POKAZYWAET� �TO
USLOWIQ �	 I �	 RAWNOSILXNY� rASSMOTRIM WQLU� REZOLXWENTU MODULQ M

� �M � S � N � ��

iZ �	 SLEDUET� �TO ONA RAS�EPLQETSQ S � M 
N � PO�TOMU M � D��	� �
tEOREMA �� sLEDU��IE USLOWIQ �KWIWALENTNY
�	 KAVDAQ SILOWSKAQ PODGRUPPA GRUPPY � LIBO CIKLI�ESKAQ� LIBO QWLQETSQ OB�

OB�ENNOJ GRUPPOJ KWATERNIONOW�
�	 WSE ABELEWY PODGRUPPY GRUPPY � QWLQ�TSQ CIKLI�ESKIMI�
�	 H����Z	 � � DLQ WSEH PODGRUPP � � ��
�	 p�J�	 � H���	�S��	�
dOKAZATELXSTWO� tEOREMA � POKAZYWAET RAWNOSILXNOSTX USLOWIJ �	 I �	� w KNIGE

kARTANA I �JLENBERGA ��� POKAZANO� �TO SPRAWEDLIWY SLEDU��IE IMPLIKACII �	�
�	� �	� pOSKOLXKU H��Z�pZ� Z�pZ�Z	 � Z�pZ� TO IZ �	 SLEDUET �	� �
oPREDELENIE� kONE�NAQ GRUPPA NAZYWAETSQ METACIKLI�ESKOJ� ESLI WSE EE SI�

LOWSKIE PODGRUPPY CIKLI�NY�
mETACIKLI�ESKAQ GRUPPA PREDSTAWIMA W WIDE POLUPRQMOGO PROIZWEDENIQ H � �

NORMALXNOJ CIKLI�ESKOJ PODGRUPPY H PORQDKA m I CIKLI�ESKOJ PODGRUPPY � PO�
RQDKA n� �m�n	 � ��
tEOREMA �� pUSTX � � KONE�NAQ GRUPPA� sLEDU��IE USLOWIQ �KWIWALENTNY
�	 KLASS p�J�	 OBRATIM�
�	 GRUPPA � QWLQETSQ METACIKLI�ESKOJ�
�	 H���	 � H����	 � D��	�
dOKAZATELXSTWO� kLASS p�J�	 RAWEN � �N �� GDE � �N�� OPREDELEN POSLEDOWATELXNOS�

TQMI ��	 I ��	� eSLI �N � D��	� TO I �N� � D��	� SU�ESTWUET MODULX �M TAKOJ� �TO
�N� 
 �M � �S � S��	� iMEEM RAWENSTWO H���� �S	 � H���� �N�	 
H���� �M	� tAK KAK
GRUPPAH���� �N�	 CIKLI�ESKAQ� PORQDKA j�j� TO PRQMAQ SUMMAH���� �S	 �

P
H����Z	

SODERVIT �LEMENT PORQDKA j�j� A �TO MOVET BYTX TOLXKO W SLU�AE� KOGDA WSE SILOW�
SKIE PODGRUPPY GRUPPY � QWLQ�TSQ CIKLI�ESKIMI� iTAK� IZ �	 � �	� qSNO� �TO IZ
�	� �	� iMPLIKACIQ �	� �	 BUDET DOKAZANA W x��
pRIMER �� pUSTX � � KWATERNIONNAQ GRUPPA PORQDKA �� tOGDA� PO TEOREME ��

p�J�	 � H���	�S��	� NO p�J�	 NE QWLQETSQ OBRATIMYM PO TEOREME �� sLEDOWATELXNO�
H����	 �H���	 �� D��	� �TO OPROWERGAET ODNO POSPE�NOE UTWERVDENIE AWTORA�

sLEDU��AQ DELIKATNAQ TEOREMA POLNOSTX� OPISYWAET STABILXNO RACIONALXNYE

TORY WIDA R�
L�k�Gm	 W SLU�AE KOGDA L�k � RAS�IRENIE gALUA� �NDO � mIQTA ����

tEOREMA �� pUSTX � � KONE�NAQ GRUPPA� sLEDU��IE USLOWIQ �KWIWALENTNY
�	 � �� s� t �� tm � s�

n

� �� sts�� � tr � m � NE�ETNO� r� � ��modm	�
�	 p�J�	 � ��
�	 p�J�	 IMEET KONE�NYJ PORQDOK�
�	 GRUPPA � METACIKLI�NA I H����Z	 � �H����Z	� �
w RABOTE kOLXO�tELENA I sANS�KA ��� RASSMOTREN SLU�AJ �	 TEOREMY � PRI m �

pa� p � �� PROSTOE� pUSTX � �� s �� oNI POKAZALI� �TO USLOWIQ �	 � �	 �KWIWALENTNY
SLEDU��IM

�	 p�J��		 � ��
�	 p�J��		 IMEET KONE�NYJ PORQDOK� �
pRIMER �� pUSTX � � GRUPPA PORQDKA ��� POROVDENNAQ �LEMENTAMI t� s c USLO�

WIQMI t� � s� � �� sts�� � t�� tOGDA KLASS p�J��		 OBRATIM� NO IMEET BESKONE�NYJ
PORQDOK W GRUPPE D��	�S��	�
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rANG GRUPPY D��	�S��	 WY�ISLQL a�dRESS ���� KRU�ENIE W RQDE SLU�AEW ISSLE�
DOWALI �NDO I mIQTA� wOT ODIN IZ SLU�AEW�
pRIMER �� pUSTX � � KONE�NAQ R�GRUPPA� wY�ISLIM GRUPPU D��	�S��	� wYBE�

REM ��MODULX N IZ D��	� TOGDA SU�ESTWUET N � � D��	� TAKOJ� �TO N 
 N � � S��	�
tAK KAK � ESTX R�GRUPPA� TO Zp����� ESTX NERAZLOVIMYJ Zp����MODULX� GDE Zp �
KOLXCO CELYH R�ADI�ESKIH �ISEL� pOSKOLXKU DLQ MODULEJ NAD KOLXCOM Zp��� SPRA�
WEDLIWA TEOREMA kRULLQ��MIDTA� TO SU�ESTWUET S � S��	� TAKOJ� �TO Sp � Np�
GDE Ap � Zp � A DLQ ��MODULQ A� tAKIM OBRAZOM���MODULI S I N PRINADLE�
VAT ODNOMU RODU� nO TOGDA SU�ESTWUET PROEKTIWNYJ IDEAL P � Z���� TAKOJ� �TO
N
Z��� � S
P � tAKIM OBRAZOM� W KAVDOM KLASSE PODOBIQ ��MODULQ N� N � D��	�
IMEETSQ PROEKTIWNYJ ��MODULX� pO�TOMU GRUPPA D��	�S��	 KONE�NA� ONA QWLQETSQ
FAKTOROM PROEKTIWNOJ GRUPPY KLASSOW KOLXCA Z����

mEVDU TEOREMAMI � I � IMEETSQ NEBOLX�OJ ZAZOR� pUSTX �H��	 � H����	�H���	�
�H��	 � D��	� �NDO I mIQTA ��� DALI POLNYJ OTWET NA WOPROS� DLQ KAKIH KONE�NYH
GRUPP � IMEETSQ SOWPADENIE �H��	 � D��	� oNI ISPOLXZOWALI SLEDU��IE SOOBRAVE�
NIQ� bOLEE T�ATELXNOE ISSLEDOWANIE MODULQ �EWALLE J� POKAZYWAET� �TO POSLEDO�
WATELXNOSTX ��	 MOVNO WZQTX W WIDE

� � I� � I� � �Z���	n�� � I� � ��

n � j�j� tOGDA p�J�	 � �L��� L� � �I� � I�	�� oKAZYWAETSQ� p�J�	 LEVIT W
�H��	�S��	� dALEE� MOVNO S�ITATX � R�GRUPPOJ� POSKOLXKU IMEETSQ POLNYJ ANA�
LOG S DOKAZANNYM WY�E PREDLOVENIEM �H��	 � D��	 TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA
�H��p	 � D��p	 DLQ WSEH SILOWSKIH R�PODGRUPP GRUPPY �� gRUPPA Z�pZ�Z�pZ DLQ

R � � SRAZU ISKL��AETSQ� OSTALOSX RAZOBRATX ��GRUPPY�nAPOMNIM� �TO DI�DRALXNOJ
GRUPPOJ NAZYWAETSQ GRUPPA� POROVDENNAQ DWUMQ OBRAZU��IMI 	� � � S USLOWIQMI

	n � �� � �� �	� � 	���

pRI n � � POLU�AEM �ETWERNU� GRUPPU kLEJNA Z��Z � Z��Z� wYBEREM W KLASSE

p�J�	 KAKOJ�NIBUDX PREDSTAWITELX� NAPRIMER� ��MODULX J� �Z J��
tEOREMA �� sLEDU��IE USLOWIQ �KWIWALENTNY
�	 p�J� �Z J�	 � p�p�J�		 � D��	�
�	 �H��	 � D��	�
�	 KAVDAQ SILOWSKAQ PODGRUPPA �p GRUPPY� QWLQETSQ CIKLI�ESKOJ DLQ NE�ETNOGO

R� GRUPPA �� � CIKLI�ESKAQ ILI GRUPPA DI�DRA Dn� n � �m� �
pRIMER �� pUSTX F�k � SEPARABELXNOE RAS�IRENIE PROSTOJ STEPENI R� oKA�

ZYWAETSQ� HOTQ TOR T � R�
F�k�Gm	 NE WSEGDA RACIONALEN� NO SU�ESTWUET k�TOR

T � TAKOJ� �TO T �k T
� QWLQETSQ k�RACIONALXNYM MNOGOOBRAZIEM� PO�DRUGOMU� KLASS

p�T 	 QWLQETSQ OBRATIMYM� w SLU�AE� KOGDA F�k � NORMALXNO� MODULI I� I J� IZO�
MORFNY W SILU CIKLI�NOSTI RAS�IRENIQ F�k� PO�TOMU TOR T RACIONALEN NAD k�
iTAK� PUSTX RAS�IRENIE F�k NE NORMALXNO� L � NORMALXNAQ OBOLO�KA POLQ F W

ks� � � Gal �L�k	� �F  k	 � p� �L  F 	 � m� �m� p	 � �� gRUPPA � ESTX

PODGRUPPA SIMMETRI�ESKOJ GRUPPY STEPENI R� ONA DEJSTWUET NA KORNQH NEPRIWODI�
MOGO MNOGO�LENA STEPENI R� wYBEREM ��MODULX �N � p�T 	� sILOWSKAQ PODGRUPPA �p

GRUPPY � CIKLI�NA PORQDKA R� PO�TOMU �p�MODULX �N LEVIT W D��p	� ��MODULX �T
ESTX J��� � Z������Z� PODGRUPPA � IMEET NEPODWIVNU� TO�KU PRI DEJSTWII PERE�
STANOWKAMI NA ���� PO�TOMU �� MODULX Z����� IZOMORFEN PRQMOJ SUMME ��MODULEJ
�T 
 Z� oTS�DA SLEDUET� �TO ��MODULX �N LEVIT W D��	� l�BAQ SILOWSKAQ PODGRUPPA
�q� q �� p� SOPRQVENA S PODGRUPPOJ IZ �� PO�TOMU �q�MODULX �N PRINADLEVITD��q	�
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nO TOGDA I �N � D��	� dANNYJ REZULXTAT IMEET WAVNYE PRIMENENIQ W ARIFMETI�
KE ALGEBRAI�ESKIH GRUPP I W ARIFMETIKE �ISLOWYH POLEJ� wPERWYE EGO POLU�ILI
kOLXO�tELEN I kUNQWSKIJ NEZAWISIMO DRUG OT DRUGA� kLASS � �N � NE WSEGDA RAWEN
NUL�� pUSTX k � Q� F � POLE� POROVDENNOE KORNEM NEPRIWODIMOGO NAD Q MNOGO�
�LENA x� � a� a � Q� �F  Q	 � �� gRUPPA gALUA � �TOGO MNOGO�LENA OPISANA W

PRIMERE �� ONA QWLQETSQ POLUPRQMYM PROIZWEDENIEM � � � INWARIANTNOJ PODGRUP�
PY � �� t � PORQDKA � I CIKLI�ESKOJ PODGRUPPY � �� s � PORQDKA �� iMEEM
Hq���Z	 � Hq���Z	
Hq���Z	� DLQ q � � PO FORMULE lINDONA� mODULX �N IZ KLAS�
SA p�J���	 MOVNO WY�ISLITX IZ TO�NOJ POSLEDOWATELXNOSTI

� � �N� � Z���
	� Z������ Z� ��

GDE ���	 � �� t� Im��	 � I��� � nETRUDNO UWIDETX� �TO �N� � H���	� PO�TOMU IMEEM
WQLU� REZOLXWENTU ��MODULQ

� � J��� � Z���� �N � ��

eSLI � �N � � ���� TO SU�ESTWU�T PERMUTACIONNYE ��MODULI �S� I �S� TAKIE� �TO
�N 
 �S� � �S�� pOSKOLXKU �S�i

� �Si� TO �N 
 �S� � �N� 
 �S�� OTKUDA

Hq��� �N 	 � Hq��� �N�	� q � Z�
dWUMERNYE KOGOMOLOGII LEGKO WY�ISLQ�TSQ

H���� �N�	 � H���� I���	 � Z��Z�

H���� �N	 � H���� J���	 � H����Z	� �

rAWENSTWO H����Z	� � Z��Z OZNA�AET� �TO � DEJSTWUET TRIWIALXNO NA H����Z	� A
�TO NE TAK� pO�TOMU p�J��� �� ��

��
� tORY MALOJ RAZMERNOSTI� nARQDU S BIRACIONALXNOJ KLASSIFIKACIEJ AL�
GEBRAI�ESKIH TOROW� ISHODQ IZ STROENIQ IH POLEJ RAZLOVENIQ� SOWER�ENNO ESTEST�
WENNO IZU�ATX TORY PO WOZRASTANI� IH RAZMERNOSTI� pUSTX T � ALGEBRAI�ESKIJ TOR
RAZMERNOSTI n� OPREDELENNYJ NAD POLEM k� G � Gal �ks�k	� tOR T ODNOZNA�NO OPRE�
DELQETSQ G�MODULEM RACIONALXNYH HARAKTEROW �T ILI� PO�DRUGOMU� CELO�ISLENNYM
PREDSTAWLENIEM

h  G � GL �n�Z	 � Aut �G n
m	�

KOTOROE RASSMATRIWAETSQ S TO�NOSTX� DO �KWIWALENTNOSTI� gRUPPA h�G	 ESTX KO�
NE�NAQ PODGRUPPA W GL �n�Z	� MY EE NAZWALI GRUPPOJ RAZLOVENIQ TORA T � �TOBY
OPISATX WSE k�TORY DANNOJ RAZMERNOSTI n� SLEDUET SNA�ALA NAJTI WSE NEIZOMORFNYE
h�G	�MODULI RANGA n� zADA�A SWODITSQ� W PERWU� O�EREDX� K NAHOVDENI� W GRUPPE

GL �n�Z	 WSEH KONE�NYH PODGRUPP S TO�NOSTX� DO SOPRQVENNOSTI� pO TEOREME vOR�
DANA DLQ KAVDOGO n TAKIH PODGRUPP TOLXKO KONE�NOE �ISLO� kAK MY WIDELI W P������
KLASS STABILXNOJ �KWIWALENTNOSTI TORA T ZAWISIT TOLXKO OT GRUPPY RAZLOVENIQ

h�G	 � GL �n�Z	� NO NE OT EGO POLQ RAZLOVENIQ L�k�
pRIMER �� tORY RAZMERNOSTI �� gRUPPA GL ���Z	 � f����g� eDINI�NOJ

PODGRUPPE SOOTWETSTWUET TRIWIALXNYJ MODULX Z I TRIWIALXNYJ TOR Gm� gRUP�
PE GL ���Z	 SOOTWETSTWUET ODNOMERNYJ ��MODULX I�� � � Gal �L�k	� �L  k	 �
�� I� � J�� sOOTWETSTWU��IJ TOR IMEET WID

R
���
L�k�Gm	 � RL�k�Gm	�Gm�



�� w�e�wOSKRESENSKIJ

pRIMER �� tORY RAZMERNOSTI �� w GRUPPE GL ���Z	 c TO�NOSTX� DO SOPRQ�
VENNOSTI IME�TSQ DWE MAKSIMALXNYE KONE�NYE PODGRUPPY W�� W� PORQDKOW � I ��
SOOTWETSTWENNO� gRUPPA W� PORQDKA � QWLQETSQ GRUPPOJ WSEH SAMOSOWME�ENIJ KWAD�
RATA� ONA BIREGULQRNO DEJSTWUET NA Gm�Gm I PRI WLOVENIIGm�Gm � P��P� EE

DEJSTWIE PRODOLVAETSQ DO BIREGULQRNOGO DEJSTWIQ NA P��P�� pUSTX T � DWUMERNYJ
k�TOR I GRUPPA RAZLOVENIQ h�G	 LEVIT W W�� tOGDA T ESTX FAKTOR �G �

m�ks	�G� GDE
G DEJSTWUET NA PERWOM MNOVITELE POSREDSTWOM PREDSTAWLENIQ h� A NA ks KAK GRUPPA
gALUA� iZ �KWIWARIANTNOSTI WLOVENIQ G �

m � �P�	� SLEDUET� �TO T ESTX OTKRY�
TAQ �ASTX k�MNOGOOBRAZIQ ��P�	��k ks	�G� KOTOROE QWLQETSQ k�FORMOJ MNOGOOBRAZIQ
P� � P�� nO WSE TAKIE k�FORMY RACIONALXNY� ESLI IME�T RACIONALXNU� k�TO�KU�

pUSTX TEPERX h�G	 LEVIT W W�� gRUPPA W� ESTX GRUPPA WSEH SAMOSOWME�ENIJ

PRAWILXNOGO �ESTIUGOLXNIKA� gRUPPA W� REGULQRNO DEJSTWUET NA G �
m I BIRACIO�

NALXNO NA A� ILI P�� w ODNORODNYH KOORDINATAH �x  y  z	 PLOSKOSTI P� DEJSTWIE

GRUPPY W� �� 	� �� � � MOVET BYTX ZADANO SLEDU��IM OBRAZOM 	 CIKLI�ESKI PE�
RESTAWLQET KOORDINATY �x  y  z	� � �a� b	 � �a��� b��	� GDE a � xz��� b � yz��� �
QWLQETSQ TRANSPOZICIEJ �x  y  z	 � �x  z  y	� wYBEREM SLEDU��IE RACIONALXNYE

FUNKCII NA P�

u �
y � z

x� y
� v � au �

x�y � z	

z�x� y	
�

pOLQ k�u� v	 I k�a� b	 IZOMORFNY� I PRQMOJ PODS�ET POKAZYWAET� �TO W BAZISE �u� v	
GRUPPA W� DEJSTWUET PO PRAWILU

	�u� v	 �
��u��

u
��v��

v

	
�

� �u� v	 � �v� u	�

��u� v	 �


� u
u�� �� v

v��

�
�

tAKIM OBRAZOM� GRUPPA W� SOPRQVENA W GRUPPE BIRACIONALXNYH k�PREOBRAZOWANIJ
PLOSKOSTI PODGRUPPE GRUPPY Aut k�P��P�	� pO�TOMU� KAK I W PREDYDU�EM SLU�AE�
SOOTWETSTWU��IJ TOR BIRACIONALXNO �KWIWALENTEN NAD POLEM k FORME MNOGOOBRA�
ZIQ P� � P� I� SLEDOWATELXNO� RACIONALEN NAD k� iTAK� WSE TORY RAZMERNOSTI �
RACIONALXNY NAD POLEM OPREDELENIQ�

����� tORY S BIKWADRATI�NYM POLEM RAZLOVENIQ� w P����� MY WIDELI� �TO
W SLU�AE� KOGDA WSE SILOWSKIE PODGRUPPY GRUPPY � � Gal �L�k	 QWLQ�TSQ CIKLI�ES�
KIMI� POLUGRUPPA KLASSOW Z�L�k	 ESTX GRUPPA� pROSTEJ�IM PRIMEROM� KOGDA �TO
NE TAK� SLUVIT GRUPPA � � Z��Z � Z��Z� T�E� �TO TORY S BIKWADRATI�NYM POLEM

RAZLOVENIQ� �TOT SLU�AJ ISSLEDOWAL b�kUNQWSKIJ ���� IM POLU�ENY WESXMA TO�NYE

REZULXTATY�oKAZALOSX� �TO POLUGRUPPA Z�L�k	 IMEET ODNU OBRAZU��U� I IZOMORF�
NA POLUGRUPPE Z� CELYH NEOTRICATELXNYH �ISEL PO SLOVENI�� oBRAZU��IM �LE�
MENTOM SLUVIT KLASS TREHMERNOGO TORA R�

L�k�Gm	� sWERH TOGO�kUNQWSKIJ POLU�AET

POLNU� KLASSIFIKACI� TOROW KATEGORII s �L�k	 S TO�NOSTX� DO BIRACIONALXNOJ �K�
WIWALENTNOSTI� oKAZYWAETSQ� WSQKIJ TOR T � C�L�k	� BIRACIONALXNO �KWIWALENTEN
PRQMOMU PROIZWEDENI�

T � R�
L�k�Gm	n �k G

d
m�k�

tORY R�
L�k�Gm	

n�kG
d
m�k I R

�
L�k�Gm	m�kG

r
m�k BIRACIONALXNO �KWIWALENTNY TOGDA

I TOLXKO TOGDA� KOGDA n � m� d � r� dALEE� WSQKIJ STABILXNO RACIONALXNYJ TOR
T � C�L�k	 QWLQETSQ RACIONALXNYM I DLQ WSQKOGO TORA T � C�L�k	 SU�ESTWUET
PERMUTACIONNAQ REZOLXWENTA

� � �T � S � S� � S� � ��
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GDE S� S�� S� � S��	�
dOKAZATELXSTWO WSEH �TIH FAKTOW OPIRAETSQ NA ODNO S�ASTLIWOE OBSTOQTELXSTWO�

hOTQ WSE NERAZLOVIMYE CELO�ISLENNYE PREDSTAWLENIQ �ETWERNOJ GRUPPY � I OPISA�
NY l�nAZAROWOJ ���� NO IH BESKONE�NOE MNOVESTWO I OTYSKATX PUTEWODITELX UDALOSX�
WYBIRAQ� WO�PERWYH� W KLASSE STABILXNOJ �KWIWALENTNOSTI ANIZOTROPNYJ TOR T � A ZA�
TEM� RASSMATRIWAQ ��MODULX KAK ��MODULX� GDE � � Z�����s	� s �

P
g� g � �� kOLXCO

� QWLQETSQ TAK NAZYWAEMYM KUBI�ESKIM Z�KOLXCOM� ONO IMEET TOLXKO KONE�NOE �ISLO
NERAZLOVIMYH PREDSTAWLENIJ� IH OKAZALOSX �� DWA IZ NIH IME�T STEPENX �� OSTALX�
NYE MENX�U� STEPENX� sREDI TREHMERNYH ESTESTWENNO I� I J�� p�J�	 �� �� p�I�	 � ��
�TO POKAZYWAET CIKLI�NOSTX POLUGRUPPY Z�L�k	� oSTALXNYE FAKTY SLEDU�T IZ

ODNOZNA�NOSTI RAZLOVENIQ ��MODULEJ W SUMMU NERAZLOVIMYH� oTMETIM� �TO PRIWE�
DENNYE REZULXTATY NE RASPROSTRANQ�TSQ NA SLU�AJ GRUPP Z�pZ� Z�pZ� p � ��

����� pOLUGRUPPA Z�L�k	 W OB�EM SLU�AE� wOPROS O �ISLE OBRAZU��IH POLU�
GRUPPY Z�L�k	 � H����	�S��	 c KA�ESTWENNOJ TO�KI ZRENIQ RE�IL a�l��ISTOW
���� iM DOKAZANY SLEDU��IE TEOREMY� POZWOLQ��IE PROWODITX �FFEKTIWNYE WY�IS�
LENIQ�
tEOREMA �� sLEDU��IE USLOWIQ �KWIWALENTNY
�	 POLUGRUPPA Z�L�k	 IMEET KONE�NOE �ISLO OBRAZU��IH�
�	 POLUGRUPPA Hq��	 IMEET KONE�NOE �ISLO OBRAZU��IH DLQ FIKSIROWANNOGO q�
�	 SU�ESTWUET LI�X KONE�NOE �ISLO KLASSOW NERAZLOVIMYH ��MODULEJ� PRINAD�

LEVA�IH Hq��	� �
tEOREMA �� pOLUGRUPPA Hq��	 IMEET KONE�NOE �ISLO OBRAZU��IH W TOM I TOLX�

KO TOM SLU�AE� ESLI DLQ L�BOJ SILOWSKOJ PODGRUPPY �p POLUGRUPPA H
q��p	 IMEET

KONE�NOE �ISLO OBRAZU��IH� �
dALEE� POKAZYWAETSQ� ESLI ��� ��� � DWE PODGRUPPY W � I �� � NORMALXNYJ DE�

LITELX GRUPPY ��� TO� ESLI Hq������	 NE IMEET KONE�NOGO �ISLA OBRAZU��IH� TO I
Hq��	 NE IMEET KONE�NOGO �ISLA OBRAZU��IH� dLQ GRUPPY � � Z�pZ�Z�pZ� p � ��
�ISTOW STROIT BESKONE�NOE SEMEJSTWO POPARNO NEIZOMORFNYH NERAZLOVIMYH MODU�
LEJ� LEVA�IH W �H���	� �TO PRIWODIT K SLEDU��EMU REZULXTATU�
tEOREMA �� pUSTX � ESTX R�GRUPPA� R � �� � � Gal �L�k	� tOGDA Z�L�k	 IMEET

KONE�NOE �ISLO OBRAZU��IH TOLXKO W SLU�AE� KOGDA � � CIKLI�ESKAQ GRUPPA� �
dLQ ��GRUPP � POKAZYWAETSQ� �TO Z�L�k	 NE QWLQETSQ KONE�NOPOROVDENNOJ� ESLI

MINIMALXNOE �ISLO OBRAZU��IH GRUPPY � BOLX�E DWUH� dLQ � � Z��Z � Z��Z
TAKVE Z�L�k	 NE IMEET KONE�NOGO �ISLA OBRAZU��IH� dALEE� ESLI PORQDOK GRUPPY
� RAWEN �n� n � � I � NE IZOMORFNA CIKLI�ESKOJ GRUPPE� GRUPPE DI�DRA Dn PORQDKA

�n� OBOB�ENNOJ GRUPPE KWATERNIONOW Hn PORQDKA �
n� ILI GRUPPE Qn S OBRAZU��IMI

	� � � SWQZANNYMI SOOTNO�ENIQMI 	�
n��

� �� � �� �	 � 	m�� m � �n�� � �� TO
POLUGRUPPA Z�L�k	 NE QWLQETSQ KONE�NOPOROVDENNOJ�

dLQ ��GRUPP NE RAZOBRANNYMI OSTALISX SLU�AI� KOGDA � ESTX ODNA IZ GRUPP

Dn� Hn� Qn� n � �� dLQ n � �� Q� � Z��Z � Z��Z� �TOT SLU�AJ RASSMOTREN
WY�E� eSLI � � D�� TO Z�L�k	 � Z��� � ESLI � � H�� TO Z�L�k	 � Z��

�NDO I mIQTA DALI POLNYJ OTWET NA WOPROS� W KAKIH SLU�AQH POLUGRUPPA Z�L�k	
QWLQETSQ GRUPPOJ�
tEOREMA �� sLEDU��IE USLOWIQ �KWIWALENTNY
�	 Z�L�k	 � KONE�NAQ GRUPPA�
�	 � ESTX LIBO A	 CIKLI�ESKAQ GRUPPA� B	 DI�DRALXNAQ GRUPPA PORQDKA �m� m �

NE�ETNO� W	 PRQMOE PROIZWEDENIE CIKLI�ESKOJ GRUPPY PORQDKA qf � GDE q � NE�ETNOE
PROSTOE� f � � I GRUPPY DI�DRA PORQDKA �m� m � NE�ETNO� GDE WSQKIJ PROSTOJ

DELITELX �ISLA m ESTX PRIMITIWNYJ qf���q � �	�J KORENX IZ EDINICY PO MODUL�
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qf � G	 OBOB�ENNAQ GRUPPA KWATERNIONOW PoRQDKA �m� m � NE�ETNO I WSQKIJ PROSTOJ
DELITELX �ISLA m SRAWNIM S � PO MODUL� �� �

x�� tory s cikli�eskim polem razloveniq

���� rAZWIN�IWANIE TORA RL�k�Gm	� pUSTX � � CIKLI�ESKAQ GRUPPA PORQDKA
n S OBRAZU��IM �LEMENTOM 	� � � Gal �L�k	� gRUPPOWOE KOLXCO � � Z��� � Z�	�
IZOMORFNO FAKTOR�KOLXCU Z�x���xn��	� pUSTX f I g DWA NORMIROWANNYH MNOGO�LENA
IZ KOLXCA Z�x�� UDOWLETWORQ��IH USLOWI� f�x	g�x	 � xn��� eSLI � L�BOJ��MODULX�
TO� ISHODQ IZ DANNOGO RAZLOVENIQ� MOVNO POSTROITX DWA ��MODULQ

Af � A�f�		A� Af � fa � A j f�		a � �g�
w �ASTNOSTI� ��MODULX �f � Z��� � Z�	���f�			 QWLQETSQ KOLXCOM I Af I A

f MOVNO

RASSMATRIWATX KAK �f �MODULI� PRI�EM

Af
� �f �� A� Af � Hom���f � A	�

qSNO� �TO g�		A � Af I SU�ESTWUET �f �GOMOMORFIZM �  Af � Af � OPREDELQEMYJ
RAWENSTWOM ���a	 � g�		a� !a � �a� eSLI A � PROEKTIWNYJ ��MODULX KONE�NOGO RANGA�
TO GOMOMORFIZM � QWLQETSQ IZOMORFIZMOM� �TO SLEDUET IZ IZOMORFIZMA �  �f � �f �

dLQ KAVDOGO NORMIROWANNOGO MNOGO�LENA f � Z�x�� DELQ�EGO xn � �� PUSTX R�f	
OBOZNA�AET TOR IZ C�L�k	 S ��MODULEM RACIONALXNYH HARAKTEROW Z�	���f�			� qSNO�
�TO R�xn � �	 � RL�k�Gm	� pUSTX "d � KRUGOWOJ POLINOM� djn� IMEEM RAZLOVENIE

xn � � �
Y
djn

"d�x	� ��	

kOLXCO Z�	���"d�			 IZOMORFNO KOLXCU CELYH �LEMENTOW Z��d� KRUGOWOGO POLQQ��d	�

�d � PRIMITIWNYJ KORENX STEPENI d IZ EDINICY� dR�"d	 � Z��d�� sOOTNO�ENIE ��	
OPREDELQET WAVNOE RAZLOVENIE�
tEOREMA� sU�ESTWUET BIRACIONALXNYJ IZOMORFIZM MNOGOOBRAZIJ

RL�k�Gm	 �
Y
djn

R�"d	�

kONSTRUKCIQ DANNOGO IZOMORFIZMA PREDSTAWLQET SAMOSTOQTELXNYJ INTERES� ONA
BUDET ISPOLXZOWANA W DALXNEJ�EM� PO�TOMU POSTARAEMSQ OB�QSNITX SHEMU POSTROE�
NIQ� pOLOVIM hd�x	 � xd��� djn� TOGDA ��MODULX bR�hd	 � Z�	���	d��	 � Z������ �
S��	� �� � �� ��  ��� � d� pUSTX f � Z�x� TAKOJ� �TO fhdjhn� tOGDA IMEEM TO�NU�

POSLEDOWATELXNOSTX ��MODULEJ

� � Z�	���f�			
��� Z�	���f�		hd�			

��� Z�	���hd�			� ��

GDE �
��	 � hd�		�mod fhd	� ����	 � �� OTKUDA TO�NAQ POSLEDOWATELXNOSTX k�TOROW

� � R�hd	
�� R�fhd	

�� R�f	� ��

pOSKOLXKU bR�hd	 � S��	� TO MORFIZM 
 IMEET RACIONALXNOE SE�ENIE NAD POLEM k�
TAKIM OBRAZOM� IMEEM BIRACIONALXNYJ IZOMORFIZM

R�fhd	 � R�f	 �k R�hd	 � R�f	 �k G
d
m� ��	
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bIRACIONALXNYJ IZOMORFIZM ��	 POZWOLQET PROWESTI INDUKTIWNOE RASSUVDENIE� pUSTX
n � p��� � � �p�ss � mOVNO PREDPOLOVITX� �TO TEOREMA WERNA DLQ STEPENEJ �L  k	 � n�
wOZXMEM g�x	 � "n�x	�xn�p� � �	� qSNO� �TO g�x	j�xn � �	� iZ ��	 IMEEM

R�g	 � R�"n	�k R�x
n�p� � �	� ��	

eSLI s � �� TO g�x	 � xn � � I MY POLU�AEM BIRACIONALXNYJ IZOMORFIZM

R�xn � �	 � RL�k�Gm	 � R�"n	 �k

Y
djn�d��n

R�"d	 �
Y
djn

R�"d	�

eSLI s � �� TO g�x	 � u�x	�xn�p�p� � �	� OTKUDA

R�g	 � R�u	 �k

Y
djn��

R�"d	� n�� � n�p�p�� ��	

iZ KONSTRUKCII SLEDUET� �TO v�x	 � u�x	�xn�p� � �	j�xn � �	� OTKUDA

R�v	 � R�u	�k R�x
n�p� � �	� ��	

eSLI s � �� TO v�x	 � xn � � I MY IMEEM IZ ����	

R�v	 � RL�k�Gm	 � R�g	 �k

Y
djn��d��n��

R�"d	�

iZ ��	 TOGDA SLEDUET� �TO

RL�k�Gm	 �
Y
djn

R�"d	�

eSLI s � �� TO v�x	 � v��x	�x
n

p�p� � �	 I T�D� �
sLEDSTWIE� tOR R�"n	 STABILXNO RACIONALEN NAD k DLQ L�BOGO n�
w SAMOM DELE� WOZXMEM KLASS pIKARA OT OBEIH �ASTEJ UTWERVDENIQ TEOREMY� pO�

SKOLXKU TOR RL�k�Gm	 RACIONALEN NAD k� TO IMEEM RAWENSTWOX
djn

p�R�"d		 � ��

pO INDUKTIWNOMU PREDPOLOVENI� MOVNO S�ITATX� �TO p�R�"d		 � � DLQ WSEH d � n�
TOGDA p�"n	 � �� �

tAKIM OBRAZOM� NAD POLEM ALGEBRAI�ESKIH �ISEL k IMEETSQ BESKONE�NOE MNOVEST�
WO STABILXNO RACIONALXNYH TOROW DOSTATO�NO PROSTOJ KONSTRUKCII� wOPROS O RACIO�
NALXNOSTI �TIH TOROW� KAK MY UWIDIM DALX�E� QWLQETSQ WESXMA PRINCIPIALXNYM� NO
K SOVALENI�� OTWET POLU�EN POKA W O�ENX �ASTNYH SLU�AQH� mOVNO ZADA�U NEMNOGO
UPROSTITX� pUSTX n � p��� � � �p�ss � KANONI�ESKOE RAZLOVENIE �ISLA n� n� � p� � � �ps
� SWOBODNAQ OT KWADRATOW �ASTX �ISLA n� �� � PODGRUPPA PORQDKA n� GRUPPY �� L�
� PODPOLE ��� INWARIANTOW POLQ L� fORMULA "n�x	 � "n��y	� y � xn�n�� POKAZYWA�
ET� �TO R�"n	 � RL��k�R�"n�		� oTS�DA SLEDUET� �TO RACIONALXNOSTX TOROW WIDA
R�"n	 BUDET DOKAZANA� ESLI �TO BUDET SDELANO DLQ �ISEL n� SWOBODNYH OT KWADRATOW�
k NASTOQ�EMU WREMENI OTWET IZWESTEN TOLXKO DLQ n � p�� n � p�q� �

���� oBRATIMOSTX KLASSA pIKARA� w x� NEODNOKRATNO ISPOLXZOWALSQ FAKT OB�
RATIMOSTI KLASSA p� �T 	 DLQ MODULEJ �T � C��	� GDE � � CIKLI�ESKAQ GRUPPA� �TO
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DEJSTWITELXNO FUNDAMENTALXNYJ FAKT� SLEDSTWIEM KOTOROGO� KAK BUDET POKAZANO

DALX�E� QWLQ�TSQ PREWOSHODNYE ALGEBRAIKO�ARIFMETI�ESKIE SWOJSTWA CIKLI�ESKIH
RAS�IRENIJ� oBRATIMOSTX KLASSA p� �T 	 WYTEKAET IZ SLEDU��IH SOOBRAVENIJ� pUSTX
SNA�ALA � QWLQETSQ CIKLI�ESKOJ R�GRUPPOJ I N � H���	� rASSMOTRIM TO�NU� PO�
SLEDOWATELXNOSTX ��MODULEJ

� � N � � N � N�� �� ��	

GDE n � ��� � p�� N � � N�n � N� � "n�		N I N� MOVNO RASSMATRIWATX KAK �����
MODULX� GDE �� � PODGRUPPA PORQDKA R W GRUPPE �� pOSKOLXKU N � � �H���	 � H���	�
TO N� � H������	� pO INDUKCII MOVNO S�ITATX� �TO N� � D�����	 � D��	� tOGDA
POSLEDOWATELXNOSTX k�TOROW� DWOJSTWENNAQ POSLEDOWATELXNOSTI ��	� OBLADAET RACIO�
NALXNYM k�SE�ENIEM� OTKUDA SLEDUET RAWENSTWO p�N 	 � p�N �	�p�N�	� dALEE� N � ESTX

Z��n��MODULX BEZ KRU�ENIQ� SLEDOWATELXNO N � � PROEKTIWNYJ Z��n��MODULX� pO�TOMU
SU�ESTWUET Z��n��MODULX M TAKOJ� �TO N � 
M QWLQETSQ SWOBODNYM Z��n��MODULEM�
tOGDA p�N �	 � p�M 	 � �� OTKUDA p�N 	 � D��	�S��	� iMEEM WQLU� REZOLXWENTU

� � N � S � D � ��

GDE S � S��	� �D� � p�N 	� KOTORAQ RAS�EPLQETSQ� IBO

Ext��D�N 	 � H����Hom �D�N 		 � ��

tAKIM OBRAZOM� H���	 � D��	 DLQ CIKLI�ESKIH R�GRUPP�
eSLI � � PROIZWOLXNAQ CIKLI�ESKAQ GRUPPA I ��MODULX N LEVIT W H���	� RAS�

SMOTRIM WQLU� REZOLXWENTU

� � N � S �M � ��

pOSKOLXKU M � H����	 � H���	� TO DLQ WSQKOJ SILOWSKOJ PODGRUPPY �p MODULX

M � RASSMATRIWAEMYJ KAK �p�MODULX� LEVIT W D��p	� tOGDA GRUPPA Ext��M�N 	 �
H����Hom �M�N 		 OBRA�AETSQ W NULX� POSKOLXKU �TO WERNO DLQ WSEH SILOWSKIH POD�
GRUPP �p GRUPPY �� sLEDOWATELXNO�M
N � S I H���	 � D��	� wPERWYE �TOT FAKT
USTANOWILI �NDO I mIQTA ����

���� uMNOVENIE �ISTOWA� gRUPPA � � CIKLI�ESKAQ S OBRAZU��IM �LEMENTOM

	� � � Gal �L�k	� pOSKOLXKU GRUPPA � KOMMUTATIWNA� TO WSQKIJ LEWYJ ��MODULX A
MOVNO S�ITATX I PRAWYM� POLAGAQ PO OPREDELENI� 	a � a	� a � A� tOGDA OPREDELENO
TENZORNOE PROIZWEDENIE A��B DLQ L�BYH ��MODULEJ A I B� sNABDIM PROIZWEDENIE
A�� B STROENIEM ��MODULQ PO PRAWILU

	�a � b	 � 	a� b � a	 � b � a� 	b�

�ISTOW ��� OPREDELQET NA KATEGORII C��	 NOWOE UMNOVENIE SLEDU��IM OBRAZOM�
a	 eSLI ODIN IZ MODULEJ �T� ILI �T� LEVIT W D��	� TO POLAGAEM

�T� � �T� � � �T� ��
�T�	�t� �T� ��

�T�	�

GDE t�A	 � PODMODULX KRU�ENIQ MODULQ A�
B	 pUSTX �T�� �T� � PROIZWOLXNYE MODULI IZ C��	 I

� � �T� � �S�
p�� �N� � ��

� � �T� � �S�
p�� �N� � �



bIRACIONALXNAQ GEOMETRIQ I ARIFMETIKA LINEJNYH ALGEBRAI�ESKIH GRUPP	 I ��

IH WQLYE REZOLXWENTY� Ni � D��	� iMEEM �PIMORFIZM

�p�� �T�	  �T� � �S� � �T� � �N��

INDUCIROWANNYJ PROEKCIEJ p��pOLOVIM �T�� �T� � Ker ��p�� �T�		� dIAGRAMNYMPOISKOM
PROWERQETSQ� �TO PROIZWEDENIE �T� � �T� NE ZAWISIT OT WYBORA WQLYH REZOLXWENT� A W
SLU�AE� KOGDA �T� � D��	� OPREDELENIE PUNKTA B	 SOWPADAET S DANNYM W A	� iME�TSQ
KANONI�ESKIE IZOMORFIZMY �T� � �T� � �T� � �T�� �T� � � �T� � �T�	 � � �T� � �T�	 � �T�� zAMETIM
TAKVE� �TO �T � Z��� � �T � pUSTX T� I T� � ALGEBRAI�ESKIE TORY KATEGORII C�L�k	�
DUALXNYE MODULQM �T� I �T�� oPREDELIM T� � T� � C�L�k	 KAK TOR� DWOJSTWENNYJ ��
MODUL� �T� � �T�� dLQ PROIZWOLXNOGO TORA T � C�L�k	 I NORMIROWANNOGO MNOGO�LENA

f � Z�x�� f�x	jxn � � POLOVIM T �f	 � T � R�f	� zAMETIM� �TO ��MODULX dT �"d	
MOVNO RASSMATRIWATX I KAK Z��d��MODULX I� POSKOLXKU ON NE IMEET KRU�ENIQ� TOdT �"d	 QWLQETSQ PROEKTIWNYM Z��d��MODULEM� djn�sLEDU��AQ WAVNAQ LEMMA QWLQETSQ
OBOB�ENIEM SOOTNO�ENIQ ��	 IZ P�����
lEMMA� pUSTX f � NORMIROWANNYJ MNOGO�LEN IZ Z�x� TAKOJ� �TO fhd j hn� tOGDA

DLQ L�BOGO TORA T � C�L�k	 IMEEM BIRACIONALXNYJ IZOMORFIZM MNOGOOBRAZIJ

T �fhd	 � T �f	 �k T �hd	� �
tEPERX TEMI VE RASSUVDENIQMI� KAK I W P����� MOVNO RAZWINTITX L�BOJ TOR

T � C�L�k	� zAMETIM� �TO T �xn � �	 � T � sLEDU��AQ ZAME�ATELXNAQ TEOREMA PRI�
NADLEVIT �ISTOWU ����
tEOREMA �� pUSTX L�k � CIKLI�ESKOE RAS�IRENIE STEPENI n� wSQKIJ TOR T �

C�L�k	 BIRACIONALXNO �KWIWALENTEN NAD POLEM k PROIZWEDENI� TOROW

T �
Y
djn

T �"d	�

dLQ KAVDOGO djn MODULX HARAKTEROW dT �"d	 QWLQETSQ PROEKTIWNYM Z��d��MODULEM�
tOR T STABILXNO RACIONALEN NAD k TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA DLQ L�BOGO djn
MODULX dT �"d	 QWLQETSQ Z��d��SWOBODNYM� �

w KA�ESTWE SLEDSTWIQ MY POLU�AEM RACIONALXNOSTX WSQKOGO STABILXNO RACIO�
NALXNOGO TORA W SLU�AE� KOGDA � � CIKLI�ESKAQ R�GRUPPA� w �TOM SLU�AE TEOREMA

SWODIT PROWERKU K TORAM T �"d	� DLQ KOTORYH dT �"d	 � Z��d�� DALXNEJ�AQ REDUKCIQ
SWODIT ZADA�U K MODUL� Z��p�� DLQ KOTOROGO TOR R�"p	 RACIONALEN� e�E DWA SLEDST�
WIQ�
tEOREMA �� pUSTX L�k � CIKLI�ESKOE RAS�IRENIE� tOGDA GRUPPA Z�L�k	 QWLQET�

SQ KONE�NOJ GRUPPOJ� IZOMORFNOJ PRQMOMU PROIZWEDENI� PO WSEM djn GRUPP KLASSOW
IDEALOW KOLEC Z��d�� �
tEOREMA �� pUSTX W USLOWIQH TEOREMY � ��MODULX �T PROEKTIWEN� tOGDA SLEDU�

��IE USLOWIQ �KWIWALENTNY
�	 p� �T 	 � ��

�	 dT �"d	 � SWOBODNYJ Z��d��MODULX DLQ WSQKOGO djn�
�	 TOR T RACIONALEN NAD POLEM k�
pO�EMU IZ PROEKTIWNOSTI �T I STABILXNOJ RACIONALXNOSTI TORA T cLEDUET k�

RACIONALXNOSTX� oTWET TAKOW� wSQKIJ PROEKTIWNYJ ��MODULX ESTX PRQMAQ SUMMA
SWOBODNOGO ��MODULQ �T� I PROEKTIWNOGO IDEALA �T� � Z���� tOR T� QWLQETSQ k�
RACIONALXNYM� A Z�RANG MODULQ T� RAWEN n� pO�TOMU

T� �
Y
djn

T��"d	 �
Y
djn

R�"d	 � RL�k�Gm	� �
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w ZAKL��ENIE UKAVEM E�E DWA SLU�AQ� W KOTORYH MY UMEEM SOS�ITATX WSE DO

KONCA�
tEOREMA �� pUSTX T � k�TOR� RAZLOVIMYJ NAD CIKLI�ESKIM RAS�IRENIEM L

STEPENI p POLQ k� PRI�EM POLE DELENIQ KRUGA NA p �ASTEJ ODNOKLASSNO� tOGDA T
RACIONALEN NAD k�

dOKAZATELXSTWO� pUSTX � � Gal �L�k	 � CIKLI�ESKAQ GRUPPA PORQDKA R� w USLO�
WIQH TEOREMY SU�ESTWUET TOLXKO TRI NERAZLOVIMYH ��MODULQ �T 

Z� Z��� I I � Ker �Z���� Z��

sOOTWETSTWU��IE TORY T k�RACIONALXNY� �
tEOREMA �� wSE TORY� RAS�EPLQ��IESQ NAD CIKLI�ESKIM RAS�IRENIEM STEPENI

�� QWLQ�TSQ RACIONALXNYMI NAD POLEM OPREDELENIQ�
dOKAZATELXSTWO� pUSTX � � CIKLI�ESKAQ GRUPPA PORQDKA �� iZWESTNY �rOJTER

���	 WSE NERAZLOVIMYE CELO�ISLENNYE PREDSTAWLQNIQ GRUPPY �� IH DEWQTX� wOT IH
POLNYJ SPISOK �UKAZANY OBRAZY OBRAZU��EGO �LEMENTA GRUPPY �	

��	� ���	�
�

� �
� �

�
�

�
� ��
� �

�
�

� � � �
� � ��
� � �

�A �

� � �� �
� � �
� � ��

�A �

�BB
� � � �
� � �� �
� � � �
� � � ��

�CCA �

�BB
� � � �
� � �� �
� � � �
� � � ��

�CCA �

�BB
� � � �
� � �� �
� � � �
� � � ��

�CCA �

tAK KAK TORY RAZMERNOSTI � I � k�RACIONALXNY� TO DOSTATO�NO PROWERITX RA�
CIONALXNOSTX DLQ TOROW RAZMERNOSTI � I �� OPREDELQEMYH DANNYMI CELO�ISLENNYMI
PREDSTAWLENIQMI�

pUSTX M� � ��MODULX� SOOTWETSTWU��IJ ODNOMU IZ PREDSTAWLENIJ ��J STEPENI�
tOGDA QSNO� �TO SU�ESTWUET TO�NAQ POSLEDOWATELXNOSTX ��MODULEJ

� �M �M� � Z� ��

GDEM ESTX PODMODULX Z�RANGA �� �TA POSLEDOWATELXNOSTX OPREDELQET TO�NU� POSLE�
DOWATELXNOSTX TOROW NAD POLEM OPREDELENIQ k

� � Gm�k � T�
�� T � ��

tAK KAK � OBLADAET RACIONALXNYM k�SE�ENIEM� TO

T� � Gm �k T�

zADA�A SWODITSQ K DOKAZATELXSTWU RACIONALXNOSTI TOROW RAZMERNOSTI �� pUSTX M�

� MODULX PREDSTAWLENIQ

	�
� � � �

� � ��
� � �

�A � � � �		� 	� � ��
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w �TOM SLU�AE SNOWA SU�ESTWUET TO�NAQ POSLEDOWATELXNOSTX ��MODULEJ

� �M� �M� � Z� ��

tOR T�� SOOTWETSTWU��IJ ��MODUL� M�� BIRACIONALXNO �KWIWALENTEN NAD k PRQMO�
MU PROIZWEDENI� TOROW RAZMERNOSTI � I � I� SLEDOWATELXNO� k�RACIONALEN� nAKONEC�
ESLI N� � MODULX PREDSTAWLENIQ

	�
� � �� �

� � �
� � ��

�A �

TO N�
� I ESTX QDRO AUGMENTACII� sOOTWETSTWU��IJ TOR k�RACIONALEN� �

x�� stabilxnaq racionalxnostx mnogoobrazij

���� sTABILXNO RACIONALXNYE TORY KAK MNOGOOBRAZIQ ORBIT� pUSTX T
TOR KATEGORII C�L�k	� � � Gal �L�k	� �L  k	 ��� iMEEM WQLU� REZOLXWENTU

� � �T � �S � �N � �

��MODULQ �T I DUALXNU� EJ TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX L�k�TOROW

� � N
�� S

�� T � �� ��	

rASSMOTRIM GRUPPU �S W MULXTIPLIKATIWNOJ ZAPISI� TOGDA ALGEBRA L�S� REGULQR�
NYH FUNKCIJ NA TORE SL IZOMORFNA GRUPPOWOMU KOLXCUL� �S� I �TO ESTX��IZOMORFIZM�
pOSKOLXKU MODULX �S QWLQETSQ PERMUTACIONNYM� TO WYBEREM W �S BAZIS x�� ��� xn� SO�
STOQ�IJ IZ HARAKTEROW� NA KOTORYH GRUPPA � DEJSTWUET PERESTANOWKAMI� iMEEM
�KWIWARIANTNOE WLOVENIE

L�x�� ��� xn�� L�x�� ��� xn� x
��
� � ��� x��n � � L�S��

KOTOROE PRI PEREHODE K ��INWARIANTAM OPREDELQET OTKRYTOE k�WLOVENIE TORA S W

An
k S ESTESTWENNYM DEJSTWIEM TORA S NA An

k � zDESX ISPOLXZUETSQ TOT FAKT� �TO
KOLXCO INWARIANTOW L�x�� ��� xn�� ESTX SNOWA KOLXCO MNOGO�LENOW k�An�� �PRIMER 

GL�I�	 oPI�EM �TOT SPUSK BOLEE T�ATELXNO� pUSTX GRUPPA � DEJSTWUET TRANZITIW�
NO NA BAZISE x�� ��� xn� ��STABILIZATOR �LEMENTA x�� tOGDA ��MODULX �S IZOMORFEN

��MODUL� Z����� � Z��� �� Z� NATQNUTOMU NA SMEVNYE KLASSY GRUPPY � OTNOSI�
TELXNO �� pRIMERY �� I �
 GLAWY I POKAZYWA�T� �TO S � RF�k�Gm	� F � L�� I
DEJSTWIE GRUPPY S NA An

k � n � �F  k	� ESTX OBY�NOE DEJSTWIE GRUPPY RF�k�Gm	
NA RF�k�A

�	� OPREDELENNOE WLOVENIEM Gm � A�� gRUPPA k�TO�EK S�k	 IMEET WID

S�k	 � RF�k�Gm	�k	 � F �� I �TO POZWOLQET OPISATX DEJSTWIE TORA S BOLEE PROSTYM

I ESTESTWENNYM OBRAZOM� ISPOLXZUQ TEORI� LINEJNYH OPERATOROW� pUSTX e�� ��� en �
BAZIS RAS�IRENIQ F�k� mY IMEEM TO�NOE REGULQRNOE PREDSTAWLENIE �LEMENTOW POLQ

F KWADRATNYMI MATRICAMI PORQDKA n S KO�FFICIENTAMI IZ POLQ k 

�ae�� ��� aen	 � �e�� ��� en	Ta� a� Ta� Ta � GL �n� k	� a �� ��

mATRICY Ta� a � F �� POROVDA�T MAKSIMALXNYJ k�TOR W GL �n� k	� PO KOTOROMU ODNO�
ZNA�NO WOSSTANAWLIWAETSQ GRUPPA RF�k�Gm	� eSLI �S � PROIZWOLXNYJ PERMUTACION�

NYJ ��MODULX IZ S��	� TO �S ESTX PRQMAQ SUMMA ��MODULEJ �Si� GDE �Si � NERAZLOVIMYE
PERMUTACIONNYE MODULI

�S � �S� 
 � � � 
 �St�
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�TO POKAZYWAET� �TO TOR S PREDSTAWIM W WIDE PRQMOGO PROIZWEDENIQ

S � RF��k�Gm	� � � � � RFt�k�Gm	�

mY NAZWALI RANEE TAKIE TORY KWAZIRAZLOVIMYMI� tOR S ESTX MAKSIMALXNYJ TOR

W OB�EJ LINEJNOJ GRUPPE GL k�n	� n � dimS� I S�k	 � F �� � � � � � F �t � pUSTX M �
F�
� � �
Ft � PRQMAQ SUMMA POLEJ� �M  k	 � n� M �n� k	 � ALGEBRA KWADRATNYHMATRIC
PORQDKA n NAD POLEM k� rEGULQRNOE PREDSTAWLENIE ALGEBRYM MATRICAMI OPREDELQET

IZOMORFIZM MEVDU M I MAKSIMALXNOJ KOMMUTATIWNOJ POLUPROSTOJ PODALGEBROJ W

M �n� k	� iMEEM SLEDU��IJ REZULXTAT�
pREDLOVENIE �� pUSTX S � KWAZIRAZLOVIMYJ TOR NAD POLEM k� dimS � n� tOG�

DA SU�ESTWUET MAKSIMALXNAQ POLUPROSTAQ KOMMUTATIWNAQ PODALGEBRA M W M �n� k	
TAKaQ� �TO S�k	 � M�� aLGEBRA M ODNOZNA�NO OPREDELQET k�TOR S� DLQ L�BOJ KOM�
MUTATIWNOJ k�ALGEBRY B� S�B	 � �M�kB	�� eSLIM � F�
� � �
Ft � PRQMAQ SUMMA
POLEJ� TO

S � RF��k�Gm	 � � � � �RFt�k�Gm	� �
pUSTX V � LINEJNOE PROSTRANSTWO NAD POLEM k RAZMERNOSTI n� WYBIRAQ BAZIS W

V � MOVNO S�ITATX� �TO M �n� k	 ESTX KOLXCO LINEJNYH OPERATOROW End �V 	� gRUPPA
S��k	 TO�NO DEJSTWUET W PROSTRANSTWE V �k

�k KAK GRUPPA LINEJNYH OPERATOROW� I
SU�ESTWUET TO�KA v � V� S��k	�ORBITA KOTOROJ OTKRYTA W V �k

�k W TOPOLOGII zARIS�
SKOGO� dLQ PROSTOTY BUDEM S�ITATX� �TO POLE k IMEET HARAKTERISTIKU NULX� tOGDA
DEJSTWIE GRUPPY S NA V W SMYSLE ALGEBRAI�ESKOJ GEOMETRII ODNOZNA�NO OPREDELQET�
SQ LINEJNYM PREDSTAWLENIEM GRUPPY S�k	 NA V � wLOVENIE � IZ POSLEDOWATELXNOSTI
��	 OPREDELQET PREDSTAWLENIE TORA N LINEJNYMI OPERATORAMI IZ End �V 	� A� SLE�
DOWATELXNO� MY IMEEM TO�NOE PREDSTAWLENIE GRUPPY N �k	 AWTOMORFIZMAMI KOLXCA
POLINOMOW k�V � I AWTOMORFIZMAMI POLQ RACIONALXNYH FUNKCIJ k�V 	� tAKIM OB�
RAZOM� POLE RACIONALXNYH FUNKCIJ k�T 	 QWLQETSQ POLEM INWARIANTOW k�V 	N � �TO
OBSTOQTELXSTWO MOVNO ISPOLXZOWATX W RAZLI�NYH NAPRAWLENIQH� nAPRIMER� ONO PO�
KAZYWAET� �TO NEKOTORYE POLQ INWARIANTOW LINEJNYH GRUPP MOVNO REALIZOWATX KAK
POLQ FUNKCIJ NA ALGEBRAI�ESKIH TORAH� �TO POZWOLQET ISPOLXZOWATX BOGATU� TORI�
�ESKU� TEHNIKU� �TO BUDET PRODEMONSTRIROWANO W SLEDU��IH PARAGRAFAH� s DRUGOJ
STORONY� PREDSTAWLENIE k�T 	 � k�V 	N POZWOLQET INOGDA SRAZU VE DOKAZATX RACIO�
NALXNOSTX TORA T � nAPRIMER� ESLI N SODERVITSQ W DRUGOM MAKSIMALXNOM k�TORE
S� GRUPPY GL �V 	� tOGDA FAKTORY S�N I S��N BIRACIONALXNO �KWIWALENTNY NAD

POLEM k I RACIONALXNOSTX TORA S�N SLEDUET IZ RACIONALXNOSTI S��N � wOZXMEM SLU�
�AJ� KOGDA W POSLEDOWATELXNOSTI ��	 TOR N IZOMORFEN G p

m�k� T�E� N RAZLOVIM NAD

k� tOGDA N SODERVITSQ W MAKSIMALXNOM DIAGONALIZIRUEMOM k�TORE D � GL �V 	 I
FAKTOR D�N SNOWA RAZLOVIM� A� ZNA�IT� I RACIONALEN�
pRIMER �� pUSTX � � KWATERNIONNAQ GRUPPA PORQDKA �� N � SUMMA WSEH �LEMEN�

TOW IZ �� N � Z���� pUSTX �T � IDEAL W Z���� POROVDENNYJ �LEMENTAMI � I N � sUON
��� POKAZAL� �TO �T � PROEKTIWEN� NO NE SWOBODEN� ODNAKO� �T 
 Z � Z��� 
 Z� rAS�
SUVDENIE� PRIWEDENNOE WY�E� POKAZYWAET� �TO TOR T BIRACIONALXNO �KWIWALENTEN

FAKTORU G �
m�k�Gm�k� KOTORYJ RACIONALEN NAD POLEM OPREDELENIQ�

oPREDELENIE� pUSTX N QWLQETSQ k�TOROM� LINEJNO I TO�NO DEJSTWU��IM NA

PROSTRANSTWE An
k � mNOGOOBRAZIEM ORBIT GRUPPY N BUDEM NAZYWATX FAKTOR U�N �

GDE U � OTKRYTAQ NEPUSTAQ �ASTX An
k TAKAQ� �TO U STABILXNA OTNOSITELXNO N I

FAKTOR U�N SU�ESTWUET�
pOLE k�U�N 	 � k�U 	N � k�An	N � tAKIM OBRAZOM� K WOPROSU O RACIONALXNOS�

TI STABILXNO RACIONALXNYH TOROW MOVNO PODOJTI S DRUGOGO KONCA� pUSTX TOR T
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STABILXNO RACIONALEN NAD POLEM k� TOGDA W POSLEDOWATELXNOSTI ��	 TOR N MOVNO

S�ITATX KWAZIRAZLOVIMYM I MY POLU�AEM SLEDU��EE UTWERVDENIE�
tEOREMA �� pUSTX N KWAZIRAZLOVIMYJ TOR� LINEJNO DEJSTWU��IJ NA PROSTRAN�

STWEAn
k � tOGDA L�BOE MNOGOOBRAZIE ORBIT GRUPPY N STABILXNO RACIONALXNO NAD PO�

LEM k� oBRATNO� WSQKIJ STABILXNO RACIONALXNYJ TOR QWLQETSQ MNOGOOBRAZIEM ORBIT
DLQ LINEJNOGO DEJSTWIQ KWAZIRAZLOVIMOGO TORA NA NEKOTOROM An

k � �
pUSTX S � KWAZIRAZLOVIMYJ TOR NAD k� MY WIDELI� �TO S�k	 � F �� � � � ��F �s ILI

S�k	 � A�� A ESTX PRQMAQ SUMMA 
iFi POLEJ Fi� dEJSTWIE GRUPPY A� NA LINEJNOM
PROSTRANSTWE A OPREDELQET LINEJNOE PREDSTAWLENIE GRUPPY S W GL �A	� KOTOROE
NAZYWAETSQ REGULQRNYM�

oPREDELENIE� pREDSTAWLENIE KWAZIRAZLOVIMOGO TORA S W GL �V 	 NAZOWEM KWA�

ZIREGULQRNYM� ESLI SU�ESTWUET INWARIANTNOE PODPROSTRANSTWO V� W V � NA KOTOROM
GRUPPA S�k	 DEJSTWUET REGULQRNO� qSNO� �TO KWAZIREGULQRNOE PREDSTAWLENIE QWLQET�
SQ TO�NYM I MNOGOOBRAZIE ORBIT KWAZIREGULQRNOGO DEJSTWIQ QWLQETSQ RACIONALXNYM

NAD POLEM k�
tEOREMA �� pUSTX S � GL k�V 	 � TO�NOE LINEJNOE PREDSTAWLENIE KWAZIRAZLO�

VIMOGO TORA� sLEDU��IE USLOWIQ �KWIWALENTNY 
�	 POLE INWARIANTOW k�V 	S � RACIONALXNO NAD k�
�	 SU�ESTWUET BAZIS f�� ��� fn W POLE k�V 	 TAKOJ� �TO GRUPPA S DEJSTWUET NA k�

PROSTRANSTWE � f�� ��� fn � KWAZIREGULQRNO� �
pRIMER �� eSLI N � RL�k�Gm	� GDE L�k � CIKLI�ESKOE RAS�IRENIE I N �

GL k�n	 � TO�NOE PREDSTAWLENIE� TO POLE k�V 	N �ISTO TRANSCENDENTNO NAD k� dEJ�
STWITELXNO� ��MODULX �N � Z���� � � Gal �L�k	� TOR N SODERVITSQ W MAKSIMALXNOM

L�k�TORE S GRUPPY GL k�n	� PUSTX T � S�N � tOGDA k�T 	 � k�V 	N � iMEEM WQLU�

REZOLXWENTU

� � �T � �S � Z���� ��

KOTORAQ RAS�EPLQETSQ �S � �T 
 Z���� dLQ L�BOGO d j n� dS�"d	 � dT �"d	 
 Z��d�� wSE
Z��d��MODULI W �TOM RAWENSTWE QWLQ�TSQ Z��d� � SWOBODNYMI� pOSKOLXKU MODULX Z���
WHODIT W �S� TO �S � �S� 
 Z��� � GDE �S� � S��	 I �S�� WOOB�E GOWORQ� OTLI�EN OT �T �
sRAWNIWAQ LEWYE I PRAWYE �ASTI RAWENSTWA

dT �"d	
 Z��d� � dS��"d	 
 Z��d��

MY WIDIM� �TO dT �"d	 � dS��"d	 DLQ WSEH d j n� pO TEOREME �ISTOWA TORY T I S�
BIRACIONALXNO �KWIWALENTNY NAD k� PO�TOMU TOR T QWLQETSQ k�RACIONALXNYM�kROME
TOGO� PREDSTAWLENIE N � GL k�V 	 BIRACIONALXNO �KWIWALENTNO KWAZIREGULQRNOMU�
w KA�ESTWE N MOVNO BYLO BY WZQTX PROIZWEDENIE RL�k�Gm	p�

pOPYTKA INDUKTIWNOGO DOKAZATELXSTWA RACIONALXNOSTI STABILXNO RACIONALX�
NYH TOROW PRIWODIT K DWUM PROBLEMAM�

�	 pUSTX TOR S � RL�k�Gm	 TO�NO DEJSTWUET NA LINEJNOM PROSTRANSTWE V � wSEG�
DA LI POLE INWARIANTOW k�V 	S � RACIONALXNO �

�	 pUSTX GRUPPA S � S� � � � � � St TO�NO DEJSTWUET NA LINEJNOM PROSTRANSTWE

V� Si � RLi�k�Gm	� R� � k�V 	S� I R� RACIONALXNO NAD POLEM k� wSEGDA LI DEJSTWIE
GRUPPY S� � � � � � St NA R� LINEARIZUEMO�

���� kOWARIANTY LINEJNYH PREDSTAWLENIJ� pUSTX k � POLE HARAKTERISTI�
KI NULX�G � SWQZNAQ LINEJNAQ ALGEBRAI�ESKAQ GRUPPA NAD POLEM k� H � EE SWQZNAQ
PODGRUPPA� X � G�H � FAKTOR�MNOGOOBRAZIE� zAPI�EM �TU SITUACI� W WIDE TO�NOJ

POSLEDOWATELXNOSTI

� � H
i� G

j� X � e� ��	



�� w�e�wOSKRESENSKIJ

pOLE RACIONALXNYH FUNKCIJ k�X	 IZOMORFNO k�G	H � pREDPOLOVIM� �TO SU�EST�
WUET k�RACIONALXNOE OTOBRAVENIE �  G � H SO SWOJSTWOM ��i�h	g	 � h���g		� h �
H��k	� g � G��k	� oTOBRAVENIE � NAZOWEM KOWARIANTOM DEJSTWIQ GRUPPY H� tOGDA
IMEEM RACIONALXNOE OTOBRAVENIE

u � ��� j	  G� H �k G�

QWLQ��EESQ BIRACIONALXNYM�w SAMOM DELE� PUSTX u�g�	 � u�g�	�tOGDA j�g�	 � j�g�	�
OTKUDA g� � i�h	g�� pO�TOMU ��g�	 � ��i�h	g�	 � h���g�		 � ��g�	� iZ OBRATIMOSTI �LE�
MENTA ��g�	 SLEDUET� �TO h � e� T�E� g� � g�� pOSKOLXKU dimG � dimH � dimX� WSE
MNOGOOBRAZIQ NEPRIWODIMY I OTOBRAVENIE u IN�EKTIWNO W OTKRYTOJ OBLASTI� TO
u BIRACIONALXNO� pUSTX a � H�k	� W � ����a	 � SLOJ NAD TO�KOJ a� iZ WY�ESKA�
ZANNOGO SLEDUET� �TO OGRANI�ENIE OTOBRAVENIQ j NA W OPREDELQET BIRACIONALXNOE

OTOBRAVENIE W � X� oBRATNOE OTOBRAVENIE s  X � W QWLQETSQ RACIONALXNYM

k�SE�ENIEM OTOBRAVENIQ j� j � s � Id � pONQTNO� ESLI W TO�NOJ POSLEDOWATELXNOSTI
��	 OTOBRAVENIE j IMEET RACIONALXNOE k�SE�ENIE� TO MY IMEEM I KOWARIANT G� H�
I BIRACIONALXNOE RAZLOVENIE G � H �k X� k�X	 � k�W 	� �TI SOOBRAVENIQ PRI�
MENIM PRI ISSLEDOWANII RACIONALXNOSTI ALGEBRAI�ESKIH k�TOROW� mY UVE WIDELI�
�TO KRITERIEM STABILXNOJ RACIONALXNOSTI k�TORA T QWLQETSQ SU�ESTWOWANIE TO�NOJ
POSLEDOWATELXNOSTI k�TOROW

� � S�
i� S�

j� T � ��

GDE S� I S� � KWAZIRAZLOVIMY� pOSKOLXKU IMEETSQ RACIONALXNOE k�SE�ENIE s MOR�
FIZMA j� TO OTOBRAVENIE

g � i���g�sj�g		� g � S���k	�

OPREDELQET k�RACIONALXNYJ KOWARIANT �  S� � S� DEJSTWIQ GRUPPY S� NA S� I

POLE k�T 	 IZOMORFNO POL� k�W 	� GDE W � SLOJ OTOBRAVENIQ � NAD PODHODQ�EJ TO��
KOJ a � S��k	� wOPROS O RACIONALXNOSTI STABILXNO RACIONALXNOGO TORA SWODITSQ K
PROWERKE RACIONALXNOSTI SLOQ W � gRUPPY S� I S� MOVNO REALIZOWATX W KA�ESTWE
MAKSIMALXNYH TOROW W POLNYH LINEJNYH GRUPPAH GL �V�	 I GL �V�	� dimVi � dimSi�
dEJSTWIE GRUPPY Si NA Vi TO�NOE� KAVDAQ GRUPPA Si IMEET OTKRYTU� ORBITU W Vi�
WLOVENIE i  S� � S� OPREDELQET LINEJNOE DEJSTWIE GRUPPY S� NA V�� oTOBRAVENIE
�  S� � S� ESTESTWENNO PRODOLVAETSQ DO RACIONALXNOGO OTOBRAVENIQ �  V� � V��
QWLQ��EGOSQ KOWARIANTOM GRUPPY S�� LINEJNO DEJSTWU��EJ NA V� I V�� sFORMULI�
RUEM PROBLEMU RACIONALXNOSTI STABILXNO RACIONALXNYH TOROW NA QZYKE LINEJNYH

PREDSTAWLENIJ�
pUSTX S � KWAZIRAZLOVIMYJ k�TOR� U � LINEJNOE k�PROSTRANSTWO REGULQRNOGO

PREDSTAWLENIQ TORA S� dimS � dimU � pUSTX� DALEE� V � LINEJNOE PROSTRANSTWO

NAD POLEM k I i  S � GL �V 	 � TO�NOE LINEJNOE PREDSTAWLENIE NAD k� rASSMOTRIM
PROIZWOLXNYJ NETRIWIALXNYJ S�KOWARIANT �  V � U �
gIPOTEZA� sLOJW � ����a	 QWLQETSQ k�RACIONALXNYMMNOGOOBRAZIEM DLQ L�BOJ

TO�KI OB�EGO POLOVENIQ a W U �
�TA GIPOTEZA RAWNOSILXNA GIPOTEZE O RACIONALXNOSTI STABILXNO RACIONALXNYH

TOROW�
pRIMER�pUSTX L � KONE�NOE RAS�IRENIE POLQ k� F �PROMEVUTO�NOE POLE� iMEEM

WLOVENIE

S � RF�k�Gm	� RL�k�Gm	 � S��
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pUSTX T � S��S � FAKTOR� iMEEM �PIMORFIZM LINEJNYH k�PROSTRANSTW

� � SpL�F  L� F

I SpL�F �ax	 � aSpL�F �x	� a � F� x � L� tAKIM OBRAZOM� OTOBRAVENIE � QWLQ�
ETSQ S�KOWARIANTOM� SLOJ W � �����	 ESTX LINEJNOE AFFINNOE PODMNOVESTWO W

L� dimW � dimT � mNOGOOBRAZIQ T I W BIRACIONALXNY NAD k� pO�TOMU TOR T
QWLQETSQ k�RACIONALXNYM� dRUGOE PREDSTAWLENIE MNOGOOBRAZIE T QWLQETSQ OTKRY�
TYM PODMNOVESTWOM W RF�k�P

r
F 	� r � �L  F 	� ��

���� rACIONALXNOSTX TOROW TIPA pq � pUSTX SNOWA L�k � CIKLI�ESKOE RAS�
�IRENIE STEPENI n� �n � Gal �L�k	� dLQ KRATKOSTI OBOZNA�IM TOR R�"n	 �EREZ
Tn� �Tn � Z��n�� kAK MY WIDELI� PROBLEMA RACIONALXNOSTI STABILXNO RACIONALXNYH
TOROW S CIKLI�ESKIM POLEM RAZLOVENIQ SWODITSQ K WOPROSU O RACIONALXNOSTI TOROW

WIDA Tn� dALEE� W P����� BYLO POKAZANO� �TO DOSTATO�NO PROWERITX RACIONALXNOSTX W
SLU�AQH� KOGDA n SWOBODNO OT KWADRATOW�eSLI n � p� TO PRIMER PREDYDU�EGO PUNKTA
POKAZYWAET� �TO TOR Tp RACIONALEN NAD k� pUSTX TEPERX n � pq� GDE p I q RAZLI�NYE
PROSTYE �ISLA� w �TOM SLU�AE

Z��pq� � Z��p�� Z��q �� Z��pq � � Z��pq��p�� Z��pq��q ��

I MY IMEEM REZOLXWENTU

� � Z��p�� Z��p�� Z� ��

ANALOGI�NO DLQ q� pOLU�AEM DLINNU� TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX

� � Z��pq �� Z��pq�� Z��pq��p�� Z��pq��q� � Z� �

��MODULEJ� OTKUDA TO�NAQ POSLEDOWATELXNOSTX k�TOROW

� � Gm�k � Sp �k Sq
�� Spq � Tpq � ��

pUSTX Lp � L�q � Lq � L�p � TOGDA

Sp � RLp�k�Gm	� Sq � RLq�k�Gm	� Spq � RL�k�Gm	�

dALEE� L � Lp�kLq � OTOBRAVENIE � ESTX TENZORNOE PREDSTAWLENIE GRUPPY Sp�kSq W
PROSTRANSTWE Lp�kLq �iTAK� k�Tpq	 � k�Lp�kLq	

Sp	Sq � rASSMOTRIM NESKOLXKO BOLEE
OB�U� ZADA�U� pUSTX Vi � LINEJNOE PROSTRANSTWO NAD POLEM k� dimVi � i I V �
Vm �k Vn� iMEEM TENZORNOE PREDSTAWLENIE PRQMOGO PROIZWEDENIQ GL �Vm	�GL �Vn	
W PROSTRANSTWE Vm �k Vn� pUSTX Si � MAKSIMALXNYJ k�TOR W GRUPPE GL �Vi	� S �

MAKSIMALXNYJ TOR W GL �V 	� iMEEM GOMOMORFIZM Sm �k Sn
�� S S QDROM Gm�k

I POLE INWARIANTOW k�V 	Sm	Sn IZOMORFNO POL� RACIONALXNYH FUNKCIJ NA TORE

Tmn � S���Sm � Sn	� dimTmn � �m � �	�n � �	� pOSKOLXKU m I n NE OBQZATELXNO

PROSTYE� NEOBHODIMO UTO�NENIE� b�kUNQWSKIJ POKAZAL ���� �TO SREDI TOROW TIPA Tmn
WSTRE�A�TSQ NE RACIONALXNYE NAD POLEM k� pUSTX N � OBRAZ GOMOMORFIZMA ��iMEEM
DWE TO�NYE POSLEDOWATELXNOSTI ALGEBRAI�ESKIH TOROW

� � Gm�k � Sm � Sn � N � �� ��	

� � N � S � T � �� ��	




� w�e�wOSKRESENSKIJ

nAS INTERESUET RACIONALXNOSTX k�TORA T � gRUPPY Sm I Sn � KWAZIRAZLOVIMY� IH MO�
DULI HARAKTEROW PERMUTACIONNY� wYPI�EM TO�NYE POSLEDOWATELXNOSTI ��MODULEJ
RACIONALXNYH HARAKTEROW� DUALXNYE POSLEDOWATELXNOSTQM ��	���	�

� � �N � �Sm 
 �Sn � Z� �� ��	

� � �T � �S � �N � �� ��	

oGRANI�IMSQ SLU�AEM WZAIMNO�PROSTYH �ISEL m I n� iZ POSLEDOWATELXNOSTI ��	
SLEDUET TO�NOSTX POSLEDOWATELXNOSTI

� �Sm 
 �Sn	
� e� Z� H���� �N 	� ��

mNOVESTWO Im�e	 cODERVIT CELYE �ISLA WIDA am � bn� PO�TOMU OTOBRAVENIE e QW�
LQETSQ �PIMORFIZMOM� oTS�DA H���� �N	 � �� A �TO POKAZYWAET� �TO POSLEDOWATELX�
NOSTX ��	 RAS�EPLQETSQ �N 
 Z � �Sm 
 �Sn� tAKIM OBRAZOM� POSLEDOWATELXNOSTX
��	 QWLQETSQ WQLOJ REZOLXWENTOJ TORA T I p�T 	 � � �N � � ���� tOR T STABILXNO RA�
CIONALEN NAD POLEM k� dLQ DOKAZATELXSTWA RACIONALXNOSTI TORA t PROWEDEM RQD

POSLEDOWATELXNYH REDUKCIJ�
a	 rASSMOTRIM GRASSMANOWO MNOGOOBRAZIE G n

m�V 	 PODPROSTRANSTW � RAZMERNOS�
TI m W PROSTRANSTWE V � Vm 
 Vn� gRUPPA Sm �k Sn ESTESTWENNO DEJSTWUET NA V I

NA GRASSMANIANE G n
m�V 	� tOR Tmn BIRACIONALXNO �KWIWALENTEN MNOGOOBRAZI� ORBIT

�Vm�kVn	��Sm�kSn	� oTOVDESTWLQQ Vm S DWOJSTWENNYM PROSTRANSTWOM�MOVNO S�I�
TATX� �TO TOR Tmn BIRACIONALXNO �KWIWALENTEN FAKTORUHom k�Vm� Vn	��Sm�k Sn	�
sOPOSTAWLQQ KAVDOMU LINEJNOMU OPERATORU �  Vm � Vn EGO GRAFIK W Vm 
 Vn � V �
POLU�AEM �KWIWARIANTNOE WLOVENIE Hom k�Vm� Vn	� G n

m�V 	� OBRAZ KOTOROGO QWLQ�
ETSQ OTKRYTYM MNOVESTWOM �GLAWNOJ KLETKOJ �UBERTA	� �TO WLOVENIE INDUCIRUET
BIRACIONALXNU� �KWIWALENTNOSTX TORA Tmn I FAKTORA G

n
m�V 	��Sm �k Sn	�

B	 pUSTX k � �k I � � OB�EE PODPROSTRANSTWO W V� dim� � m� rASSMOTRIM PRO�
EKCI� p�  V � Vn S QDROM �� pUSTX e � �e�� ��� em�n	 � SOBSTWENNYE WEKTORY TORA

Sm �k Sn W V � pRI OTOBRAVENII p� SOBSTWENNYE PODPROSTRANSTWA TORA Sm �k Sn
W PROSTRANSTWE V � WSE ONI ODNOMERNYE� PROEKTIRU�TSQ W NEKOTORU� KONFIGURACI�

PRQMYH W Vn� wYBOR DRUGOJ PROEKCII PRIWODIT K PROEKTIWNO �KWIWALENTNOJ KONFI�
GURACII� kROME TOGO� UMNOVENIE NA t � Sm �k Sn INDUCIRUET IZOMORFIZM KONFIGU�
RACIJ PRQMYH W V�� I W V�t�� sLEDOWATELXNO� KORREKTNO OPREDELENO OTOBRAVENIE

G n
m�V 	��Sm �k Sn	� P�Vn	

m�n�GL �Vn	�

pRQMOJ PODS�ET POKAZYWAET� �TO �TO BIRACIONALXNYJ IZOMORFIZM�
W	 w SLU�AE PROIZWOLXNOGO POLQ k GRUPPA Sm �k Sn IMEET WID

Q
RFi�k�Gm	� GDEPs

i���Fi  k	 � m � n� pUSTX A PRQMAQ SUMMA POLEJ Fi� A � 
Fi� pROIZWEDENIEQ
RFi�k�Gm	 ZAPI�EM W WIDE RA�k�Gm	� tOGDA IZOMORFIZM PUNKTA B	 PRINIMAET

WID

G n
m�V 	��Sm �k Sn	 � RA�k�P�Vn		�GL �Vn	�

G	 pUSTX RAZMERNOSTX PROSTRANSTWA U WZAIMNO�PROSTA S �A  k	� tOGDA SKWOZNOE
OTOBRAVENIE

RA�k�U 	� RA�k�P�U 		� RA�k�P�U 		�GL �U 	

IMEET k�RACIONALXNOE SE�ENIE� �TO POZWOLQET PREDSTAWITX MNOGOOBRAZIE RA�k�P�U 		
BIRACIONALXNO W WIDE PRQMOGO PROIZWEDENIQ

RA�k�P�U 		 � �RA�k�P�U 		�GL �U 	�� PGL �U 	�
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�

D	 iZ PREDYDU�EGO SLEDUET

Tmn � RA�k�P�Vn		�GL �Vn	 � �RAm�k�P�Vn		 �RAn�k�P�Vn			�GL �Vn	�

A � Am 
An� A
�
m � MAKSIMALXNYJ TOR W End �Vm	� pUSTX n � m� �m�n	 � �� tOGDA

GRUPPA GL �Vn	 DEJSTWUET SWOBODNO NA RAm�k�P�Vn		 I IZ PUNKTA G	 SLEDUET

RAm�k�P�Vn		 � RAm�k�P�Vn		�GL �Vn	� PGL �Vn	�

iMEEM BIRACIONALXNYE �KWIWALENTNOSTI

Tmn � RAm�k�P�Vn		�GL �Vn	 �RAn�k�Vn	
� G n

m�n�Vm	�Sm � P
n�n���
k �

POSLEDNEE PO P� W	�
tEOREMA� pRI WZAIMNO PROSTYH m I n TOR Tmn RACIONALEN NAD POLEM OPREDE�

LENIQ�
dEJSTWITELXNO� Tmn � G n

m�n�Vm	�Sm�Pn�n���
k � NO PERWYJ MNOVITELX NE ZAWI�

SIT OT KOMPONENTY Sn� eSLI WZQTX W KA�ESTWE Sn RAZLOVIMYJ k�TOR� TO Tmn STANET
RACIONALXNYM k�TOROM� pOSKOLXKU EGO BIRACIONALXNAQ PRIRODA NE ZAWISIT OT WY�
BORA Sn� TO ON RACIONALEN I W OB�EM SLU�AE� �

�TA IZQ�NAQ TEOREMA PRINADLEVIT a�kLQ�KO ���� zAMETIM� �TO DLQ TOROW Tn� GDE
n ESTX PROIZWEDENIE TREH PROSTYH �ISEL� RAZLI�NYH MEVDU SOBOJ� WOPROS O RACIO�
NALXNOSTI OSTAETSQ OTKRYTYM�

���� uNIWERSALXNYE TORSORY� �TOBY NE OTWLEKATXSQ NA WTOROSTEPENNYE DE�
TALI� BUDEM S�ITATX� �TO POLE k IMEET HARAKTERISTIKU NULX� mY WIDELI� �TO DLQ
WSQKOGO k�TORA T I EGO GLADKOJ PROEKTIWNOJ MODELI X� GRUPPA H��k� P ic �X	 QWLQET�
SQ BIRACIONALXNYM INWARIANTOM�pUSTX N BUDET k�TOROM� DUALXNYM MODUL� Pic �X�
TOR N NAZYWAETSQ TOROM nERONA�sEWERI MNOGOOBRAZIQ X� gRUPPA H��k�N 	 TAKVE
QWLQETSQ BIRACIONALXNYM INWARIANTOM MNOGOOBRAZIQ X ILI T � iSSLEDOWANIE �TOGO
BIRACIONALXNOGO INWARIANTA POZWOLILO POLU�ITX DOPOLNITELXNU� INFORMACI� O

STROENII TORA T � gRUPPAH��k�N 	 PREDSTAWLQET SOBOJ GRUPPU KLASSOW GLAWNYH ODNO�
RODNYH PROSTRANSTW �TORSOROW	 GRUPPY N � OPREDELENNYH NAD POLEM k� �TI TORSORY
MOVNO QWNO OPISATX� ISHODQ IZ WQLOJ REZOLXWENTY

� � �T � �S � Pic �X � ��

OPREDELQEMOJ WLOVENIEM T � X I DUALXNOJ POSLEDOWATELXNOSTI k�TOROW

� � N � S
	� T � �� ��	

iZ ��	 IMEEM KOGOMOLOGI�ESKU� POSLEDOWATELXNOSTX

� � N �k	� S�k	 � T �k	

� H��k�N 	� ��

KOTORAQ POKAZYWAET� �TO KAVDYJ �LEMENT GRUPPY H��k�N 	 OPREDELQETSQ NEKOTOROJ
TO�KOJ a � T �k	� PUSTX �a� � ��a	 � SOOTWETSTWU��IJ KLASS IZOMORFIZMA TORSOROW IZ
H��k�N 	� W KLASSE �a� MOVNO WZQTX PREDSTAWITELQ Sa � �a�� Sa��k	 � ����a	� Sa QWLQ�
ETSQ k�PODMNOGOOBRAZIEM W S� tORSORY Sa I Sb IZOMORFNY TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOG�
DA b � an� n � N �k	�pOSLEDOWATELXNOSTX ��	 UKAZYWAET INOJ PODHOD K �TOJ KONSTRUK�
CII�mY WIDIM� �TO S ESTX k�TORSOR GRUPPY N NAD k�SHEMOJ T � T�E��S� � H�

et�T�N 	 I
DLQ WSQKOJ TO�KI a � T �k	 SLOJ Sa RAWEN S �T k�a	� PRI�EM �Sa� � � TOGDA I TOLXKO
TOGDA� KOGDA a � ��S�k		� dOPUSKAQ WOLXNOSTX� MY �ASTO BUDEM PISATX S � H�

et�T�N 	�
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OPUSKAQ KWADRATNYE SKOBKI� sTRUKTURNYJ MORFIZM T � Spec k POZWOLQET KAVDYJ
TORSOR IZ H��k�N 	 PODNIMATX DO TORSORA IZ H�

et�T�N 	� TAKIE PODNQTYE TORSORY
NAZYWA�TSQ POSTOQNNYMI� iMEEM GOMOMORFIZM GRUPP H��k�N 	 � H��T�N 	� wYBE�
REM PROIZWOLXNYJ TORSOR Y IZ H��T�N 	� p  Y � T � DLQ L�BOJ TO�KI a � T �k	
IMEEM SPECIALIZACI� �a� Y 	 � �Ya� � H��k�N 	� �Ya� � � � a � p�Y �k		� pUSTX
#Y  T �k	 � H��k�N 	 �OTOBRAVENIE� OPREDELQEMOE PO PRAWILU #Y �a	 � �Ya�� dLQ
L�BOGO a � T �k	 POSTROIM TORSOR Y a � T IZ KLASSA �Y �� �a� � H��k�N 	� iMEEM

T �k	 �
�

�a��Im��Y �

pa�Y a�k		� ��	

GDE Im�#Y 	 � f�a� � H��k�N 	 j Y a�k	 �� �g� k RAZBIENI� MNOVESTWA T �k	 NA KLAS�
SY SPOSOBOM ��	 W SLU�AE� KOGDA Y � S� MY WERNEMSQ W SLEDU��IH PARAGRAFAH W

SWQZI S PONQTIEM R��KWIWALENTNOSTI� a SEJ�AS E�E ODNO NABL�DENIE� rASSMOTRIM
GRUPPU H��X�N 	 � H�

et�X�N 	 I ESTESTWENNOE OTOBRAVENIE H��X�N 	 � H��T�N 	�
INDUCIROWANNOE WLOVENIEM T � X� iMEEM TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX LOKALXNYH

KOGOMOLOGIJ W �TALXNOJ TOPOLOGII

� � H��X�N 	� H��U�N 	� Hom G� �N�Div 
F
�X	�

� H��X�N 	� H��U�N 	� Ext G� �N�Div 
F
�X	�

GDE U OTKRYTOE NEPUSTOE PODMNOVESTWO W X� F � X � U � N MOVET BYTX L�BOJ

k�GRUPPOJ MULXTIPLIKATIWNOGO TIPA� w NA�EM SLU�AE U � T� Div 
F
�X � �S� �N �

WQLYJ� PO�TOMU

Ext G� �N� �S	 � H��k�Hom � �N� �S		 � H��k� �N� � �S	 � ��

IBO H��G�� �N�	 � � DLQ WSQKOJ PODGRUPPY G� GRUPPY G� tAKIM OBRAZOM� GOMOMOR�
FIZM H��X�N 	� H��T�N 	 QWLQETSQ �PIMORFIZMOM� PO�DRUGOMU� WSQKIJ TORSOR NAD
T S WQLOJ GRUPPOJ N PRODOLVAETSQ DO TORSORA NAD X� wSE �TI SOOBRAVENIQ POZWO�
LILI kOLXO�tELENU I sANS�KU W SERII SWOIH RABOT RAZWITX OB�IJ METOD SPUSKA I
PRIMENITX EGO K RAZLI�NYM WOPROSAM ARIFMETIKI I GEOMETRII MNOGOOBRAZIJ� iZ
WSEJ BOGATOJ TEORII TORSOROW� RAZRABOTANNOJ �TIMI AWTORAMI� OSTANOWIMSQ PODROB�
NEE NA TEORII UNIWERSALXNYH TORSOROW� pUSTX X � GLADKOE PROEKTIWNOE MNOGOOBRA�
ZIE NAD POLEM k� TAKOE� �TO �X RACIONALXNO� N � TOR nERONA�sEWERI MNOGOOBRAZIQ
X� �N � Pic �X � wOZXMEM TORSOR Y � H��X�N 	� p  Y � X� TOGDA� KAK I WY�E� IMEEM
RAZLOVENIE

X�k	 �
�
�a��I

pa�Y a�k		� Y a � �Y �� �a�� ��	

GDE I � f�a� � H��k�N 	 j Y a�k	 �� �g� IZ KAVDOGO KLASSA WYBIRAETSQ ODIN TORSOR�
rAZLOVENIE ��	 OBOB�AET METOD SPUSKA fERMA�mORDELLA� KAKIE ZDESX WOZMOVNOSTI�
wO�PERWYH� ESLI GRUPPA H��k�N 	 KONE�NA� A WY�ISLENIE EE MOVNO KONTROLIROWATX�
MY POLU�AEM KONE�NOE SEMEJSTWO MORFIZMOW Y a � X c POKRYTIEM ��	� IZ KOTOROGO
INOGDA UDAETSQ DOKAZATX PUSTOTU ILI NEPUSTOTU MNOVESTWA X�k	� DALEE� ESLI Y a

USTROENY PRO�E� A INOGDA TAK BYWAET� I X�k	 �� �� TO MY POLU�AEM PRIEMLEMOE

OPISANIE MNOVESTWA X�k	�
pUSTX �  �N � Gm�k � HARAKTER TORA N� � � �N � Pic �X� iMEEM CEPO�KU

GOMOMORFIZMOW

H��X�N 	
�� H�� �X�N 	

��� H�� �X�Gm	 � Pic �X�
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dLQ Y � �Y � � H��X�N 	 SKWOZNOE OTOBRAVENIE IMEET WID Y � ��� �Y 	� pRI FIKSI�
ROWANNOM Y IMEEM FUNKCI� �Y ��	 � ��� �Y 	 � Pic �X� �Y � Hom G �Pic �X�P ic �X� 	 �
End G�Pic �X	� sOOTWETSTWIE �  Y � �Y OPREDELQET TO�NU� POSLEDOWATELXNOSTX

GRUPP

� � H��k�N 	� H��X�N 	
�� End G�Pic �X	�

tORSOR Y NAZYWAETSQ UNIWERSALXNYM� ESLI ��Y 	 � Id � eSLI UNIWERSALXNYE TOR�
SORY SU�ESTWU�T� TO ONI OBRAZU�T GLAWNOE ODNORODNOE PROSTRANSTWO NAD GRUPPOJ
H��k�N 	� pOKAZYWAETSQ� �TO UNIWERSALXNYJ TORSOR SU�ESTWUET TOGDA I TOLXKO TOG�
DA� KOGDA RAS�IRENIE G�MODULEJ

� � �k� � �k�X	� � �k�X	���k� � � ��	

RAS�EPLQETSQ� G � Gal ��k�k	� kOLXO�tELEN I sANS�K ���� pOSKOLXKU IZ SU�ESTWO�
WANIQ RACIONALXNOJ TO�KI W X�k	 SLEDUET RAS�EPLENIE POSLEDOWATELXNOSTI ��	� TO
KLASS RAS�IRENIQ ��	 NAZYWAETSQ PERWYM PREPQTSTWIEM � K NEPUSTOTE MNOVESTWA
X�k		� oDNO IZ WAVNEJ�IH SWOJSTW SLEDU��EE
tEOREMA �� oTNO�ENIE �KWIWALENTNOSTI NA MNOVESTWE X�k	� OPREDELENNOE UNI�

WERSALXNYM TORSOROM� SILXNEE SOOTWETSTWU��EGO OTNO�ENIQ �KWIWALENTNOSTI DLQ
L�BOGO DRUGOGO M �TORSORA� GDE M � PROIZWOLXNYJ k�TOR� �

wSQKIJM �TORSOR Y � X� GDEM ESTX k�TOR� QWLQETSQ MNOGOOBRAZIEM� RACIONALX�
NYM NAD ZAMYKANIEM �k� dOKAZANO� �TO DLQ GLADKOJ PROEKTIWNOJ KOMPAKTIFIKACII
Y c TORSORA Y� G�MODULX Pic �Y c QWLQETSQ PERMUTACIONNYM� oDNAKO� MNOGOOBRAZIE
UNIWERSALXNOGO TORSORA Y NE WSEGDA RACIONALXNO NAD k� DAVE ESLI X�k	 �� �� PRI�
MERY ESTX W RAZMERNOSTI BOLX�EJ DWUH� pRAWDA� W SLU�AE POWERHNOSTI X S RACIO�
NALXNOJ k�TO�KOJ WOPROS O RACIONALXNOSTI UNIWERSALXNOGO TORSORA Y � X OSTAETSQ

OTKRYTYM�pUSTX R�k	 � KLASS ALGEBRAI�ESKIH MNOGOOBRAZIJ� OPREDELENNYH NAD PO�
LEM k� TAKIH� �TO �X QWLQETSQ RACIONALXNYM NAD �k�
tEOREMA �� pUSTX k � POLE HARAKTERISTIKI NULX� X� X� � GLADKIE PROEKTIW�

NYE MNOGOOBRAZIQ IZ KLASSA R�k	� pUSTX Y � UNIWERSALXNYJ TORSOR NAD X� tOGDA
SU�ESTWUET TORSOR Y � NAD X� TAKOJ� �TO Y I Y � STABILXNO �KWIWALENTNY NAD k� �

iZU�ENIE GEOMETRII PERESE�ENIQ DWUH KWADRIK POZWOLILO POLU�ITX SLEDU��EE

WAVNOE UTWERVDENIE� DA��EE BOGATU� INFORMACI� OB ARIFMETIKE TAK NAZYWAEMYH

OBOB�ENNYH POWERHNOSTEJ �ATLE� ZADAWAEMYH W AFFINNYH KOORDINATAH URAWNENI�
QMI

y� � az� � P �x	� ��	

GDE a � k� P �x	 � MNOGO�LEN STEPENI � ILI � NAD POLEM k� a NE QWLQETSQ KWADRATOM

W k�
tEOREMA �� uNIWERSALXNYJ TORSOR Y GLADKOJ PROEKTIWNOJ OBOB�ENNOJ POWERH�

NOSTI �ATLE KWAZITRIWIALEN� T�E� IZ SU�ESTWOWANIQ k�RACIONALXNOJ TO�KI NA Y
SLEDUET k�RACIONALXNOSTX MNOGOOBRAZIQ Y� �

���� kONTRPRIMERY K GIPOTEZE zARISSKOGO� w �
�� GODU W SOWMESTNOJ RABO�
TE bOWILQ� kOLXO�tELENA� sANS�KA I S�RA sWINNERTON�dAJERA �b�� BYLI POSTRO�
ENY NE RACIONALXNYE� NO STABILXNO RACIONALXNYE MNOGOOBRAZIQ� nAD NEZAMKNU�
TYM POLEM TAKIE PRIMERY WSTRE�A�TSQ UVE SREDI POWERHNOSTEJ� DLQ ZAMKNUTYH
W RAZMERNOSTI n � �� �TIM BYL DAN OTRICATELXNYJ OTWET NA ODIN IZ WOPROSOW

o�zARISSKOGO� SM� sEGRE ���� mIR OKAZALSQ USTROENNYM SLOVNEE� �EM OVIDALOSX�
iDEQ KONSTRUKCII NAWEQNA ISSLEDOWANIQMI W OBLASTI N �TORSOROW p  Y � X� GDE
N � TOR nERONA�sEWERI MNOGOOBRAZIQ X� aWTORY RASSMATRIWA�T POWERHNOSTX �AT�
LE ��	� GDE P �x	 � NEPRIWODIMYJ MNOGO�LEN NAD k TRETXEJ STEPENI� a � k� a NE
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QWLQETSQ KWADRATOM W k I a ESTX DISKRIMINANT MNOGO�LENA P �x	� pUSTX � � KORENX
P �x	 W �k� F � k��	� M � k�

p
a	� L � k���

p
a	 � RAS�IRENIE gALUA S SIMMETRI�ES�

KOJ GRUPPOJ G�� pUSTX X � GLADKAQ PROEKTIWNAQ MODELX URAWNENIQ ��	 NAD POLEM
k� pOSKOLXKU MNOGOOBRAZIE XF RACIONALXNO NAD F � A XM � RACIONALXNO NAD M �
TO Pic �X � PicXL I H��L�M�P icXL	 � H��L�F� P icXL	 � �� tAKIM OBRAZOM� G��
MODULX PicXL QWLQETSQ WQLYM I� POSKOLXKU GRUPPA G� METACIKLI�NA� TO PicXL

LEVIT W D�G�	� nO GRUPPA D�G�	�S�G�	 TRIWIALXNA PO TEOREME �NDO�mIQTA ����
OTKUDA IZOMORFIZM

PicXL 
 �S� � �S�� ��	

GDE S� I S� � PERMUTACIONNYE MODULI� iTAK� POWERHNOSTX X MOVET PRETENDOWATX NA

ROLX STABILXNO RACIONALXNOGO MNOGOOBRAZIQ� pROEKTIWNU� MODELX X URAWNENIQ ��	
MOVNO WYBRATX W WIDE RASSLOENIQ NA KONIKI �  X � P� S �ETYRXMQ WYROVDENNY�
MI SLOQMI �KORNI P �x	 I �	� W SLOE NAD � ESTX k�RACIONALXNAQ TO�KA� pO TEOREME
iSKOWSKIH ��� POWERHNOSTX X NE QWLQETSQ k�RACIONALXNOJ� pUSTX p  Y � X � UNI�
WERSALXNYJ TORSOR S GRUPPOJ N� �N � Pic �X� iZ SOOTNO�ENIQ ��	 SLEDUET SU�ESTWO�
WANIE k�RACIONALXNOGO SE�ENIQ PROEKCII p� iMEEM BIRACIONALXNYJ k�IZOMORFIZM
Y � X�kN � nA Y ESTX k�TO�KA� PO�TOMU� PO TEOREME � P�����MNOGOOBRAZIE Y QWLQET�
SQ k�RACIONALXNYM�pOSKOLXKU MNOGOOBRAZIE N STABILXNO RACIONALXNO� �TO SLEDUET
IZ ��	� TO X TAKVE STABILXNO RACIONALXNO� iSKOMYJ PRIMER NAD NEZAMKNUTYM PO�
LEM POSTROEN� nESLOVNYE WY�ISLENIQ POKAZYWA�T� �TO dimN � �� dimS� � � DLQ
DANNOJ MODELI X� iMEEM X �k A

� � A��
k � bOLEE TONKIE RAS�ETY W STATXE �b��

POKAZYWA�T� �TO X �k A
� � A�

k�
eSLI POLE k ZAMKNUTO� TO WSE STABILXNO RACIONALXNYE POWERHNOSTI QWLQ�TSQ RA�

CIONALXNYMI� dLQ POSTROENIQ ANALOGI�NOGO PRIMERA NAD POLEM KOMPLEKSNYH �ISEL
C RASSMOTRIM POLE k � C�t	� nAD POLEM k RASSMOTRIM POWERHNOSTX

y� � a�t	z� � P �x� t	� ��	

GDE a�t	 � MNOGO�LEN BEZ KRATNYH KORNEJ� P �x� t	 � MNOGO�LEN OT DWUH PEREMENNYH�
NEPRIWODIMYJ NAD k KAK MNOGO�LEN OT x I IMEET TRETX� STEPENX PO x� a�t	 �
DISKRIMINANT x�MNOGO�LENA P � oBOZNA�IM �EREZ X GLADKU� PROEKTIWNU� MODELX

TREHMERNOGO MNOGOOBRAZIQ NAD C� ZADANNOGO URAWNENIEM ��	� mNOGOOBRAZIE X STA�
BILXNO RACIONALXNO NAD C� POSKOLXKU STABILXNO RACIONALXNA POWERHNOSTX ��	 NAD
k � C�t	� w RABOTE �b�� NA PODHODQ�EJ MODELI X WWODITSQ STRUKTURA RASSLOENIQ

NA KONIKI I WY�ISLQETSQ PROMEVUTO�NYJ QKOBIAN� w REZULXTATE� ESLI ROD KRIWOJ
P �x� t	 � � BOLX�E DWUH I EE PROEKCIQ NA OSX t NE IMEET TO�EK S INDEKSOM WETW�
LENIQ �� TO PROMEVUTO�NYJ QKOBIAN MNOGOOBRAZIQ X NE IZOMORFEN PROIZWEDENI�

QKOBIANOW KRIWYH� pROSTEJ�IE PRIMERY� pOWERHNOSTX y� � �z� � x� � � STABILXNO
RACIONALXNA NAD Q� NO NE QWLQETSQ Q�RACIONALXNOJ� tREHMERNOE MNOGOOBRAZIE

y� � �t� � �	�t � t� � �	z� � �x� � �t�x� � t� � �

STABILXNO RACIONALXNO NAD C� NO NE QWLQETSQ RACIONALXNYM�
�TI PRIMERY DA�T OTWET NA WOPROS� POSTAWLENNYJ dEMAZ�ROM W STATXE ��� O MAK�

SIMALXNYH TORAH W GRUPPE kREMONY Crk�n	 OT n PEREMENNYH� sU�ESTWUET MAKSI�
MALXNYJ TOR RAZMERNOSTI � W GRUPPE Crk��	� ESLI POLE k � ALGEBRAI�ESKI ZAMKNUTO�
eSLI POLE k OBLADAET RAS�IRENIEM gALUA S GRUPPOJ G�� TO TREHMERNYJ RAZLOVIMYJ
MAKSIMALXNYJ TOR IMEETSQ UVE W GRUPPE Crk��	�

rABOTA WYPOLNENA PRI FINANSOWOJ PODDERVKE rOSSIJSKOGO FONDA FUNDAMEN�

TALXNYH ISSLEDOWANIJ� GRANT ����������	�
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