
�� wESTNIK sAMgu� ����� sPECIALXNYJ WYPUSK�

wy�islenie predelow maksimalxnyh

srednih

o�p�fILATOW�

pOLU�ENY NEOBHODIMYE I DOSTATO�NYE USLOWIQ� POZWOLQ��IE SWODITX ZADA

�U WY�ISLENIQ PREDELA MAKSIMALXNOGO SREDNEGO K BOLEE PROSTOJ� pRIWODQTSQ

PRIMERY�

pOSTANOWKA ISHODNOJ ZADA�I SWQZANA S POSTROENIEM APPROKSIMIRU��IH DIF

FERENCIALXNYH WKL��ENIJ W PROBLEMAH USREDNENIQ�

� pOSTANOWKA ZADA�I I OBOZNA�ENIQ

pOSTROENIE APPROKSIMIRU��IH DIFFERENCIALXNYH WKL��ENIJ OSNOWANO NA WY�
�ISLENIQH ILI OCENKAH USREDNENNYH OPORNYH FUNKCIJ ��� �� ���

nAPOMNIM� �TO W EWKLIDOWOM PROSTRANSTWE Rm SO SKALQRNYM PROIZWEDENIEM �
�� � � OPORNAQ FUNKCIQ OGRANI�ENNOGO MNOVESTWA A � Rm W NAPRAWLENII WEKTORA

� � Rm OPREDELQETSQ RAWENSTWOM

c	A��
 � sup
a�A

� a� � � �

pO OPORNOJ FUNKCII ODNOZNA�NO WOSSTANAWLIWAETSQ SAMO MNOVESTWO A� PRI USLOWII�
�TO ONO ZAMKNUTO I WYPUKLO� tAKIM OBRAZOM� PRI RABOTE S MNOGOZNA�NYMI OTO�
BRAVENIQMI OPORNYE FUNKCII POZWOLQ�T �FFEKTIWNO OPISYWATX SOOTWETSTWU��IE

MNOVESTWA� w �ASTNOSTI� APPARAT OPORNYH FUNKCIJ UDOBEN DLQ KONSTRUKTIWNOGO

POSTROENIQ APPROKSIMIRU��IH DIFFERENCIALXNYH WKL��ENIJ W ZADA�AH USREDNE�
NIQ� PRI �TOM� FAKTI�ESKI� PRIHODITSQ WY�ISLQTX PREDELY MAKSIMALXNYH SREDNIH�
w OB�EM SLU�AE TRUDNO DATX KAKIE�LIBO RECEPTY PO RE�ENI� TAKIH ZADA�� nO

W PROSTEJ�IH SITUACIQH� IME��IH� TEM NE MENEE� PRAKTI�ESKIJ INTERES� MOVNO
PREDLOVITX KONSTRUKTIWNYE METODY RE�ENIQ PODOBNYH PROBLEM�

w DANNOM RAZDELE PRIWODITSQ ODNA IZ ZADA� TAKOGO RODA� KOTORAQ W �ASTNOM SLU�
�AE BYLA RE�ENA W ���� oSNOWNOJ REZULXTAT RABOTY
 tEOREMA ����

pEREHODIM TEPERX K POSTANOWKE ZADA�I�
rASMOTRIM PREDEL MAKSIMALXNOGO SREDNEGO WIDA

Mf 	��� ��
 � lim
���

sup
�

�

�

�Z
�

f	�	t

 dt� 	�


�fILATOW oLEG pAWLOWI�� kAFEDRA URAWNENIJ MATEMATI�ESKOJ FIZIKI sAMARSKOGO GOSUDARST�

WENNOGO UNIWERSITETA



wY�ISLENIE PREDELOW SREDNIH ��

GDE FUNKCIQ f � R � R PREDPOLAGAETSQ LOKALXNO INTEGRIRUEMOJ PO lEBEGU� A TO��
NAQ WERHNQQ GRANICA SREDNIH WY�ISLQETSQ PO WSEM RE�ENIQM � DIFFERENCIALXNOGO
WKL��ENIQ

d��dt � ���� ���� �	�
 � ��� 	�


zDESX POSTOQNNYE ��� �� UDOWLETWORQ�T NERAWENSTWAM � � �� � ��� kROME TOGO�
PREDPOLAGAEM� �TO FUNKCIQ f IMEET NULEWOE SREDNEE�

lim
���

�

�

�Z
�

f	�� � t
 dt � �� 	�


pO POWODU OGRANI�ENIQ NA SKOROSTI ��� �� SRAZU VE WNESEM RAZ�QSNENIE� eSLI

OTREZOK ���� ��� SWODITSQ K TO�KE �� TO PREDEL MAKSIMALXNOGO SREDNEGO 	�
 WSEGDA
SU�ESTWUET I RAWEN �ISLU f	��
� TO ESTX ZAWISIT OT NA�ALXNOGO USLOWIQ �� DIFFE�
RENCIALXNOGO WKL��ENIQ 	�
�

w SLU�AE� ESLI OTREZOK ���� ��� SODERVIT KROME NULQ I DRUGIE �ISLA� TO UKAZAN�
NYJ PREDEL ZAWEDOMO SU�ESTWUET� NAPRIMER� DLQ FUNKCII f� KOTORAQ IMEET MAKSI�
MALXNOE ZNA�ENIE W PROMEVUTKE ������ I �� � �� pONQTNO� �TO �TOT PREDEL� RAWNYJ
MAKSIMALXNOMU ZNA�ENI� FUNKCII NA MNOVESTWE ������� WOOB�E GOWORQ� ZAWISIT OT
NA�ALXNOGO USLOWIQ ��� pOSKOLXKU NAS INTERESUET SITUACIQ� KOGDA PREDEL MAKSI�
MALXNOGO SREDNEGO NE ZAWISIT OT NA�ALXNOGO USLOWIQ ��� TO �TI SLU�AI MY SRAZU

ISK��AEM IZ RASSMOTRENIQ�
nAKONEC� ESLI OTREZOK ���� ��� SOSTOIT IZ OTRICATELXNYH TO�EK� TO PEREHOD K

NOWOMU WREMENI �t SWODIT �TOT SLU�AJ K OSNOWNOMU OGRANI�ENI� NA PRAWU� �ASTX

DIFFERENCIALXNOGO WKL��ENIQ 	�
�
dLQ ZADA�I 	�
 TREBUETSQ UKAZATX KONSTRUKTIWNYJ METOD WY�ISLENIQ PREDELA

MAKSIMALXNOGO SREDNEGO� s �TOJ CELX� WWEDEM NEKOTORYE OBOZNA�ENIQ� KOTORYE BU�
DEM ISPOLXZOWATX DLQ FORMULIROWKI OSNOWNOGO REZULXTATA�

wO�PERWYH� MERU lEBEGA MNOVESTWA A BUDEM OBOZNA�ATX �	A
� dALEE� DLQ L�BOGO
� � � I L�BOGO c � R OPREDELIM MNOVESTWO

Af 	����� c
 � f� � ���� �� ��� � f	�
 � cg�

MERU KOTOROGO OBOZNA�IM �f 	����� c
� kROME TOGO� WWEDEM INTEGRAL

If 	����� c
 �

Z
Af

f	x
 dx� 	�


eSLI ZAMETITX� �TO INTEGRAL 	�
 RAWEN PLOSKOJ MERE lEBEGA ORDINATNOGO MNOVESTWA

T � f	x� y
 � x � Af 	c
� y � ��� f	x
�g�

TO �TOT VE INTEGRAL MOVNO PREDSTAWITX W WIDE

If �

Z
T

dxdy� 	�


pOSLEDNEE RAWENSTWO POZWOLQET WYQWITX SWQZX MEVDU INTEGRALOM If I FUNKCIEJ �f �



�� o�p�fILATOW

� lEMMA OB ORDINATNOM MNOVESTWE

lEMMA ���� dLQ INTEGRIRUEMOJ �PO lEBEGU� FUNKCII f � �a� b� � R IMEET MESTO

RAWENSTWO

If 	c
 � c�f 	c
 �

�Z
c

�f 	y
 dy� 	�


GDE �f 	c
 � �	Af 	c

� Af 	c
 � fx � �a� b� � f	x
 � cg� If 	c
 �
R
Af

f	x
 dx�

	� dEJSTWITELXNO� ESLI c � �� TO WELI�INA �f 	c
 RAWNA LINEJNOJ MERE POPERE��
NOGO SE�ENIQ lf 	c
 ORDINATNOGO MNOVESTWA T PRQMOJ y � c� pOSLEDNEE MNOVESTWO
PREDSTAWIM W WIDE T � T�

S
T�� GDE

T� � f	x� y
 � x � Af � y � ��� c
g� T� � f	x� y
 � x � Af � y � �c� f	x
�g�

pLOSKAQ MERA lEBEGA MNOVESTWA T� RAWNA c�f 	c
�pO�TOMU W SILU ADDITIWNOSTI MERY
I TEOREMY fUBINI� PRIMENENNOJ K INTEGRALU 	�
 PRI T � T�� POLU�IM

If 	c
 � c�f 	c
 �

�Z
c

lf 	y
 dy�

�TO SOWPADAET S 	�
� TAK KAK lf 	c
 � �f 	c
�
eSLI c � �� TO

lf 	c
 � �fx � �a� b� � f	x
 � cg�

w �TOM SLU�AE ORDINATNOE MNOVESTWO T � f	x� y
 � x � �a� b� � f	x
 � cg PREDSTAWIM W

WIDE T � T�
S
T�� GDE

T� � T 
 f	x� y
 � y � �g� T� � T 
 f	x� y
 � y � �g�

dLQ MNOVESTWA T�� LEVA�EGO W WERHNEJ POLUPLOSKOSTI� PO TEOREME fUBINI IMEEM

Z
T�

dxdy �

�Z
�

�f 	y
 dy� 	�


pUSTX TEPERX T�
MNOVESTWO� LEVA�EE W NIVNEJ POLUPLOSKOSTI y � �� OGRANI�ENNOE
OSX� ABSCISS� PRQMOJ y � c I GRAFIKOM FUNKCII f	x
� zAMETIM� �TO

Z
T�

dxdy � c�f	x� y
 � x � Af 	c
� c � y � �g�

Z
T
�

dxdy�

oTS�DA� WWEDQ OBOZNA�ENIE h	c
 � �f	x� y
 � x � Af 	c
� c � y � �g� POLU�IM

Z
T
�

dxdy �

Z
T�

dxdy � ch	c
 � �

�Z
c

lf 	y
 dy � ch	c
� 	�


�nA�ALO I KONEC DOKAZATELXSTWA OTME�A�TSQ SOOTWETSTWENNO ZNAKAMI�� ��
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pOSKOLXKU�
lf 	y
 � 	b� a
� �fx � �a� b� � f	x
 � yg � h�	y
�

GDE h�	y
 � �fx � �a� b� � f	x
 � yg� TO

�

�Z
c

lf 	y
 dy � c	b� a
 �

�Z
c

�f 	y
 dy �

�Z
c

h�	y
 dy� 	�


pOSLEDNIJ INTEGRAL W PRAWOJ �ASTI �TOGO RAWENSTWA RAWEN �� TAK KAK EGO WELI�INA
OPREDELQET PLOSKU� MERU lEBEGA MNOVESTWA� PRINADLEVA�EGO GRANICE IZMERIMOGO
MNOVESTWA T� s U�ETOM �TOGO ZAME�ANIQ� IZ 	�
�	�
 SLEDUET

Z
T
�

dxdy � c	b� a
� ch	c
 �

�Z
c

�f 	y
 dy� 	��


tAK KAK c�f 	c
 � c	b � a
� ch	c
� TO IZ FORMUL 	�
� 	��
 POLU�IM RAWENSTWO 	�
 DLQ
WSEH c � ��

tAKIM OBRAZOM� SOOTNO�ENIE 	�
 DOKAZANO PRI L�BOM c � R� �

� tEOREMA O SOWPADENII PREDELOW

w �TOM RAZDELE PRIWODITSQ OSNOWNOJ REZULXTAT O WY�ISLENII PREDELA 	�
� POZWO�
LQ��IJ W NEKOTORYH SLU�AQH KONSTRUKTIWNO POLU�ATX OTWET�

dLQ FORMULIROWKI SOOTWETSTWU��EJ TEOREMY WWEDEM SLEDU��IE OBOZNA�ENIQ�
k � �����
OTNO�ENIE PREDELXNYH SKOROSTEJ DLQ DIFFERENCIALXNOGO WKL��ENIQ

	�
�

I�f � If��� ��f � �f���

tEPERX OPREDELIM FUNKCII

	f 	k��� c
 �
	k � �
I�f

� � 	k � �
��f
�

�f 	k
 � lim
���

sup
c��

	f 	k��� c
�

zAWISIMOSTX OT NA�ALXNOGO USLOWIQ �� PREDELOW Mf ��f � W OBOZNA�ENIQH �TIH I PRO�
MEVUTO�NYH SOTNO�ENIJ MY DLQ KRATKOSTI OPUSKAEM�

uTO�NIM TEPERX TERMINOLOGI�� ISPOLXZUEMU� NIVE�
iZMERIMU� FUNKCI� f � R � R MY NAZYWAEM STUPEN�ATOJ� ESLI NA L�BOM OT�

REZKE ONA PRINIMAET KONE�NOE �ISLO ZNA�ENIJ� pRI �TOM� ESLI OTREZOK PREDSTAWIM
W WIDE OB�EDINENIQ PROMEVUTKOW NA KAVDOM IZ KOTORYH FUNKCIQ POSTOQNNAQ� TO
TAKU� FUNKCI� NAZYWAEM PROSTOJ STUPEN�ATOJ�

nAPOMNIM TAKVE IZWESTNYJ FAKT IZ TEORII FUNKCIJ� rE�X IDET O PREDSTAWLENII
NEUBYWA��EJ PO c � R WWEDENNOJ WY�E FUNKCII �f 	j� �� c
� GDE j
CELOE� NA OTREZKE
��b� b�� b � �� W WIDE SUMMY

�f 	j��� c
 � �f 	j��� c
 � hf 	j��� c
� � � �� 	��
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NEPRERYWNOJ PO c � ��b� b� NEWOZRASTA��EJ FUNKCII �f I FUNKCII SKA�KOW

hf �
X
cs�c

hs�

GDE c�� c�� � � �
 TO�KI RAZRYWA FUNKCII �f � A WELI�INA hs � f	cs � �
 � f	cs � �


SKA�OK FUNKCII W TO�KE cs� dLQ UDOBSTWA FORMULIROWOK MNOVESTWO LOKALXNO INTEG�
RIRUEMYH FUNKCIJ f � R � R� IME��IH NULEWOE SREDNEE 	�
� OBOZNA�IM SIMWOLOM

S�� oSNOWNOJ REZULXTAT DANNOJ RABOTY FORMULIRUETSQ W SLEDU��EJ TEOREME�

tEOREMA ���� pUSTX FUNKCIQ f � S�� tOGDA PREDEL Mf SU�ESTWUET ODNOWREMENNO

S PREDELOM �f I ONI SOWPADA�T�

Mf 	��� ��
 � �f 	k
� 	��


� dOKAZATELXSTWO tEOREMY ���

rAWENSTWO 	��
 BUDEM DOKAZYWATX POSLEDOWATELXNO DLQ GLADKIH� PROSTYH STUPEN�
�ATYH� STUPEN�ATYH I� NAKONEC� LOKALXNO INTEGRIRUEMYH FUNKCIJ�

lEMMA ���� pUSTX f � S�� tOGDA DLQ L�BOGO K � � SU�ESTWUET LOKALXNO OGRANI�
�ENNAQ FUNKCIQ g � S� TAKAQ� �TO

�Z
��

jf	x
� g	x
j dx � K� 	��


I DLQ L�BYH ��� c � R�� � � WYPOLNQ�TSQ NERAWENSTWA

j�f 	����� c
� �g	����� c
j � K� jIf 	����� c
� Ig	����� c
j � K� 	��


nAOBOROT� ESLI FUNKCIQ g UDOWLETWORQET OCENKAM ����� ����� TO g � S� I SPRA�
WEDLIWY RAWENSTWA

Mf 	��� ��
 � Mg	��� ��
� �f 	k
 � �g	k
 	��


PRI USLOWII SU�ESTWOWANIQ SOOTWETSTWU��IH PREDELOW DLQ ODNOJ IZ FUNKCIJ�

	 tREBUEMAQ LOKALXNO OGRANI�ENNAQ FUNKCIQ g POLU�AETSQ IZ f SREZKOJ NA KAVDOM
IZ PROMEVUTKOW 	j� j���� j
CELOE� DOSTATO�NO BOLX�OJ KONSTANTOJ� GARANTIRU��EJ
WYPOLNENIE NERAWENSTW 	��
�	��
� eSLI NEKOTORAQ FUNKCIQ g UDOWLETWORQET UKAZAN�
NYM NERAWENSTWAM� TO PERWOE IZ RAWENSTW W 	��
 SLEDUET IZ 	��
� TAK KAK �� � ��
wTOROE WYTEKAET IZ 	��
� POSKOLXKU

j	f 	k��� c
� 	g	k��� c
j � K���

S NEKOTOROJ POSTOQNNOJK� NE ZAWISQ�EJ OT� I c� PRI USLOWII SU�ESTWOWANIQ ODNOGO
IZ PREDELOW �f 	k
��g	k
��

rAWENSTWA 	��
 DALEE PONIMA�TSQ S OBY�NOJ OGOWORKOJ O SU�ESTWOWANII ODNOGO
IZ PREDELOW�

lEMMA ���� dLQ L�BOJ PROSTOJ STUPEN�ATOJ FUNKCII f � S� SU�ESTWUET GLAD�
KAQ FUNKCIQ g � C� 
 S� DLQ KOTOROJ WYPOLNQ�TSQ SOOTNO�ENIQ �����
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	 sOGLASNO lEMME ��� DOSTATO�NO POSTROITX FUNKCI� g S OCENKAMI 	��
�	��
� dLQ
�TOGO FUNKCI� f	x
 W OKRESTNOSTI KAVDOJ TO�KI RAZRYWA a ZAMENQEM SWERTKOJ

�Z
��

��	x� t
f	t
 dt

PRI DOSTATO�NO MALOM 
 � 
	a
 � �� GDE USREDNQ��AQ BESKONE�NO DIFFERENCIRUEMAQ
FUNKCIQ �� � �� UDOWLETWORQET OBY�NYM USLOWIQM

�Z
��

��	x
 dx � �� supp	��
 � ��
� 
��

zDESX supp	��

NOSITELX FUNKCII ���
mOVNO S�ITATX� �TO W 
�OKRESTNOSTI TO�KI a NET DRUGIH TO�EK

RAZRYWA� w TAKOM SLU�AE� POGRE�NOSTX W METRIKE PROSTRANSTWA L�	R
 OT ZAMENY
FUNKCII f EE APPROKSIMIRU��EJ TOLXKO W UKAZANNOJ OKRESTNOSTI �TOJ TO�KI NE

PREWOSHODIT WELI�INY �
	a
h	a
� GDE h	a

SKA�OK FUNKCII f W TO�KE a� mNOVESTWO
WSEH TO�EK RAZRYWA NE BOLEE �EM S�ETNO� pO�TOMU ZA S�ET WYBORA 
	a
 MOVNO OBES�
PE�ITX L�BU� TO�NOSTX APPROKSIMACII� SKAVEM K � �� I WYPOLNENIE NERAWENSTW

	��
 DLQ �TOGO VE �ISLA K� �

lEMMA ���� dLQ L�BOJ STUPEN�ATOJ FUNKCII f � S� SU�ESTWUET PROSTAQ STU�
PEN�ATAQ FUNKCIQ g � S� DLQ KOTOROJ WYPOLNQ�TSQ RAWENSTWA �����

	 dLQ PROMEVUTKA 	j� j � ��� j
CELOE� SU�ESTWUET CELOE N � N 	j
� OPREDELQ��EE
�ISLO POPARNO NEPERESEKA��IHSQ MNOVESTW

B�� B�� � � � � BN �

OB�EDINENIE KOTORYH SOSTAWLQET WESX PROMEVUTOK� A FUNKCIQ f POSTOQNNA NA KAV�
DOM IZ MNOVESTW� f	Bi
 � fi� iZMERIMOE MNOVESTWO Bi APPROKSIMIRUEM OTKRYTYM

MNOVESTWOM Ui � 	j� j���� SOSTOQ�IM IZ KONE�NOGO �ISLA POPARNO NEPERESEKA��IHSQ
INTERWALOW� TAK� �TOBY WYPOLNQLISX OCENKI

j�	Bi
� �	Ui
j � 
j�	�N
�
� �	ui nBi
 � 
j�	�N

�
 	��


PRI L�BOM i � �� �� � � � � N� GDE 
j � � WYBIRAETSQ TAK� �TOBY

�X
j���

	� � bj

j � �� bj � max
j�x�j��

jf	x
j�

mNOVESTWO

Vi � Ui n
�
s��i

Us

SOSTOIT IZ KONE�NOGO �ISLA POPARNO NEPERESEKA��IHSQ PROMEVUTKOW� nA OSNOWANII
	��
 NETRUDNO POLU�ITX SLEDU��U� OCENKU

j�	Bi
� �	Vi
j � 
j�	�N 
 	��
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oTS�DA� DLQ MERY MNOVESTWA

VN�� � 	j� j � �� n
N�
i��

Vi

POLU�IM

�	VN��
 � 
j��� 	��


tEPERX OPREDELIM PROSTU� STUPEN�ATU� FUNKCI� g NA WSEJ OSI� POLAGAQ EE RAWNOJ
f W TO�KAH MNOVESTWA Vi� i �� N 	j
 � �� nA KAVDOM IZ MNOVESTW VN�� POLAGAEM

g � fN�� � �� pO POSTROENI� NA MNOVESTWE Vi
T
Bi FUNKCII f I g SOWPADA�T�

PO�TOMU

j��Z
j

jf	x
� g	x
j dx �
NX
i��

Z
VinBi

jf	x
 � g	x
j dx�

Z
VN��

jf	x
j dx�

pOSKOLXKU Vi nBi � Ui nBi� TO S U�ETOM 	��
� 	��
� OTS�DA SLEDUET OCENKA

j��Z
j

jf	x
� g	x
j dx � N 	
j�	�N
�
�bj � 	
j��
bj � 
jbj �

A ZNA�IT WYPOLNQETSQ 	��
 PRI K � �� iZ 	��
�	��
 POLU�IM PERWU� IZ OCENOK 	��
�
TAK KAK

j�f 	j� �� c
� �g	j� �� c
j �
X
fi�c

j�	Vi
� �	Bi
j� �	VN��
 � 
j�

oTS�DA� SOGLASNO 	�
� SLEDUET WTORAQ IZ OCENOK 	��
� dEJSTWITELXNO�

jIf 	j� �� c
� Ig	j� �� c
j � bj
j � �bj
j � �bj
j � ��

tAKIM OBRAZOM� PO lEMME ��� WYPOLNQ�TSQ RAWENSTWA 	��
� 	��
 DLQ �TOGO VE �ISLA
K� �

lEMMA ���� dLQ L�BOJ FUNKCII f � S� SU�ESTWUET STUPEN�ATAQ FUNKCIQ g � S��
DLQ KOTOROJ WYPOLNQ�TSQ RAWENSTWA �����

	 pO lEMME ��� FUNKCI� f MOVNO S�ITATX OGRANI�ENNOJ NA L�BOM PROMEVUTKE

	j� j � ��� j
CELOE� T�E� jf j � b � b	j
� dLQ CELOGO n � n	j
 � ��
j� GDE 
j IZ DOKAZA�
TELXSTWA PREDYDU�EJ LEMMY� SOSTAWIM MNOVESTWO Aj � ��b� b�� �LEMENTAMI KOTORO�
GO QWLQ�TSQ TO�KI WIDA

�b� ib�n� i � �� �� � � � � �n

I PERWYE p � p	j
 TO�EK RAZRYWA FUNKCII �f 	j� �� c
� c � ��b� b�� GDE CELOE p WYBIRA�
ETSQ TAK� �TOBY 	SM� 	��

 X

s�p��

jh	s
j � 
j��� 	��


wSE TO�KI MNOVESTWA Aj PRONUMERUEM W PORQDKE WOZRASTANIQ� Aj � faj��� aj��� � � �g� I
POLOVIM

Bj�i � fx � 	j� j � �� � aj�i � f	x
 � aj�i��g�
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tEPERX OPREDELIM STUPEN�ATU� FUNKCI� g NA WSEJ OSI� POLAGAQ EE RAWNOJ aj�i W
TO�KAH MNOVESTWA Bj�i� tOGDA BUDET WYPOLNENO 	��
 PRI K � �� TAK KAK

�Z
��

jf	�	x
 � g	x
j dx �
�X

j���

j��Z
j

jf	x
� g	x
j dx �
�X

j���


j � ��

mOVNO S�ITATX �ISLO n	j
 NASTOLXKO BOLX�IM� �TO NERAWENSTWO

jc� � c�j � ��n	j
� c�� c� � ��b� b�

WLE�ET OCENKU

j�f 	j� �� c�
 � �f 	j� �� c�
j � 
j�� 	��


DLQ FUNKCII �f IZ 	��
 W SILU EE RAWNOMERNOJ NEPRERYWNOSTI PO PEREMENNOJ c �
��b� b�� zAMETIM� �TO PRI c � 	aj�i� aj�i��
 WYPOLNQETSQ RAWENSTWO

�g	j� �� c
 � �f 	j� �� aj�i��
�

PO�TOMU IZ 	��
�	��
�	��
 POLU�IM

j�f 	j� �� c
� �g	j� �� c
j � 
j �

zAMETIM� �TO PRI ZAMENE � NA �� � � � � � UKAZANNOE SOOTNO�ENIE SOHRANQETSQ�
oTS�DA SLEDUET WYPOLNENIE PERWOGO IZ NERAWENSTW 	��
 PRI K � �� wTOROE OBOSNO�
WYWAETSQ KAK I W lEMME ����

tEPERX IZ lEMMY ��� SLEDU�T RAWENSTWA 	��
� �
iZ lEMM ������� WYTEKAET� �TO tEOREMU ��� DOSTATO�NO DOKAZATX TOLXKO DLQ GLADKIH
FUNKCIJ�

lEMMA ���� tEOREMA ��� SPRAWEDLIWA DLQ L�BOJ FUNKCII f � S� 
 C�	R
�

	 nA OSNOWANIII PRINCIPA MAKSIMUMA pONTRQGINA 	SM� ��� S����
 USTANAWLIWAETSQ�
�TO PRI FIKSIROWANNOM � � � DLQ ZADA�I SO SWOBODNYM KONCOM

F 	���
 �

�Z
�

f	�	t
 dt � sup�

d��dt � u� u � ���� ���� �	�
 � ���

UPRAWLENIE u NEOBHODIMO WYBIRAETSQ PO PRAWILU

u	t
 �

�
��� ESLI p	t
 � ��
��� ESLI p	t
 � ��

GDE p	t

RE�ENIE DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ

dp�dt � �df	�	t

�d�� �	�
 � ��

pUSTX �	�
 � u	t	�

� GDE t	�

 FUNKCIQ� OBRATNAQ K �	t
� pOLOVIM 		�
 � p	t	�

�
tOGDA

�	�
 �

�
��� ESLI 		�
 � ��
��� ESLI 		�
 � ��
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dLQ NEPRERYWNOJ FUNKCII 	 MNOVESTWO

f� � ���� �	�
� � 		�
 � �g

RASPADAETSQ NA NE BOLEE �EM S�ETNOE MNOVESTWO POPARNO NEPERESEKA��IHSQ INTER�
WALOW I� WOZMOVNO� DWUH PROMEVUTKOW� wMESTE SO SMEVNYMI PROMEVUTKAMI �TO DAET
RAZLOVENIE OTREZKA

���� �	�
� �
�
j��

Aj

NA POPARNO NEPERESEKA��IESQ PROMEVUTKI Aj � GDE PRINQTO A� � ���� ��� PRI NEKOTO�
ROM �� � ��� nA KONCAH L�BOGO PROMEVUTKA Aj PRI j � � FUNKCIQ 	 OBRA�AETSQ W ��
A WO WNUTRENNIH TO�KAH PROMEVUTKA LIBO 	 � �� LIBO 	 � �� pOKAVEM� �TO NA KONCAH
L�BOGO PROMEVUTKA Aj � j � �� FUNKCIQ f PRINIMAET ZNA�ENIE f	��
� dEJSTWITELXNO�

df�d� � ��	�
d	�d�� 	��


oTS�DA�

f	�
 � f	��
 �

�Z
��

�	�
 �		�
 d��

pO�TOMU� ESLI aj � bj
GRANICY PROMEVUTKA Aj� TO

f	bj
 � f	��
�
X
bi�bj

Z
Ai

�	�
 �		�
 d� � f	��
�

POSKOLXKU FUNKCIQ �	�
 POSTOQNNA WO WNUTRENNIH TO�KAH PROMEVUTKA Ai� A NA KON�
CAH PROMEVUTKA 		ai
 � 		bi
 � ��

tAKIM OBRAZOM� PRAWILO WYBORA UPRAWLENIQ �	�
 MOVNO SFORMULIROWATX QWNO
W TERMINAH ZNA�ENIJ FUNKCII f� TAK KAK IZ 	��
 SLEDUET� �TO NERAWENSTWO 		�
 �
� �KWIWALENTNO NERAWENSTWU f	�
 � f	��
� A SOOTNO�ENIE 		�
 � � �KWIWALENTNO

SOOTNO�ENI� f	�
 � f	��
� pUSTX TEPERX c � R�PROIZWOLXNOE �ISLO� oPREDELIM

FUNKCI�

�	�
 �

�
��� ESLI f	�
 � c�
��� ESLI f	�
 � c�

	��


tOGDA OPTIMALXNOE RE�ENIE � � �	t
�� � t � �� NA�EJ ZADA�I PRINADLEVIT MNO�
VESTWU RE�ENIJ �� DIFFERENCIALXNOGO WKL��ENIQ 	�
� KAVDOE IZ KOTORYH OPREDE�
LQETSQ SLEDU��IM OBRAZOM� dLQ PROIZWOLXNOGO c � R STROITSQ FUNKCIQ �	�
 	��
�
A ZATEM NA OTREZKE ������ GDE

� �

���TZ
��

d�

�	�

� T � T 	�
� 	��


NEQWNO ZADAETSQ RE�ENIE � � �	t
 ZADA�I 	��
 URAWNENIEM

t �

�Z
��

d�

�	�

�



wY�ISLENIE PREDELOW SREDNIH ��

dLQ PROIZWOLXNOGO RE�ENIQ � � �� PREOBRAZUEM SREDNEE F 	���
��� iMEEM

F 	���
 �

����Z
��

f	�
 d�

�	�

�

Z
f����c

f	�
 d�

�	�

�

Z
f����c

f	�
 d�

�	�

� 	��


pOLOVIM T � �	�
 � ��� pOSKOLXKU FUNKCIQ f IMEET NULEWOE SREDNEE� TO PRAWAQ
�ASTX 	��
 W SILU 	��
 RAWNA

If 	��� T� c
� � 
	c� T� ��
T�

GDE � � ���� � ����� A FUNKCIQ 
	c� T� ��
� � PRI T �� RAWNOMERNO PO c � R�
aNALOGI�NO� RAZBIWAQ INTEGRAL 	��
 NA DWA PO TEM VE MNOVESTWAM� �TO I 	��
�

UBEVDAEMSQ W RAWENSTWE

� � �f 	��� T� c
� � T���� 	��


sLEDOWATELXNO� SREDNEE

F 	���


�
� 	f 	k� T� c
 � 
� 
 �

��


� � 	k � �
��
f

�

pOSKOLXKU 
 � � PRI ��� RAWNOMERNO PO c � R� TO

lim
���

sup
����

F 	���


�
� lim

T��
sup
c�R

	f 	k� T� c
� 	��


zAMETIM� �TO PRI c � � WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO I�f 	T� c
 � I�f 	�� c
 I W TO VE

WREMQ ��f 	T� c
 � ��f 	�� c
�pO�TOMU W PRAWOJ �ASTI 	��
 DOSTATO�NO PEREBRATX TOLXKO
ZNA�ENIQ c � ��

oSTAETSQ ZAMETITX� �TO FUNKCIONAL l	�
 � F 	���
��� OPREDELENNYJ NA MNOVES�
TWE Q� WSEH RE�ENJ ZADA�I 	�
 PRI � � t � �� DOSTIGAET SWOEGO MAKSIMALXNOGO

ZNA�ENIQ� TAK KAK MNOVESTWO Q� QWLQETSQ KOMPAKTOM W RAWNOMERNOJ METRIKE� ���
tEOREMA �� S� ����� A FUNKCIONAL l	�
 NEPRERYWEN W �TOJ METRIKE�
tAKIM OBRAZOM� tEOREMA ��� DOKAZANA�

� sLEDSTWIQ

pRIWEDEM DWA REZULXTATA� KOTORYE SLEDU�T IZ tEOREMY ����

tEOREMA ���� pUSTX FUNKCIQ f � S� I SU�ESTWUET RAWNOMERNO PO c � � PREDEL

	f 	k��� c
 � lim
T��

	f 	k� T� c
�

tOGDA SU�ESTWUET PREDEL ���� PRI �TOM

Mf 	��� ��
 � sup
c��

	f 	k��� c
� 	��


	 dEJSTWITELXNO� PRI NAHOVDENII PREDELA �f 	k
 W PRAWOJ �ASTI 	��
� W SILU RAWNO�
MERNOSTI PREDELXNOGO PEREHODA PO c� MOVNO PERESTAWITX MESTAMI OPERACII WY�IS�
LENIQ PREDELA I NAHOVDENIQ TO�NOJ WERHNEJ GRANICY� �
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w �ASTNOSTI� ESLI SU�ESTWU�T RAWNOMERNYE PO c � � PREDELY

If 	c
 � lim
T��

If 	T� c
� �f 	c
 � lim
T��

�f 	T� c
�

TO RAWENSTWO 	��
 PRINIMAET WID

Mf 	��� ��
 � �f 	k
 � sup
c��

	k � �
If 	c


� � 	k � �
�f 	c

� k � ������ 	��


�TOT SLU�AJ WSEGDA IMEET MESTO DLQ P
PERIODI�ESKIH FUNKCIJ� POSKOLXKU

If 	c
 � If 	P� c
�P� �f 	c
 � �f 	P� c
�P� 	��


bOLEE TOGO� OT NA�ALXNOGO USLOWIQ ��� KOTOROE FIGURIRUET W ZADA�E 	�
� UKAZANNYE
FUNKCII NE ZAWISQT� �TOT REZULXTAT MY SFORMULIRUEM OTDELXNO�

tEOREMA ���� pUSTX FUNKCIQ f � S� I QWLQETSQ P	PERIODI�ESKOJ� tOGDA RAWNO�
MERNO PO �� � R SU�ESTWUET PREDEL ���� KOTORYJ MOVNO WY�ISLITX PO FORMULE

�
��� GDE FUNKCII If 	c
� �f 	c
 OPREDELQ�TSQ RAWENSTWAMI �
���

tAKIM OBRAZOM� DLQ PERIODI�ESKOJ FUNKCII PREDEL MAKSIMALXNOGO SREDNEGO �f 	k

	�
 ZAWISIT OT OTNO�ENIQ SKOROSTEJ k � ����� I EGO MOVNO WY�ISLITX PO FORMULE

�f 	k
 � sup
c��

If 	c
�

Tf 	c

� 	��


KOTORAQ OTLI�AETSQ TOLXKO FORMOJ ZAPISI OT 	��
� GDE 	SM�	�



If 	c
 � c�f 	c
 �

�Z
c

�f 	y
 dy�

Tf 	c
 � �f 	c
� � P���� � � ���� � �����

pRIWEDEM E�E ODIN PRIMER WY�ISLENIQ PREDELA 	�
 S POMO�X� FORMULY 	��
�
pUSTX GRAFIK FUNKCII f � S� PREDSTAWLQET POSLEDOWATELXNOSTX PRQMOUGOLXNYH

IMPULXSOW ODINAKOWOJ WYSOTY h I SU�ESTWUET SREDNEE �S OT jf j� tOGDA PO FORMULE
	��
� KAK NETRUDNO PROWERITX� POLU�IM

Mf 	��� ��
 �
	k � �
S

� � 	k � �
S�h
� k � ������ 	��


zAMETIM� �TO W �TOM PRIMERE FUNKCIQ f� WOOB�E GOWORQ� NE PERIODI�ESKAQ�
w POSLEDNEM PRIMERE MY RASSMOTRIM TRIGONOMETRI�ESKU� FUNKCI� f � sin � w

�TOM SLU�AE

�f 	c
 �

�
� � � arcsin c� ESLI � � c � ��

�� ESLI c � ��

If 	c
 �

�
� sin	�	c
�c
� ESLI � � c � ��

�� ESLI c � ��

pEREHODQ K PEREMENNOJ � � ��� ��� PO FORMULE 	��
 POLU�IM

Msin	��� ��
 � �sin	k
 �
�	k � �


�	k � �

Qsin	k
� 	��




wY�ISLENIE PREDELOW SREDNIH ��

GDE DLQ UDOBSTWA WWEDENA FUNKCIQ

Qsin	k
 � �	k � �
 sup
�����

sin	���


�� � 	k � �
�
� 	��


nETRUDNO PROWERITX� �TO FUNKCIQ Qsin	k
 MONOTONNO WOZRASTAET PRI k � � OT ZNA�
�ENIQ Qsin	�
 � � DO PREDELXNOGOGO ZNA�ENIQ ���� tAKIM OBRAZOM�

� � Qsin	k
 � ���� k � �� 	��


rAZUMEETSQ� �TI VE REZULXTATY POLU�A�TSQ I DLQ FUNKCII f � cos� �TO� WPRO�EM�
SLEDUET IZ SWOJSTW MAKSIMALXNYH SREDNIH� KOTORYE MY SFORMULIRUEM W WIDE SLE�
DU��EJ TEOREMY�

tEOREMA ���� pUSTX DLQ FUNKCIJ f� g � S� SU�ESTWU�T MAKSIMALXNYE SREDNIe
���� tOGDA IME�T MESTO SLEDU��IE SWOJSTWA

a� Mcf � cMf PRI L�BOM c � ��
b� Mf�g �Mf �Mg�
c� ESLI PRI L�BYH c�� � � MERY MNOVESTW

fx � ���� �� ��� � f	x
 � cg� fx � ���� �� ��� � g	x
 � cg

SOWPADA�T� TO SOWPADA�T I MAKSIMALXNYE SREDNIe Mf � Mg �

	 pERWYE DWA SWOJSTWA SLEDU�T IZ OPREDELENIQ MAKSIMALXNYH SREDNIH� sWOJSTWO
c
 WYTEKAET IZ lEMMY �� �

nAPRIMER� RAWENSTWO Msin � Mcos SRAZU POLU�AETSQ IZ SWOJSTWA c
�
rABOTA WYPOLNENA PRI PODDERVKE rffi� PROEKT ������������
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