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w DANNOJ RABOTE PRODOLVENY ISSLEDOWANIQ� ANONSIROWANNYE W ZAMETKAH ������ pUSTX O

� KOMMUTATIWNOE KOLXCO S EDINICEJ BEZ DELITELEJ NULQ� k � EGO POLE �ASTNYH� G� LI�
NEJNAQ ALGEBRAI�ESKAQ GRUPPA� OPREDELENNAQ NAD POLEM k � cELOJ FORMOJ GRUPPY G BUDEM

NAZYWATX GRUPPOWU� O�SHEMU X TAKU�� �TO SU�ESTWUET GRUPPOWOJ IZOMORFIZM k�GRUPP

X �O k � G� nEOBHODIMOSTX POSTROENIQ CELYH FORM GRUPPY G DIKTUETSQ RAZLI�NYMI

WOPROSAMI ARIFMETIKI I ANALIZA NA GRUPPE G� �TO WOPROSY REDUKCII ALGEBRAI�ESKIH

GRUPP PO PROSTOMU MODUL�� PROBLEMY WY�ISLENIQ �ISLA KLASSOW� WOPROSY PRAKTI�ESKOGO

PRIMENENIQ FORMUL zIGELQ�tAMAGAWY I DR�

oSNOWNYM REZULXTATOM DANNOJ STATXI QWLQETSQ KONSTRUKCIQ MINIMALXNOJ CELOJ MO�
DELI ALGEBRAI�ESKOGO TORA� OPREDELENNOGO NAD POLNYM NEARHIMEDOWYM RAS�IRENIEM POLQ

ALGEBRAI�ESKIH �ISEL I IZU�ENIE STROENIQ �TOJ MODELI� eSLI TOR IMEET NERAZWETWLEN�
NOE POLE RAZLOVENIQ� �TOT WOPROS LEGKO RE�AETSQ� GLAWNAQ ZADA�A � IZU�ENIE MODELI W

SLU�AE RAZWETWLENNOGO POLQ RAZLOVENIQ� oPISANY SWOJSTWA GRUPPOWYH SHEM� POLU�AEMYH
PRI REDUKCII �TIH MODELEJ PO PROSTOMU MODUL�� iSPOLXZUQ APPROKSIMACI�� POSTROE�
NY MINIMALXNYE MODELI TOROW NAD KOLXCOM CELYH ALGEBRAI�ESKIH �ISEL� wY�ISLENY p�

ADI�ESKIE OB�EMY RQDA MINIMALXNYH MODELEJ�

� oB�IJ SLU�AJ

pUSTX� KAK I WY�E� O � OBLASTX CELOSTNOSTI S EDINICEJ� k � EGO POLE �ASTNYH� G �
LINEJNAQ ALGEBRAI�ESKAQ GRUPPA� OPREDELENNAQ NAD POLEM k� sU�ESTWOWANIE CELOJ FORMY
X DLQ GRUPPY G PROWERQETSQ SOWSEM PROSTO� oDIN IZ METODOW POSTROENIQ � SLEDU��IJ�
iMEEM LINEJNOE PREDSTAWLENIE GRUPPY G W POLNU� LINEJNU� GRUPPU
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cELYE STRUKTURY W ALGEBRAI�ESKIH TORAH ��

ESTX O�ALGEBRA hOPFA W k�G	� tAKIM OBRAZOM� KAVDOE TO�NOE LINEJNOE PREDSTAWLENIE �
GRUPPY G OPREDELQET GRUPPOWU� O�FORMU G� 
 SpecA GRUPPY G� hOTQ STROENIE ALGEBRY
hOPFA k�G	 I NE ZAWISIT OT WYBORA TO�NOGO PREDSTAWLENIQ ���� ODNAKO� ZARANEE �TOGO NELXZQ
SKAZATX O GRUPPAH G�� nIVE MY UWIDIM� �TO NE WSE SHEMY G� BUDUT IZOMORFNYMI NAD O�
wOPROS O KLASSIFIKACII WSEH O�FORM DANNOJ k�GRUPPY G� NA NA� WZGLQD� DAVE NE STAWILSQ�
�TO INTERESNAQ I� WEROQTNO� NE PROSTAQ ZADA�A� zAMETIM� �TO WSE O�FORMY X WIDA G� IME�T

KONE�NYJ TIP NAD O� ONI PRIWEDENY I STROGO PLOSKIE NADO� pUSTX TEPERXX � PROIZWOLXNAQ

GRUPPOWAQ O�FORMA GRUPPY G� KONE�NOGO TIPA NAD O� iMEEM IZOMORFIZMY

� � O�X	�O k �� k�G	� � � O�X	 �� O�X	�O k� ��f� 
 f � �

I IH KOMPOZICI� � � � � O�X	 �� k�G	�
tAKIM OBRAZOM� O�X	 MOVNO RASSMATRIWATX KAK PODKOLXCO A W k�G	 S USLOWIQMI

��� A QWLQETSQ O�ALGEBROJ hOPFA KONE�NOGO TIPA NAD O�
�
� A � k 
 O� kA 
 k�G	�
��� STRUKTURA ALGEBRY hOPFA W KOLXCE A INDUCIROWANA STROENIEM ALGEBRY hOPFA k�G	�

oPREDELENIE� pODKOLXCO A KOLXCA k�G	� UDOWLETWORQ�EE USLOWIQM �������� NAZOWEM O�
PORQDKOM hOPFA W k�G	� X 
 SpecA ESTX O�FORMA KONE�NOGO TIPA GRUPPY G�

zADA�A� oPISATX O�PORQDKI hOPFA W k�G	 S TO�NOSTX� DO IZOMORFIZMA�

wAVNEJ�IMI POLQMI� NAD KOTORYMI ESTESTWENNO WOZNIKAET WOPROS OB IZU�ENII O�PORQD�
KOW hOPFA� QWLQ�TSQ �ISLOWYE POLQ KONE�NOJ STEPENI I p�ADI�ESKIE POLQ� pUSTX k � POLE p�
ADI�ESKIH �ISEL� O 
 Ok � KOLXCO CELYH �LEMENTOW POLQ k� p� MAKSIMALXNYJ IDEAL KOLX�
CA O� Fp 
 O�p � KONE�NOE POLE WY�ETOW� wOPROS O REDUKCII GRUPPY G PO PROSTOMU MODUL�

p ZAKL��AETSQ W POSTROENII DLQ GRUPPY G GRUPPOWOJ O�FORMY X� TOGDA REDUKCI� GRUPPY

G PO PROSTOMU MODUL� p MOVNO OPREDELITX KAK Fp�GRUPPU X �O Fp � kONE�NO� �TA REDUK�
CIQ ZAWISIT OT WYBORA CELOJ MODELI X I WYBOR NESLU�AJNOJ REDUKCII QWLQETSQ INTERESNOJ

ZADA�EJ� KOTORAQ BUDET RE�ENA DLQ ALGEBRAI�ESKIH TOROW W x
�
pUSTX TEPERX k � POLE ALGEBRAI�ESKIH �ISEL KONE�NOJ STEPENI NAD POLEM RACIONALXNYH

�ISEL Q� A � KOLXCO ADELEJ POLQ k� O � KOLXCO CELYH POLQ k� eSLI X � CELAQ O�FORMA
k�GRUPPY G� TO �ISLOM KLASSOW h�X� O�GRUPPY X NAZYWAETSQ KOLI�ESTWO DWUHSTORONNIH

KLASSOW

G�k� nG�A��X�A���

GDE A� � PODKOLXCO CELYH ADELEJ KOLXCA A�

zADA�A� dLQ k�GRUPPY G OPISATX O�FORMY X S MINIMALXNYM �ISLOM KLASSOW h�X��

� cELYE FORMY ALGEBRAI�ESKOGO TORA NAD LOKALXNYM POLEM

pUSTX k � POLE p�ADI�ESKIH �ISEL� T � ALGEBRAI�ESKIJ TOR NAD POLEM k� X �GRUPPOWAQ

O�FORMA TORA T KONE�NOGO TIPA� X 
 SpecA� A � k�T 	� gRUPPA T �k� LOKALXNO KOMPAKTNA�
PUSTX U � MAKSIMALXNAQ KOMPAKTNAQ PODGRUPPA GRUPPY T �k�� rASSMOTRIM GRUPPU TO�EK

X�O� 
 Hom�A�O�� wSQKIJ GOMOMORFIZM O�ALGEBR A � O ODNOZNA�NO PRODOLVAETSQ DO

GOMOMORFIZMA k�ALGEBR kA 
 k�T 	� k� PO�DRUGOMU� IMEEM ESTESTWENNOE WLOVENIE GRUPP

X�O� �� T �k��
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w SILU KOMPAKTNOSTI GRUPPA X�O� WKLADYWAETSQ W MAKSIMALXNU� KOMPAKTNU� GRUPPU U �
dALEE� GRUPPA X�O� OTKRYTA W T �k�� PO�TOMU MNOVESTWO X�O� WS�DU PLOTNO W T �k� W TOPO�
LOGII zARISSKOGO I INDEKS �U � X�O�	 � KONE�EN� iMEEM
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 ff � k�T 	 j f�u� � O �u � X�O�g �

iTAK� O�PORQDOK hOPFA A W k�T 	 MOVET BYTX OPREDELEN� ZNAQ PODGRUPPU X�O�� KOTORAQ IMEET
KONE�NYJ INDEKS W U �

oPREDELENIE� pODGRUPPU V W U WIDA V 
 Y �O� DLQ NEKOTOROJ O�FORMY Y TORA T
NAZOWEM ALGEBRAI�ESKOJ PODGRUPPOJ KOMPAKTNOJ GRUPPY U �

zADA�A� wSQKAQ LI PODGRUPPA KONE�NOGO INDEKSA W KOMPAKTNOJ GRUPPE U QWLQETSQ AL�
GEBRAI�ESKOJ�

kAK I W TEORII AFFINNYH SHEM NAD POLEM MOVNO STROITX O�GRUPPY� ISHODQ IZ PODGRUPP
V KONE�NOGO INDEKSA W U � pUSTX

B 
 ff � k�T 	 j f�v� � O �v � V g �

tOGDA B ESTX O�PORQDOK hOPFA W k�T 	� Y 
 SpecB QWLQETSQ O�FORMOJ TORA T I Y �O� � V �
Y �O� � ZAMYKANIE PO zARISSKOMU GRUPY V � oSOBU� ROLX IGRAET O�ALGEBRA hOPFA

A� 
 ff � k�T 	 j f�u� � O �u � Ug � �
�

qSNO� �TO A� LEVIT W L�BOM O�PORQDKE A�X� 
 SpecA� NAZOWEM MINIMALXNOJ CELOJ MODELX�

TORA T �

oPREDELENIE� rEDUKCIEJ TORA T PO MODUL� p NAZOWEM Fp�SHEMU X��O Fp 
 T �p�� tO�KU
p NAZOWEM TO�KOJ O�ENX HORO�EJ REDUKCII� ESLI T �p� ESTX Fp�TOR� p�TO�KA HORO�EJ REDUK�
CII�ESLI T �p� QWLQETSQ ALGEBRAI�ESKOJ GRUPPOJ NAD POLEM Fp� p � TO�KA PLOHOJ REDUKCII�
ESLI SHEMA T �p� NE PRIWEDENA�

pUSTX

U�m� 
 Ker �X�O� �� X�O�pm� 	

� KONGRU�NC�PODGRUPPA� X � MINIMALXNAQ MODELX�

pREDLOVENIE �� gRUPPA U�m� QWLQETSQ ALGEBRAI�ESKOJ PODGRUPPOJ GRUPPY U �

dOKAZATELXSTWO� wYBEREM WLOVENIE T � GLk�n� TAKIM OBRAZOM� �TOBY
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oTS�DA WIDNO��TO O�SHEMA T� OBLADAET SWOJSTWOM T��O� 
 U�m�� sWERH TOGO� DLQ L�BOGO
i� � � i � m� GRUPPA T� �O O��iO QWLQETSQ UNIPOTENTNOJ GRUPPOWOJ SHEMOJ NAD KOLXCOM

O��iO� NO GRUPPA T� �O O��m��O UVE NE UNIPOTENTNA� �

gRUPPOWU� SHEMU T� S USLOWIEM T��O� 
 U�m� BUDEM SNOWA NAZYWATX KONGRU�NC�PODGRUP�
POJ I OBOZNA�ATX Tm�

sLEDSTWIE� gRUPPOWYE O�SHEMY Tm NEIZOMORFNY PRI RAZLI�NYH m � �� �

iZU�IM BOLEE PODROBNO MINIMALXNU� CELU� MODELX X k�TORA T � pUSTX L� MINIMALXNOE

POLE RAZLOVENIQ TORA T � � � GRUPPA gALUA RAS�IRENIQ L�k� bT � ��MODULX RACIONALXNYH
HARAKTEROW TORA T � aLGEBRA hOPFA k�T 	 TORA T IMEET WID L� bT 	�� GDE L� bT 	 � GRUPPOWOE KOLXCO

GRUPPY bT � GRUPPA � ODNOWREMENNO DEJSTWUET NA L I NA bT � T 
 Spec
�
L� bT 	��� kOGRUPPOWAQ

STRUKTURA NA L� bT 	 INDUCIROWANA OPERATORAMI
m� � �i �� �i � �i�

i� � �i �� ���i �

e� � �i �� ��

���

GDE �i � BAZISNYE HARAKTERY GRUPPY bT � eSLI OL � KOLXCO CELYH �LEMENTOW POLQ L� TO

OL� bT 	� �O k 
 k�T 	�

PO�TOMU SHEMA Y 
 Spec
�
OL� bT 	�� QWLQETSQ O�FORMOJ k�MNOGOOBRAZIQ T � NO� W OB�EM SLU�AE�

NE GRUPPOWOJ� pUSTX A 
 A��ALGEBRA hOPFA MINIMALXNOJ MODELI TORA T � OPREDELENNAQ
SOOTNO�ENIQMI �
�� pOLOVIM

eA 
 ff � L�T 	 j f�u� � OL �u � Ug �
o�EWIDNO� eA 
 OLA 	
 OL �O A I A 
 eA�� dALEE� RACIONALXNYJ HARAKTER � OTOBRAVAET

GRUPPU U W KOMPAKTNU� PODGRUPPU GRUPPY L�� PO�TOMU bT � eA I� ZNA�IT� KOLXCO eA SODERVIT

GRUPPOWOE KOLXCO OL� bT 	� iMEEM
OL� bT 	 � eA � L� bT 	�
OL� bT 	� � A � k�T 	 
 L� bT 	�� ���

pREDLOVENIE �� eSLI RAS�IRENIE L�k NERAZWETWLENO� TO eA 
 OL� bT 	� A 
 OL� bT 	��
sLEDOWATELXNO� MINIMALXNAQ MODELX X 
 SpecA QWLQETSQ TOROM NAD O� REDUKCIQ X �O Fp
QWLQETSQ TOROM NAD KONE�NYM POLEM Fp �

dOKAZATELXSTWO� pUSTXB 
 OL� bT 	�� w NERAZWETWLENNOM SLU�AE SU�ESTWUET BAZIS KOLXCA
OL NAD O� DISKRIMINANT KOTOROGO QWLQETSQ EDINICEJ KOLXCA O� pO�TOMU DLQ NERAZWETWLEN�
NOGO RAS�IRENIQ L�k IMEEM IZOMORFIZM

OL �O B 	
 OLB 
 OL� bT 	�
�TO POKAZYWAET� �TO Y 
 SpecB QWLQETSQ O�GRUPPOWOJ FORMOJ TORA T � iZ MINIMALXNOSTI
FORMY X 
 SpecA SLEDUET� �TO A � B� sOOTNO�ENIQ ��� POKAZYWA�T� �TO A 
 B� eA 

OL� bT 	� �

dLQ IZU�ENIQ CELYH FORM TOROW S RAZWETWLENNYM POLEM RAZLOVENIQ RASSMOTRIM SNA�ALA

BOLEE PODROBNO TORY PROSTEJ�EGO WIDA�
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� mINIMALXNAQ MODELX TORA RF�k �Gm�

nAPOMNIM� �TO k � POLE p�ADI�ESKIH �ISEL� pUSTX F KONE�NOE RAS�IRENIE STEPENI n POLQ
k� ��� � � � � �n � CELYJ BAZIS RAS�IRENIQ F�k� L � NORMALIZACIQ POLQ F W �k� � 
 Gal�L�k��
�� 
 Gal�L�F �� T 
 RF�k�Gm�� gRUPPA RACIONALXNYH HARAKTEROW bT TORA T OBLADAET BA�
ZISOM ��� � � � � �n� NA KOTOROM GRUPPA gALUA � DEJSTWUET TRANZITIWNO PERESTANOWKAMI� �� �
STABILIZATOR HARAKTERA ��� bT 
Z�����	 
Z����

Z� iMEEM

L�T 	 
 L� bT 	 
 L
h
��� � � � � �n� �

��
� � � � � � ���n

i
� L ���� � � � � �n	 �

L ���� � � � � �n	 � ALGEBRA POLINOMOW� wWIDU PERMUTACIONNOSTI DEJSTWIQ GRUPPY �� WLOVENIE
L ���� � � � � �n	 � L�T 	 QWLQETSQ ��GOMOMORFIZMOM� zAMETIM��TO SpecL ���� � � � � �n	

� 
 A nk �
AFFINNOE PROSTRANSTWO NAD k� dIAGONALXNOE WLOVENIE

L ���� � � � � �n	 �� L ���� � � � � �n	�L L�T 	

POKAZYWAET� �TO MY IMEEM MORFIZM

T �k A
n �� A nk �

QWLQ��IJSQ ESTESTWENNYM DEJSTWIEM TORA T NA A nk � dim T 
 n� pO�DRUGOMU� TOR T 

RF�k �Gm� QWLQETSQ MAKSIMALXNYM TOROM GRUPPY GLk�n� I KOORDINATNOE KOLXCO k�T 	 

L�T 	� PRO�E WSEGO OPISATX� ISPOLXZUQ REGULQRNOE PREDSTAWLENIE GRUPPY T �k� 
 F � W BA�
ZISE ��� � � � � �n� pUSTX ��� �� 
 SpF�k���� � BILINEJNAQ FORMA SLEDA� oNA NEWYROVDENA�
PO�TOMU SU�ESTWUET DUALXNYJ BAZIS ���� � � � � �

�
n� �

�
i � F � ��i� ��j � 
 	ij � SIMWOL kRONEKERA�

pUSTX � 
 ai�i 

Pn

i�� a
i�i� tOGDA ���i � �� 
 ai� lINEJNU� FUNKCI� ���i � � � F � k oBOZNA�IM

xi� xi�ak�k� 
 ai� pUSTX d 
 det��i� �j� � DISKRIMINANT RAS�IRENIQ F�k� zAPI�EM ZAKON

UMNOVENIQ W KOORDINATAH x�� � � � � xn� iMEEM �i�j 
 ckij�k� c
k
ij � O � STRUKTURNYE KONSTANTY�

pUSTX � 
 ai�i� � 
 bi�i � DWA �LEMENTA IZ F � TOGDA

xk���� 
 ckijx
i���xj����

lINEJNYE FUNKCII xi ESTESTWENNO PRODOLVA�TSQ DO L�LINEJNYH FUNKCIONALOW xi � L�kF �
L� OPREDELENNYH NAD POLEM k� PUSTX F �i� � OBRAZ POLQ F PRI ODNOM IZ k�IZOMORFIZMOW

i � F � �k� �

�i�
k � OBRAZ �LEMENTA �k PRI �TOM IZOMORFIZME� �

�i�
k � L � �k� d 
 det��

�i�
k ���

zAMETIM� �TO W TENZORNOM PROIZWEDENII L �k F GRUPPA � TRIWIALXNO DEJSTWUET NA F I

ESTESTWENNO NA L� w KOLXCE POLINOMOW L�x�� � � � � xn	 WYBEREM n LINEJNYH FUNKCIJ �

��i� 
 �
�i�
k xk� ���

oNI OBLADA�T ZAME�ATELXNYMI SWOJSTWAMI

��i���� 
 ��i�m xm�ak�k� 
 Am��i�m 
 ��i��

OTKUDA ��i����� 
 ��i������i����� tAKIM OBRAZOM� FUNKCII ��i� QWLQ�TSQ RACIONALXNYMI

HARAKTERAMI GRUPPY RF�k �Gm�� O�EWIDNO� ONI OBRAZU�T PERMUTACIONNYJ BAZIS GRUPPY HA�

RAKTEROW bT � fUNKCIQ y 

Qn
i�� �

�i� ESTX FORMA n�J STEPENI OT n PEREMENNYH x�� � � � � xn S
KO�FFICIENTAMI IZ O� kOLXCO k�T 	 
 L������ � � � � ��n�� y��	� SODERVIT k�x�� � � � � xn� y��	� nA
SAMOM DELE� FORMULA ��� POKAZYWAET� �TO

k�T 	 
 L������ � � � � ��n�� y��	� 
 k�x�� � � � � xn� y��	�
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kOUMNOVENIE ��� W KOORDINATAH x�� � � � � xn IMEET SLEDU��IJ WID

a� m�� xk � ckijx
i � xj�

b� i� � xk � �k

y
�
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��i�

���
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y
�m��i�m � �m � O�x�� � � � � xn	�

c� e� � xk � ck� GDE� 
 cm�m�

rASSMOTRIM TEPERX KOLXCO A 
 O�x�� � � � � xn� y��	� sOOTNO�ENIQ a�� b�� c� POKAZYWA�T� �TO
OPERATORY m�� i�� e� PREWRA�A�T KOLXCO A W ALGEBRU hOPFA� sHEMA X 
 SpecA QWLQETSQ

TOGDA O�GRUPPOWOJ FORMOJ TORA RF�k �Gm �� iZ POSTROENIQ SLEDUET� �TO X�B� 
 �OF �O

B�� DLQ WSQKOJ KOMMUTATIWNOJ O�ALGEBRY B� W �ASTNOSTI� X�O� 
 O�
F � MAKSIMALXNAQ

KOMPAKTNAQ PODGRUPPA GRUPPY T �k� 
 F �� tAKIM OBRAZOM� X ESTX MINIMALXNAQ MODELX TORA

RF�k �Gm�� pOSKOLXKU KOLXCO A QWLQETSQ LOKALIZACIEJ KOLXCA MNOGO�LENOW O�x�� � � � xn	� TO
SHEMAX � GLADKAQ� REDUKCIQ PO MODUL� p QWLQETSQ ALGEBRAI�ESKOJ GRUPPOJX NAD KONE�NYM

POLEM O�p� PRI�EM X � SWQZNA� iZ SWQZNOSTI KOMMUTATIWNOJ ALGEBRAI�ESKOJ GRUPPY X
SLEDUET� �TO X ESTX PRQMOE PROIZWEDENIE TORA R I UNIPOTENTNOJ GRUPPY U � sTROENIE

GRUPPOWYH SHEM R I U LEGKO WOSSTANAWLIWAETSQ IZ STROENIQ GRUPPY TO�EK X�O�p�� pUSTX
E � MAKSIMALXNOE NERAZWETWLENNOE RAS�IRENIE POLQ k� SODERVA�EESQ W F � k � E � F �
e 
 �F � E�� f 
 �E � k�� rk� rE� rF � POLQ WY�ETOW KOLEC O 
 Ok � OE � OF PO SWOIM

MAKSIMALXNYM IDEALAM p� pE� pF � pF jpEjp� NF�k�pF � 
 pf � OF p 
 peF � OEp 
 pE� �rE � rF � 
 f �
rF 
 rE� iMEEM X�O� 
 O�

F � pUSTX � � OF � � � OBRAZU��AQ GLAWNOGO IDEALA pF � iMEEM
PREDSTAWLENIE �LEMENTA � W WIDE RQDA

� 
 A� �A�� �A��
� � � � � �

Ai � re� �e 
 � �mod p��

� 
 A� �A�� � � � ��Ae���
e�� �mod p�� ���

pOSKOLXKU SHEMA X � GLADKAQ� TO �PIMORFIZM KOLEC O� O�p 
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